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AVERTISSEMENT 


Ces  Éléments  font  partie  des  leçons  que  j'ai  don- 
nées dans  les  lycées  et  collèges  où  j*ai  été  chargé 
de  renseignement  des  Mathématiques.  Comme  la 
marche  que  j'y  ai  suivie  m'a  toujours  conduit  à 
d'heureux  résultats,  j'ai  cru  faire,  en  les  publiant, 
une  chose  utile  aux  jeunes  gens  qui  se  destinent 
aux  écoles  spéciales  de  services  publics. 

La  Géométrie  se  compose  de  deux  parties.  La 
première  partie  est  divisée  en  six  chapitres,  qui 
traitent  successivement  de  la  ligne  droite  et  des 
angles,  du  cercle  et  de  la  mesure  des  angles,  des 
triangles  et  des  polygones  en  général ,  de  leur  simi- 
litude, des  polygones  réguliers  et  de  leurs  relations 
avec  le  cercle,  de  la  mesure  des  surfaces  planes. 
La  seconde  partie  est,  comme  la  première,  divisée 
en  six  chapitres,  qui  ont  pour  objet  le  plan  et  la 
ligne  droite  considérée  dans  l'espace,  les  angles 
formés  par  des  plans,  les  différentes  espèces  de 
polyèdres,  leur  similitude,  les  surfaces  rondes,  et 
enfin  la  mesure  des  volumes.  Les  principales  appli- 
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cations  de  la  Géométrie  au  levé  des  plans  se  trou- 
vent réunies  dans  un  Appendice. 

La  Trigonométrie  est  divisée  en  quatre  chapitres 
comprenant:  i*  la  théorie  des  lignes  trigonomé- 
triques;  a®  la  construction  et  l'usage  des  Tables 
trigonométriques  ;  3**  la  résolution  des  triangles 
rectilignes;  4**  la  résolution  des  triangles  sphériques. 
Après  avoir  établi  les  formules  fondamentales,  j'en 
ai  déduit  toutes  les  autres  par  voie  d'analyse;  mais, 
afin  de  rendre  la  vérité  plus  sensible,  j'ai  cru  devoir 
démontrer  aussi  par  la  Géométrie  les  principaux 
résultats  obtenus  par  l'emploi  du  calcul  algébrique. 

Je  recevrai  toujours  avec  reconnaissance  les  avis 
des  personnes  qui  voudront  bien  m'honorer  de  leur 
bienveillance  et  de  leur  amitié,  soit  en  me  signalant 
les  parties  défectueuses  de  ces  Éléments,  soit  en 
m'indiquant  les  améliorations  à  y  introduire. 
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ÉLÉMENTS   • 

DE  GÉOMÉTRIE. 


INTRODUCTION. 

NOTIONS    PRÉLIMINAIRES. 

i .  La  Géométrie  est  une  science  qui  a  pour  objet  la 
mesure  de  Tétendue  et  Tétude  des  propriétés  des  figures. 

h' étendue,  telle  que  notre  esprit  la  conçoit,  est  une 
portion  finie  de  l'espace  sans  bornes  qui  embrasse  l'uni- 
vers :  ses  diverses  formes ,  que  Ton  appelle  généralement 
du  nom  Ae  figures,  sont  déterminées  par  les  différentes 
manières  dont  elle  peut  être  limitée  en  tous  sens. 

Pour  peu  qu'on  réfléchisse  sur  l'étendue,  on  est  con- 
duit à  y  distinguer  trois  dimensions ,  savoir  :  longueur, 
largeur,  hauteur  ou  épaisseur.  Quoique  ces  trois  di- 
mensions soient  inséparables  pour  caractériser  l'étendue, 
il  arrive  souvent  que  l'on  considère  la  première  sans 
faire  attention  aux  deux  autres ,  ou  bien  que  l'on  consi- 
dère les  deux  premières  sans  faire  attention  à  la  troisième. 
Par  exemple,  lorsque,  à  la  vue  d'un  lac,  nous  nous 
occupons  de  la  distance  qu'il  y  a  d'une  rive  à  la  rive 
opposée ,  nous  faisons  abstraction  de  toute  idée  de  lar- 
geur et  de  profondeur,  et  nous  ne  pensons  qu'à  la  dimen- 
sion de  longueur.  De  même ,  si  nous  nous  occupons  de 
l'étendue  superficielle  du  lac,  nous  ne  prenons  en  consi- 
dération que  sa  longueur  et  sa  largeur,  et  nous  faisons 
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abstraction  (le  ridée  de  profondeur.  Enfin,  ce  n'est  que 
dans  le  cas  où  "notre  esprit  s'occupe  de  Fétendue  totale 
du  lac,  que  nous  tenons  compte  à  la  fois  de  sa  longueur, 
de  sa  largeur,  et  de  sa  profondeur.  Il  faut  donc  distin- 
guer, dans  rétendue  à  trois  dimensions,  Fétendue  qui 
n^a  que  longueur  et  largeur,  sans  hauteur  ou  épaisseur, 
et  l'étendue  qui  n'a  que  longueur,  sans  largeur  ni  épaisseur. 

2.  On  appelle  généralement  corps  ce  qui  réunit  les 
trois  dimensions  de  Fétendue,  longueur,  largeur,  et  hau- 
teur ou  épaisseur.  Tout  espace,  soit  vide,  soit  occupé 
par  un  corps,  présente  aussi  ces  trois  dimensions.  On 
nomme  surface  ce  qui  a  longueur  et  largeur,  sans  hau- 
teur ou  épaisseur.  Une  longueur,  sans  largeur  ni  épais- 
seur, se  nomme  ligne.  Les  extrémités  d'une  ligne  s'ap- 
pellent/?oi>zt^.  On  donne  aussi  le  nom  de  point  à  Fendroit 
où  deux  lignes  se  coupent.  Le  point  n'a  ni  figure  ni 
étendue. 

On  peut  encore  se  rendre  familières  les  notions  de 
surface f  de  ligne,  et  de  point,  en  les  considérant  comme 
limites  de  Fétendue,  qui  nous  est  rendue  sensible  par  les 
corps.  Prenons  pour  exemple  un  bloc  de  pierre  de  figure 
quelconque.  Si  nous  ne  considérons  d'abord  que  les  li- 
mites qui  le  terminent,  c'est-îi-dire  qui  séparent  l'espace 
qu'il  occupe  du  reste  de  l'espace,  comme  nous  ne  fai- 
sons pas  alors  attention  à  son  épaisseur,  nous  ne  voyons 
que  des  étendues  en  longueur  et  en  largeur,  qui  sont 
des  surfaces.  Si  nous  examinons  ensuite  ces  surfaces ,  nous 
voyons  qu'elles  se  rencontrent  deux  à  deux,  et  qu'elles 
ont  elles-mêmes  pour  limites  des  étendues  en  longueur 
seulement,  sans  largeur  ni  épaisseur^  ces  limites  sont 
des  lignes.  Enfin,  si  nous  suivons  le  cours  de  ces  lignes, 
nous  reconnaissons,  aux  endroits  où  elles  se  coupent, 
leurs  limites  ou  leurs  extrémités,  qui,  n'ayant  ni  lon- 
gueur, ni  largeur,  ni  épaisseur,  sont  des  points.   Ainsi^ 
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les  surfaces  sont  les  limites  des  corps  ,  les  ligues  sont 
les  limites  des  surfaces,  et  les  points  sont  les  limites 
des  lignes. 

3.  La  plus  simple  de  toutes  les  lignes  est  la  ligne 
droàe,  ou  simplement  la  droite  :  on  nomme  ainsi  la  ligne 
que  l'on  se  représente  comme  ayant  la  propriété  d'être 
le  plus  court  chemin  d'un  point  à  un  autre.  Telle  est  la 
forme  qu'affecte  sensiblement  un  fil  bien  tendu.  Une 
ligne  composée  de  lignes  droites  consécutives ,  ayant  deux 
à4€ux  une  extrémité  commune,  se  nomme  ligne  poly- 
gonale ou  ligne  brisée^  et  l'on  nomme  ligne  courbe  une 
ligne  dont  aucune  partie  appréciable  n'est  rigoureuse- 
ment droite.  Ainsi,  AB  (fig*  i)  est  une  ligne  droite, 
ACDEB  une  ligne  polygonale  ou  brisée,  et  AOB  une 
ligne  courbe*  Une  ligne  qui  est  en  partie  droite  et  en 
partie  courbe  se  désigne  par  l'expression  de  Ugne  mixte. 

Il  est  évident  que  d'un  point  à  un  autre  on  ne  peut 
mener  qu'une  seule  ligne  droite  ;  car  il  ne  peut  p*as  y 
avoir  entre  deux  points  donnés  deux  chemins  dont  cha- 
cun soit  le  plus  court. 

Deux  lignes  droites  indéfinies,  AB,  CD  (fig.  2), 
sotit  toujours  superposables.  Si  Ton  porte,  en  effet,  la  se- 
conde sur  la  première ,  de  manière  qu'un  point  quelcon- 
que C  de  CD  se  trouve  sur  tm  point  A  de  AB,  et  que 
1  on  fasse  ensuite  tourner  la  droite  CD  autour  du  point 
commun,  jusqu'à  ce  qu'un  second  poiiitF,  pris  arbitrai- 
rement sur  cette  droite ,  tombe  sur  un  point  E  de  AB , 
les  deux  parties  AE  et  CF  coïncideront  nécessairement , 
puisque  l'on  ne  peut  mener  qu'une  seule  ligne  droite  d'un 
point  à  un  autre.  Or,  le  point  F,  ayant  été  pris  arbitrai- 
rement sur  CD,  peut  être  pris  aussi  loin  qu'on  voudra  du 
point  C  :  ce  ne  sont  donc  pas  seulement  des  portions  des 
deux  droites  AB  et  CD  que  l'on  fait  coïncider,  mais  bien 
CCS  droites  considérées  dans  toute  leur  étendue.  Ainsi,  par 
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deux  points    donnés  on  ne   peut  jamais  faire  passer 
quune  seule  ligne  droite^ 

Les  lignes  droites  sont  toujours  supposées  indéfinies, 
à  moins  que  des  conditions  particulières  n*en  restreignent 
rétendue. 

4.  La  plus  simple  de  toutes  les  surfaces  est  la  surface 
plane  ou  le  plan  :  on  nomme  ainsi  une  surface  sur  la- 
quelle on  peut,  en  chacun  de  ses  points ,  appliquer  exac- 
tement une  ligne  droite  dans  toutes  les  directions.  Telle 
est  la  forme  qu'aflecte  sensiblement  une  glace  bien  polie 
ou  une  feuille  de  papier  bien  tendue.  Une  surface  compo- 
sée de  portions  de  plans  consécutifs,  qui  se  rencontrent  ou 
se  coupent  deux  à  deux,  se  nomme  surface  polyédrale  ou 
surface  brisée;  et  on  appelle  surface  courbe  une  sur- 
face dont  aucune  partie  appréciable  n'est  rigoureuse- 
ment plane.  Une  surface  qui.  est  en  partie  plane  et  en 
partie  courbe  se  désigne  par  l'expression  de  surface  mixte. 

Il  résulte  de  la  définition  du  plan  que  Von  peut  tou- 
jours mener  dans  un  plan,  par  chacun  ,de  ses  points, 
une  infinité  de  droites,  et  que  par  conséquent,  pour  re- 
connaître si  une  surface  est  plane,  il  suffit  de  s'assurer 
si  l'on  peut  y  appliquer,  en  chacun  de  ses  points,  une 
ligne  droite  dans  tous  les  sens. 

Il  suit  encore  de  la  notion  du  plan  et  de  celle  de  la 
ligne  droite  que  toute  droite  qui  a  deux  de  ses  points 
dans  un  plan  y  est  contenue  tout  entière;  car  il  est 
clair  que  ces  deux  points  déterminent  une  des  directions 
dans  lesquelles  la  droite  peut  être  placée  sur  la  surface. 

Lorsqu'une  ligne  droite  n'a  qu'un  seul  point  de  com- 
mun avec  un  plan ,  on  dit  que  la  droite  rencontre  ou 
perce  le  plan ,  et  que  le  plan  coupe  la  droite.  Il  est  visible 
que ,  dans  ce  cas ,  les  deux  parties  de  la  droite  sont  situées 
de  part  et  d'autre  du  plan . 

Les  surfaces  planes,  de  même  que  les  lignes  droites  , 
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doivent  toujours  être  supposées  indéfinies ,  à  moins  que 
retendue  n'en  soit  reslireinte  par  des  conditions  particu- 
lières. 

Explication  des  termes  et    des  signes  employés  en 

Géométrie. 

5.  Un  axiome  est  une  vérité  évidente  par  elle-même. 
Telles  sont  les  suivantes  : 

Deux  quantités  égales  à  une  troisième  sont  égales 
entre  elles. 

Le  tout  est  plus  grand  que  chacune  de  ses  paities. 

Le  tout  est  égal  à  la  somme  des  parties  dans  lesquelles 
il  a  été  di^nsé. 

Deux  quantités  égales,  augmentées  ou  diminuées  à 
la  fois  d'une  même  quantité,  donnent  des  résultats 
égaux. 

Un  théorème  est  une  proposition  dont  la  véritddevient 
évidente  au  moyen  d'im  raisonnement  appelé  démons- 
tration. 

Un  problème  est  une  question  qui  a  pour  objet  de  dé- 
terminer certaines  choses  inconnues ,  au  moyen  d'autres 
choses  données ,  qui  ont  avec  les  premières  des  rapports 
indiqués  par  l'énoncé.  Résoudre  le  problème,  c'est  dé- 
terminer ces  choses  inconnues  ,  et  le  résultet  auquel  on 
parvient  se  nomme  la  solution  du  problème. 

Un    lemme   est    une    proposition    préliminaire  dont 
l'objet    principal  est  de  servir  de  préparation  à  la  dé 
monstration  d'un  théorème  ou  à  la  résolution  d'un  pro- 
blème. 

Un  corollaire  est  une  conséquence  qui  découle  d'une 
ou  de  plusieurs  propositions. 

Un  scolie  est  une  remarque  que  Ton  fait  sur  une  ou 
plusieurs  propositions  précédentes,  afin  de  faire  aper- 
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eevoir  leur  liaison,  leur  utilité,  leur  restriction  on  leur 
extension. 

Une  hypothèse  est  une  supposition  que  l'on  fait,  soit 
dans  renoncé  d'une  proposition,  soit  dans  le  courant 
d'une  démonstration.  La  conséquence  de  l'hypothèse  se 
nomme  conclusion, 

La  réciproque  d'une  proposition  est  une  seconde  pro- 
position établie  en  sen^  inverse  de  la  première,  de  ma- 
nière que  la  conclusion  primitive  prend  la  place  de  l'hy- 
pothèse ,  et  que  l'hypothèse  devient  à  son  tour  la  con- 
clusion. 

6.  Deux  figures  qui  ont  la  même  étendue ,  sans  avoir  la 
même  forme ,  sont  dites  équii^alentes. 

Deux  figures  qui  ont  la  même  forme ,  sans  avoir  né- 
cessairement la  même  étendue ,  sont  dites  semblables. 

Enfin ,  deux  figures  sont  dites  égales  lorsqu'on  peut 
les  placer  l'une  sur  l'autre  de  manière  qu'elles  coïncident 
ou  se  copfondent  dans  toute  leur  étendue  ;  ce  qui  s'appelle 
les  superposer,  * 

7.  Le  signe  =  est  le  signe  de  l'égalité,  et  s'énonce  : 
est  égal  à  ou  simplement  égale.  Ainsi  l'expression  A  ==  B 
signifie  que  la  quantité  représentée  par  A  est  égale  à  la 
quantité  désignée  par  6.  Cette  expression  se  nomme  une 
égalité:  la  partie  à  gauche  du  signe  se  nomme  premier 
membre,  et  la  partie  à  droite  second  membre. 

Lorsque  l'on  veut  exprimer  qu'une  quantité  est  plus 
grande  ou  plus  petite  qu'une  autre  quantité,  on  se  sert 
du  signe  >  ou  <,  en  observant  que  l'ouverture  doit 
toujours  être  tournée  du  côté  de  la  plus  grande  quantité, 
et  la  pointe  du  côté  delà  plus  petite.  Ainsi,  A>B  si- 
gnifie A  plus  grand  que  B,  et  A<B  signifie  A  plus 
petit  que  B. 

Pour  marquer  l'addition ,  on  se  sert  du  signe  -f-  , 
qlii  s'énonce  plus  ou  augmenté  de;  et,  pour  marquer  la 
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soustraction ,  on  se  sert  du  signe  — ,  qui  s'énonce  moins 
OVL  diminué  de.  Ainsi ,  A + B  signifie  A  plus  B ,  et  A  —  B 
doit  s'énoncer  A  moins  B. 

Le  multiplication  s'indique  au  moyen  du  signe  X  ou 
d'un  point,  que  l'on  place  entre  les  deux  facteurs,  et, 
pour  indiquer  la  division,  on  place  le  diviseur  à  droite, 
du  dividende  en  les  séparant  par  le  signe  : ,  ou  bien  on 
écrit  verticalement  le  diviseur  au-dessous  du  dividende 
en  les  séparant  l'un  de  l'autre  par  un  trait  horizontal. 
Ainsi ,  pour  exprimer  que  A  doit  être  multiplié  par  B, 
on  écrit  AxB  ou  A.B,  et,  pour  exprimer  que  A  doit 

être  divisé  par  B ,  on  écrit  AlB  ou  -•  On  peut  encore 

indiquer  la  multiplication  de  deux  quantités  en  les  écri- 
vant Tune  à  la  suite  de  l'autre  sans  interposer  aucun 
signe. 
Une  expression  de  la  forme 

AX(B— C-hD)    ou  A(B-.C4-D) 

représente  le  produit  de  A  par  B  —  C-f-D.  S'il  fallait 
multiplier  A — B  par  A+C — D,  on  écrirait 

(A  — B)X(A4-C— D)  oubien  (A  —  B)(A-hC  — D). 

On  doit  considérer  comme  une  seule  quantité  tout  ce  qui 
est  renfermé  entre  deux  parenthèses. 

8.  Un  nombre  mis  devant  une  quantité  sert  de  multi- 
plicateur à  cette  quantité ,  et  se  nomme  coefficient.  Ainsi , 
pour  exprimer  que  A  doit  être  pris  trois  fois,  on  écrit 
3 A.  De  même ,  l'expression  |A  désigne  la  moitié  de  A. 

Le  carré  ou  la  deuxième  puissance,  le  cube  ou  la 
troisième  puissance  d'une  ^quantité ,  s'indiquent  par  le 
moyen  d'un  nombre ,  nommé  exposant,  que  l'on  écrit  à 
droite    et  un  peu  au-dessus  de  cette   quantité.    Ainsi , 
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pour  indiquer  le  carré,  le  cube  de  A  ,  on  écrit  A*,  A*. 
Ces  expressions  s^énoncent  A  deux  ou  A  can^é,  A  trois 
ou  A  cube. 

Pour  indiquer  la  racine  carrée  ou  deuxième  d'une 

quantité,  on  la  place  sous  le  signe  \J  .  Ainsi ,  )fX  s'énonce 
racine  carrée  ou  deuxième  de  A,  De  même,  l'expression 

3  

Va  indique  la  racine  cubique  ou  troisième  de  A ,  et  s'é- 
nonce racine  cubique  ou  troisième  de  A.  Le  signe  ^ 
se  nomme  un  radical. 

Il  est  nécessaire  de  se  rappeler  que,  si  A  et  B  désignent 
deux  lignes  ^ou  deux  quantités  quelconques ,  on  a  entre 
elles  les  relations  suivantes  : 

(A  +  B)'  =  A'  -f-  B'  H-  2AB, 
(A  —  B)'  =  A'  -f-  B'  —  2AB, 

(A  +  B)  (A  —  B)  =  A'  —  B'. 

Ces  trois  formules  se  démontrent  dans  tous  les  Traités 
d'Algèbre,  où  elles  terminent  ordinairement  ce  qui  a 
rapport  à  la  multiplication. 

Des  variables  y  de  leurs  limites  et  des  itifiniment  petits, 

9.  En  Géométrie,  on  est  quelquefois  conduit  à  consi- 
dérer des  quantités  qui ,  dans  une  même  suite  de  rai- 
sonnements ,  peuvent  passer  par  différents  états  de  gran- 
deur. On  donne  à  ces  quantités  le  nom  de  variables,  et, 
par  opposition,  on  appelle  constantes  on  im^ariables  celles 
qui  conservent  constamment  la  même  grandeur* 

La  limite  d'une  variable  est  une  quantité  constante 
dont  cette  variable  peut  s'approcber  indéfiniment ,  c'estr 
à-dire  de  manière  à  en  diflerer  d'aussi  peu  que  l'on  veut , 
sans  cependant  pouvoir  jamais  l'atteindre.  Pour  nous 
faire  mieux  comprendre,  nous  allons  éclaircir  cette  défi- 
nition par  un  exemple  particulier  tiré  de  l'Arithmétique. 
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On  sait  que ,  lorsqu'on  ajoute  un  même  nombre  aux 
deux  termes  d'une  fraction,  la  nouvelle  fraction  que  l'on 
obtient  est  plus  grande  que  la  première.  Par  conséquent, 
si  nous  considérons  la  fraction  f ,  et  que  nous  ajoutions 
successivement  les  nombres  i,  2,  3,  4?  etc.,  à  chacun  de 
ses  termes ,  les  fractions  |  ?  rô 5  rr^  1^  ^  etc.,  qui  en  résul- 
teront, seront  de  plus  en  plus  grandes,  et  s'approcheront 
sans  cesse  de  F  unité.  On  conçoit  aisément  que,  par  cette 
opération ,  il  sera  toujours  possible  d'arriver  à  une  frac- 
tion qui  diffère  de  Vunité  d'une  quantité  aussi  petite 
que  l'on  voudra  \  et  cependant  il  est  clair  que  ,  quel  que 
soit  le  nombre  que  l'on  ajoutera  aux  deux  termes  de  la 
fraction  | ,  on  ne  pourra  jamais  en  déduire  Vunité^  puis- 
que le  numérateur  sera  toujours  surpassé  de  3  par  le 
dénominateur.  Uunùé  est  donc  la  quantité  constante 
dont  s'approchent  indéfiniment,  sans  pouvoir  jamais  y 
atteindre ,  les  diverses  valeurs  que  prend  la  fraction  -J- 
lorsqu'on  donne  à  ses  deux  termes  des  accroissements 
égaux  de  plus  en  plus  grands  ;  on  dît  pour  cette  raison 
que  ces  valeurs  ont  pour  limite  Vunité, 

10.  Une  quantité  infiniment  petite^  ou  simplement 
un  infiniment  petite  est  une  quantité  variable  qui  peut 
devenir  moindre  que  toute  quantité  donnée  de  même 
nature,  et  que  Ton  considère  en  effet,  dans  les  raison- 
nements, comme  plus  petite  que  toute  quantité  donnée  à 
laquelle  il  faut  la  comparer.  Telle  est  la  différence  qui 
existe  entre  une  variable  et  sa  limite. 

Un  infiniment  petit  a  évidemment  pour  limite  o ,  et 
par  conséquent  une  quantité  composée  de  la  combinaison, 
par  addition  ou  soustraction,  d'une  constante  et  d'un 
infiniment  petit  a  pour  limite  la  constante. 

La  somme  et  la  différence  de  deux  infiniment  petits 
ne  peuvent  être  que  des  infiniment  petits^  car,  chaque 
infiniment  petit  pouvant  devenir  aussi  petit  que  Ton  veut, 
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cette  somme  et   cette   diirérenee  peuvent  être  rendues 
moindres  que  toute  grandeur  donnée. 

Le  produit  et  le  quotient  d'un  infiniment  petit  par  une 
quantité  finie  A  sont  nécessairement  des  infiniment  pe- 
tits; car,  la  limite  d'un  infiniment  petit  étant  o,  ce  pro- 
duit et  ce  quotient  ont  pour  limites  respectives  o  X  A 

et  -  ,  c'est-à-dire  o. 

En  représentant  par  A  et  B  deux  grandeurs  constantes 
de  même  nature,  et  par  a  et  /3  deux  infiniment  petits,  si 
Ton  a  la  relation  A  +  ^  =  B  +  i^  >  les  deux  constantes  A 
et  B  sont  égales  entre  elles  5  car,  s'il  existait  une  difié- 
rence  entre  ces  deux  quantités,  la  même  différence  exis- 
terait nécessairement  entre  |3  et  a,  sans  quoi  A  +  a  ne 
serait  pas  égal  à  B+/3,  et  il  résulterait  de  là  que  la  diffé- 
rence de  deux  infiniment  petits  serait  une  quantité  finie , 
ce  qui  est  absurde.  Donc,  toutes  les  fois  que  Von  est  con- 
duit à  une  égalité  entre  des  grandeurs  constantes  com- 
binées par  addition  ou  soustraction  ai^ec  des  infiniment 
petits,  on  peut  négliger  les  infiniment  petits,  pour  ne 
consen^er  dans  l'égalité  que  les  constantes. 

C'est  en  cela  que  consiste  le  principe  des  infiniment 
petits,  dont  nous  aurons  occasion  de  faire  usage. par  la 
suite. 

Des  rapports  et  des  proportions  en  Géométrie, 

i  l .  On  appelle  plus  grande  commune  mesure  de  deux 
grandeurs  homogènes ,  lignes ,  surfaces  ou  solides ,  la  plus 
grande  quantité  de  même  nature  qui  puisse  être  contenue 
un  nombre  de  fois  exact  dans  chacune  de  ces  grandeurs. 

Pour  trouver  cette  plus  grande  commune  mesure,  on 
cherche  d'abord  combien  de  fois  la  plus  petite  des  deux 
quantités  proposées  est  contenue  dans  la  plus  grande  :  si 
elle  y  est  contenue  un  nombre  de  fois  exact,  elle  est 
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elle-même  la  commune  mesure^  s'il  y  a  un  reste,  on 
cherche  combien  de  fois  il  est  contenu  dans  la  plus  petite 
des  deux  quantités ,  et ,  s'il  y  est  contenu  un  nombre  de 
fois  exact ,  il  est  la  commune  mesure  cherchée  :  dans  le 
cas  contraire ,  il  y  a  un  second  reste  ^  alors  on  cherche 
combien  de  fois  ce  second  reste  est  contenu  dans  le  pre- 
mier; et ,  en  continuant  toujours  de  la  même  manière ,  il 
peut  se  présenter  deux  cas  :  ou  bien ,  après  un  certain 
nombre  de  divisions ,  on  parvient  à  un  reste  qui  est  con- 
tenu exactement  dans  le  reste  précédent,  ou  bien,  quel- 
que loin  que  l'on  pousse  l'opération ,  on  ne  parvient  jamais 
h  un  reste  qui  soit  contenu  un  nombre  de  fois  exact  dans 
celui  qui  le  précède.  Dans  le  premier  cas,  c'est  le  dernier 
reste  qui  est  la  plus  grande  commune  mesure  cherchétî  ; 
alors  les  deux  grandeurs  proposées  sont  dites  commen- 
surables,  et,  en  cherchant  combien  de  fois  leur  plus 
grande  commune  mesure  est  contenue  dans  chacune 
d'elles ,  le  rapport  des  deux  nombres  abstraits  que  Ton 
obtient  est  celui  de  ces  deux  quantités.  Dans  le  second 
cas,  les  deux  grandeurs  proposées  n'ont  pas  de  commune 
mesure  5  alors  elles  sont  dites  incommensurables  y  et  l'on 
ne  peut  avoir  leur  rapport  exact  en  nombres.  Mais ,  comme 
les  restes  vont  toujours  en  diminuant ,  on  peut ,  après  un 
certain  nombre  de  divisions ,  négliger  le  dernier,  et ,  sui- 
vant que  l'opération  a  été  poussée  plus  ou  moins  loin,  on 
obtient  un  rapport  plus  ou  moins  approché. 

Supposons,  par  exemple,  que  l'on  veuille  trouver  lâr 
conunune  mesure  et  le  rapport  numérique  de  deux  gran- 
deurs superposablcs ,  comme  deux  lignes  droites,  repré- 
sentées par  A  et  B.  On  portera  d'abord  la  plus  petite  B. 
sur  la  plus  grande  A  autant  de  fois  qu'elle  pourra  y  être 
contenue ,  et ,  si  l'on  trouve  qu'elle  y  est  contenue  deux 
fois,  avec  un  reste  R ,  on  aura  l'égalité  ' 

A  =  2B  ■+•  R. 
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Le  reste  R  étant  plus  petit  que  B ,  on  portera  R  sur  B 
autant  de  fois  qu'il  pourra  y  être  contenu,  et,  si  Ton 
trouve  qu'il  y  est  compris  une  fois ,  avec  un  reste  R',  on 
aura 

B  =  R  +  R'. 

On  portera  de  même  le  reste  R'  sur  le  reste  R  autant 
de  fois  qu'il  pourra  y  être  contenu ,  et ,  en  supposant  qu'il 
y  soit  compris  quatre  fois ,  avec  un  reste  R",  on  aura 

R  =  4R'  -f-  R". 

Portant  enfin  R"  sur  R'  autant  de  fois  que  possible,  et 
supposant  qu'il  y  soit  contenu  trois  fois  exactement,  on 
aura  la  nouvelle  égalité 

R'  =  3R". 

Le  dernier  reste  R",  étant  contenu  exactement  dans  ce- 
lui qui  le  précède ,  sera  la  plus  grande  commune  mesure 
cherchée ,  et  alors  les  deux  grandeurs  A  et  B  seront  dites 
co  mmensura  blés . 

Maintenant,  pour  avoir  le  rapport  numérique  de  ces 
deux  grandeurs,  on  observera  qu'il  résulte  des  égalités 
précédentes 

R  =  4/ow 3R"  -h  R"=  i3R", 

B  =  i3R"+3R''=  i6R% 

A  =  7.  fois  i6R"  -f-  i3R"  =45R"; 

d'où  Ton  voit  que  la  commune  mesure  trouvée  est  con- 
tenue 45  fois  dans  A  et  16  fois  dans  B.  Donc  le  rapport 
des  deux  quantités  A  et  B  est  exprimé  par  f^ ,  c'est-à-dire 
que  l'on  a 

A:  B  ::  45  :  16. 

Si  les  deux  grandeurs  A  et  B  étaient  incommensura- 
bles ,  leur  rapport  ne  pourrait  pas  être  exprimé  en  nom- 
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bie  d'uae  manière  exacte ,  et  par  conséquent  il  serait  irra- 
tionnel. Alors ,  en  cherchant  combien  de  fois  R''  est 
compris  dans  R',  on  trouverait  un  nouveau  reste,  moindre 
queR"5  mais,  en  négligeant  ce  nouveau  reste,  on  pour- 
rait regarder  comme  complet  le  quotient  qui  lui  corres- 
pond, et  l'on  obtiendrait  ainsi  {-^  pour  une  valeur  appro- 
chée du  rapport  numérique  des  deux  grandeurs  A  et  B. 

12.  On  appelle ,  en  général ,  rapport  de  deux  gran7 
deurs  de  même  nature  l'expression  numérique  de  la 
manière  dont  l'une  de  ces  grandeurs  se  compose  avec 
Tautre.  D'après  cette  idée  que  nous  avons  du  rapport  de 
deux  quantités,  une  condition  essentielle,  pour  qu'il 
puisse  être  perçu  par  l'esprit,  est  l'existence  d'une  com- 
mune mesure  entre  elles,  de  sorte  que  nous  ne  le  conce- 
vons plus  dès  qu'elles  sont  incommensurables.  Le  mot 
rapport  a  donc ,  dans  ce  dernier  cas ,  un  sens  plus  étendu 
que  celui  dans  lequel  on  l'emploie  ordinairement,  et  il 
est  par  conséquent  nécessaire  d'en  donner  une  défini- 
tion qui  puisse  s'appliquer  à  la  fois  aux  grandeurs  com- 
mensurables  et  aux  grandeurs  incommensurables. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  l'on  ait  à  com- 
parer deux  grandeurs  homogènes  A  et  B,  et  que  la  plus 
petite  soit  contenue  dans  la  plus  grande  un  certain  nom- 
bre de  fois  avec  un  reste  R.  Divisons  A  en  2 ,  3 ,  4  5  •  •  • 
parties  égales,  jusqu'à  ce  que  les  parties  deviennent  moin- 
dres que  R ,  et  soient  alors  m  et  h  le  nombre  et  la  gran- 
deur de  ces  parties  ;  si  nous  supposons  que  B  en  contienne 
un  nombre  n  avec  le  reste  r,  nous  aurons  évidemment 


mh  A 


d'où 


•   / 


rt/i  4-  /'  B  ' 


mh  m  ^     A 

— r    ou    —  >    -- 
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Divisons  A  en  un  nombre  de  parties  égales  2 ,  3^  4  9  •  •  • 
foîs  plus  grand  que  m,  jusqu'à  ce  que  les  nouvelles  par- 
ties soient  devenues  moindres  que  r;  soient  alors  m  leur 
nombre  et  K  leur  grandeur,  et  supposons  que  B  en  con- 
tienne un  nombre  n  avec  un  reste  r\  nous  aurons 


m'h'  A 


n'h'  H-  /•'  B 

et ,  par  conséquent , 

m' h'       w'  ^    A 

Divisons  encore  A  en  un  nombre  ïvl  de  parties  égales 

plus  grand  que  m',  de  telle  sorte  que  ces  dernières  parties 

soient  plus  petites  quer";  en  représentant  leur  grandeur 

par  li\  et  supposant  que  B  en  contienne  ^^"  avec  un  reste 

r\  nous  aurons 

m"h"       _  A 

n"h"  4-  r^'  *^    B  ^ 

d'où 

m"  h"  m".        A 

-^iJ'   O"   -J'  >  5 


Si  nous  concevons  que  l'on  continue  de  partager  ainsi  A 

en  parties  égales  toujours  moindres  que  le  dernier  reste , 

on  arrivera  nécessairement  à  des  parties  assez  petites  pour 

que  l'une  d'elles  soit  contenue  exactement  dans  B,  si  les 

deux  grandeurs  A  et  B  sont  commensurables ,  ou  bien 

pour  que  le  reste  soit  aussi  petit  que  l'on  voudra ,  si  elles 

sont  incommensurables^  mais,  en  même  temps,  puisque 

les  restes  r,  r\  r", .  .  .  vont  en  diminuant,  il  est  clair  que 

,  ,  .  m     m'     m'' 

les  rapports  numériques  —?  — 7?  — ^, .  .  .  iront  aussi  en 

décroissant,  et  tendront  toujours  vers  une  limite  fixe, 
qui  sera  assignable  exactement  en  nombre,  ou  dont  on 
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pourra  appix)cher  autant  que  l'on  voudra,  suivant  que  les 
deux  grandeurs  A  et  B  seront  eommensurables  ou  incom- 
mensurables. Quelle  que  soit  celte  limite,  c'est  elle  qui 
est  le  rapport  des  deux  grandeurs  A  et  B. 

Le  rapport  de  deux  grandeurs  géométriques  de  même 
nature ,  eommensurables  ou  incommensurables ,  est  donc 
la  limite  du  rapport  numérique  variable  des  deux  résul- 
tats que  l'on  obtient,  en  partageant  l'une  de  ces  grandeurs 
en  un  nombre  quelconque  de  parties  égales ,  aussi  grand 
que  l'on  veut ,  et  cherchant  combien  l'autre  contient  de 
ces  parties,  abstraction  faite  du  reste.  Cette  limite  est  ra- 
tionnelle si  les  deux  grandeurs  sont  colnmensurables ,  et 
irrationnelle  si  elles  sont  incommensurables. 

13.  Considérons  maintenant  quatre  quantités,  A,  B, 
C,  D^  homogènes  et  eommensurables  deux  à  deux ,  et  sup- 
posons que  l'on  ait  partagé  la  première,  A,  et  la  troisième, 
C,  en  un  même  nombre  m  de  parties  égales^  si  la  qua- 
trième, D,  contient  autant  de  parties  de  la  troisième,  C, 
que  la  seconde,  B,  contient  de  parties  de  la  première,  A , 
sans  qu'il  y  ait  de  restes,  on  aura  évidemment,  en  dési- 
gnant ce  nombre  de  parties  par  n , 


K      m       C       m 


B       «'      D       /î' 


et,  par  conséquent, 

^  =  ^    ou    A  :  B  ::  C  :  D. 

B        ij 

Mais ,  si  les  deux  quantités  A  et  B  sont  incommensu- 
rables, ainsi  que  les  deux  quantités  C  et  D,  on  pourra 
toujours  concevoir  qu'on  ait  partagé  la  première,  A ,  et  la 
troisième,  C,  en  un  même  nombre  m  de  parties  égales, 
I» pouvant  être  pris  aussi  grand  que  Ton  voudra;  alors, 
si  l'on  suppose  que  B  contienne  n  parties  de  A ,  avec  un 
reste  r,  et  que  D  contienne  aussi  n  parties  de  C ,  avec  un 
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reste  j,  on  aura ,  en  désignant  par  h  une  des  parties  de  A , 
et  par  A*  une  des  parties  de  C , 

d'où 

mh  A  mA'  C 

=  -     et 


nh-hr        B  /z^ -h  a-         D 

Or  les  restes  r  et  5  seront  d'autant  plus  petits  que  Ton 
aura  partagé  les  quantités  A  et  C  en  un  plus  grand  nombre 
de  parties  égales  :  donc ,  puisque  Ton  peut  prendre  m  aussi 
grand  que  Ton  voudra,  ces  deux  restes  seront  aussi  petits 

que  Ton  voudra.  Il  résulte  de  là  que  le  rapport  — r  ou  ~ 

,                       mh  A 

surpassera  toujours  le  rapport  — ou  -  »  mais  cepen- 
dant pourra  en  approcher  aussi  près  que  l'on  voudra  ;  par 
conséquent,  a  désignant   un  infiniment  petit  de  même 

A 
nature  que  -  ?  on  aura 

m         A    , 

De  même  ,*  le  rapport  —  ou  —  sera  toujours  plus  grand 

1                      /wX  C  .  j 

quç  le  rapport  -7 ou  -  ?  mais  cependant  pourra  en  ap- 
procher autant  que  l'on  voudra;  de  sorte  que,  en  re- 
présentant par  jS  un  infiniment  petit  de   même  nature 

C 
-que  -9  on  aura 

m         C         , 

En  comparant  les  deux  égalités  ci-dessus ,  on  en  déduit 

A  C        ^ 
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OU,  en  négligeant  les   infiniment  petits,  ainsi   qu'il  a    • 
été  dit  dans  le  n*>  10, 

A  _  C 

B  ~~  D' 

c'est-à-dire  que  Ion  a  la  proportion  A  :  B  ::  C  :  D. 

Donc  ,  toutes  les  fois  que  quatre  grandeurs,  A  et  B, 
C  et  D,  homogènes  deux  à  deux,  commensurables  ou 
incommensurables ,  sont  telles  que ,  la  première  et  la 
troisième  ayant  été  divisées  en  un  même  nombre  de  par^ 
lies  égales ,  aussi  grand  que  Von  veut,  la  quatrième 
contient  autant  de  parties  de  la  troisième  que  la  se^ 
conde  contient  de  parties  de  la  première,  ces  quatre 
quantités  sont  en  proportion,  ou,  en  d'autres  termes, 
le  rapport  des  deux  premières  est  égal  au  rapport  des 
deux  dernières. 

En  rapprochant  ce  principe  de  la  définition  générale 
qui  a  été  donnée  du  rapport,  dans  le  numéro  précédent^ 
on  voit  que  deux  rapports  géométriques ,  commensurables 
.  ou  incommensusables,  sont  égaux  quand  ils  peuvent  être 
considérés  comme  limites  d'un  même  rapport  numérique 
variable. 

Dis^ision  générale  des  Éléments  de  Géométrie, 

14.  Les  figures  planes,  c'est-à-dire  celles  dont  toutes 
les  parties  sont  dans  un  même  plan ,  sont  aussi  celles  que 
Tesprit  se  représente  le  plus  facilement.  C'est  d'ailleurs 
aux  propriétés  de  ces  figures  que  l'on  ramène  celles  de 
toutes  les  autres.  Il  est  donc  naturel  de  commencer  l'étude 
de  la  Géométrie  parles  figures  planes.  Ainsi ,  ces  Eléments 
seront  divisés  en  deux  parties. 

Dans  la  première,  nous  nous  bornerons  à  l'étude  des 

propriétés  des  figures  planes  et  à  la  mesure  des  diverses 

sortes  d'étendue  qu* elles  présentent  :  cette  première  partie 

est  appelée  Géométrie  plane, 

2* 
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Dans  la  seconde,  nous  aurons  à  étudier  les  propriétés 
des  figures  dont  toutes  les  parties  ne  sont  pas  dans  un 
même  plan,  et  k  mesurer  les  diverses  sortes  d'étendue 
qu'elles  présentent  :  cette  seconde  partie  porte  le  nom 
de  Géométrie  dans  Vespeice.  Les  figures  que  nous  y  con- 
sidérerons devront  toujours  être  supposées  pénétrables 
et  transparentes. 

Pour  aider  la  mémoire  à  retenir  Tordre  et  renchaîne- 
ment  des  matières ,  nous  avons  divisé  chaque  partie  en 
six  chapitres;  chaque  chapitre  est  subdivisé  en  para- 
graphes ,  et  chaque  paragraphe  contient  un  certain  nom- 
bre de  propositions. 

I^es  numéros  placés  entre  parenthèses  indiquent  des 
renvois  à  des  propositions  déjà  connues  ,  et  qu'il  est 
nécessaire  de  se  rappeler  pour  l'intelligence  du  texte. 


a  ■ 


PREMIÈRE   PARTIE. 

GÉOMÉTRIE   PLANE 


CHAPITRE   PREMIER. 

DE   LA   LIGNE   DROITE   ET   DES   ANGLES. 


§  I.  —  Définitions  et  notions  générales. 

15.  Nous  avons  vu  (n°  3)  que  l'on  ne  peut  faire  passeï* 
par  deux  points  donnés  qu'une  seule  ligne  droite.  Or 
il  résulte  évidenunent  de  la  nature  de  la  ligne  droite  que 
Ton  en  peut  toujours  mener  une-,  donc  deux  points  dé- 
terminent complètement  la  position  d'une  droite.  C'est 
pour  cela  qu'il  est  d'usage  de  désigner  une  ligne  droite  par 
deux  lettres  placées  à  côté  de  cette  ligne.  Une  seule  lettre 
suffit  cependant  quelquefois ,  surtout  quand  la  droite  que 
Ton  considère  est  déterminée  de  longueur^  c'est-à-dire 
limitée  en  deux  points. 

On  doit  encore  conclure  de  là  que  deux  droites  distinctes 
ne  peuvent  avoir  qu'un  seul  point  commun.  Par  consé- 
quent ,  lorsque  deux  droites  se  rencontrent ,  chacune 
d'elles  partage  l'autre  en  deux  parties  situées  respective- 
ment de  part  et  d'autre  de  la  première.  Dans  ce  cas, 
les  deux  droites  sont  dites  concourantes  ^  l'endroit  où 
elles  se  coupent  se  nomme  leur  point  de  concours ,  ou  de 
rencontre  y  ou  d'intersection  y  et  l'on  appelle  segments]es 

2* 
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deux  parties  dans  lesquelles  (chacune  de  ces  droites  par- 
tage Tautre. 

Lorsque,  sur  uue  droite  détennîuée  de  longueur,  on 
marque  un  point  également  distant 'de  ses  deux  extré- 
mités, ce  point  est  dit  le  milieu  de  la  droite.  Il  est  évi- 
dent qu'une  droite  déterminée  de  longueur  ne  peut  avoir 
qu'un  seul  milieu. 

Une  droite  quelconque  partage  tout  plan  qui  la  con- 
tient en  dfîux  moitiés  superposables ,  que  l'on  nomme 
régions  du  plan.  Pour  les  faire  coïncider,  on  fait  tour- 
n€r  le  plan  autour  de  la  droite,  comme  autour  d'une 
•cliarnière ,  et  on  le  plie  suivant  cette  droite. 

16.  Pour  tracer  ou  décrire  une  ligne  dfoite,  on  se 
sert  d'un  instrument,  nommé  règle  y  qui  n'est  autre  chose 
qu'une  barre  de  bois  ou  de  cuivre  dont  les  bords  sont 
rectîlignes.  Quand  on  veut  faire  passer  une  ligne  droite 
par  deux  points  donnés  sur  un  plan ,  on  place  la  règle 
dans  une  position  iixe ,  de  manière  que  ces  deux  points 
se  trouvent  sur  un  de  ses  bords ,  et  Ton  fait  glisser  le  long 
de  ce  bord  une  pointe ,  ou  un  compas ,  ou  une  plume. 
La  ligne  ainsi  tracée  est  la  droite  demandée. 

17.  Lorsque  deux  droites  AB  et  AC  {fig»  3)?  que  l'on 
peut  concevoir  prolongées  aussi  loin  qu'on  voudra ,  se 
rencontrent  en  un  point  A,  l'espace  indéfini  qu'elles 
renferment  se  nomme  angle.  Les  droites  AB  et  AC  sont 
les  côtés  de  Tangle ,  et  le  point  A  en  est  le  sommet.  Un 
angle  se  désigne  ordinairement  par  trois  lettres  ;  celle 
qui  indique  le  sommet  doit  toujours  être  placée  entre 
les  deux  autres  dans  l'énoncé.  Ainsi ,  pour  désigner  l'angle 
formé  par  les  deux  droites  AB  et  AC,  qui  se  coupent  au 
point  A,  on  dit  :  BAC  ou  CAB.  Quand  un  angle  est  isolé, 
comme  l'angle  BAC  (  fi  g,  3) ,  on  peut  le  désigner  sim- 
pleuient  par  la  lettre  du  sommet,  en  disant  Vangle  A 5 
mais ,   lorsque  plusieurs   angles  ont   leurs   sommets   au 
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même  point  {fig*  4)^  îlcst  nécessaire,  poar  éviter  toute 
confusion,  de  les  désigner  chacun  par  trois  lettres.  On 
peut  encore ,  quand  plusieurs  angles  ont  même  sommet , 
les  désigner  chacun  par  un  numéro  d'ordre,  ou  par  une 
lettre,  que  Ton  place  entre  les  côtés.  Il  est  important  de 
remarquer  que  la  grandeur  d'un  angle  ne  dépend  nulle- 
ment de  la  longueur  des  droites  qui  lui  servent  de  côtés , 
puisque  ces  droites  peuvent  toujours  être  censées  pro- 
longées à  l'infini  ;  elle  ne  dépend  que  de  sa  plus  ou  moins 
grande  ouverture. 

Les  angles ,  étant  susceptibles  d'augmentation  et  de  di- 
minution, sont  de  véritables  grandeurs;  on  peut  donc 
les  comparer  entre  eux ,  les  mesurer,  les  évaluer,  les 
combiner  par  voie  d'addition  ou  de  soustraction ,  les  mul- 
tiplier, les  diviser,  etc. 

Une  droite  qui,  passant  par  le  sommet  d'un  angle, 
le  partage  en  deux  parties  égales  ,  s'appelle  bissectrice 
de  cet  angle.  11  est  évident  qu'un  angle  ne  peut  avoir 
qu'une  seule  bissectrice. 

Deux  droites  AB  et  CD  {fig*  5) ,  qui  se  coupent  sur  un 
plan  ,  déterminent ,  à  leur  point  d'intersection  O ,  quatre 
angles,  AOC ,  BOC,  AOD,  BOD.  Les  deux  angles 
consécutifs  AOC  et  BOC,  ou  BOG  et  BOD,  etc. ,  qui 
ont  un  côté  commun ,  et  dont  les  autres  côtés  sont  mu- 
tuellement les  prolongements  l'un  de  l'autre,  sont  dits 
des  angles  adjacents ^  et  les  deux  angles  AOC  et  BOD, 
ou  BOC  et  AOD ,  dont  chacun  est  «compris  entre  les  pro- 
longements des  côtés  de  l'autre,  sont  d\\.&  àes  angles  op- 
posés parle  sommet  y  ou  simplement  à.es  angles  opposés, 

18.  Une  droite  OC  {fig*  6),  qui  rencontre  une  autre 
droite  AB,  de  manière  à  former  avec  cette  dernière  deux 
angles  adjacents ,  AOC ,  BOC  ,  égaux  entre  eux  ,  est 
dite  perpendiculaire  sur  AB  y  le  point  de  rencontre  O  se 
Jiomme  le  pied  de  la  perpendiculaire.  La  perpendiculaire 
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OC  peut  être  regardée  ,  ou  comme  indéfinie  ,  ou  comme 
terminée  au  point  O  et  à  un  autre  point  C  Lorsqu'une 
perpendiculaire  est  menée  par  un  point  O  pris  sur  une 
droite  AB ,  on  dit  qu'elle  est  élevée  sur  cette  droite  ; 
et,  quand  une  perpendiculaire  est  menée  par  un  point  C 
pris  hors  d'une  droite  AB  ,  on  dit  qu'elle  est  abaissée 
sur  cette  droite. 

Toute  droite  qui ,  rencontrant  une  autre  droite ,  forme 
avec  cette  dernière  deux  angles?  adjacents  inégaux ,  prend 
le  nom  A' oblique  :  telle  est  la  droite  CD  (  fig.  7  )  par 
rapport  à  la  droite  AB.  Le  point  C  est  le  pied  de  l'o- 
blique. 

Un  segment  y  OC,  d'une  droite  CD  (fi  g.  6),  ne  peut  être 
perpendiculaire  sur  une  autre  droite ^  AB,  sans  quil  en 
soit  de  même  du  second  segmjent^  OD  5  car  ,  si  l'on  sup- 
pose que  l'on  ait  fait  tourner  la  portion  de  plan  BCD 
autour  de  CD,  comme  sur  une  charnière,  pour  la  ra- 
battre sur  la  région  ACD,  les  deux  angles  AOC  et  BOC 
étant  égaux  entre  eux,  le  segment  OB  se  posera  néces- 
sairement sur  le  segment  OA ,  et ,  par  conséquent ,  les 
deux  angles  adjacents  AOD  et  BOD  coïncideront.  Donc 
ces  deux  angles  sont  égaux  entre  eux. 

La  droite  AB  partageant  le  plan  qui  la  contient  en 
deux  parties  égales  (n*'  15),  et  les  deux  segments  OC  et  OD 
de  la  droite  CD  étant  perpendiculaires  sur  AB,  chacun 
des  angles  AOC ,  BOC ,  AOD ,  BOD ,  est  le  quart  du  plan 
total;  par  conséquent,  les  deux  angles  AOC  et  AOD 
étant  égaux  entre  eux ,  ainsi  que  les  deux  angles  BOC 
et  BOD,  la  droite  AB  est  perpendiculaire  sur  CD.  Ainsi , 
lorsqu'une  droite  est  perpendiculaire  sur  une  autre, 
réciproquement  la  seconde  est  perpendiculaire  sur  la 
première.  On  dit  pour  cette  raison  que  les  deux  droites 
sont  perpendiculaires  entre  elles ,  ou  ,  plus  simplement, 
qu'elles  sont  perpendiculaires . 
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19.  On  appelle  angle  droit  un  angle  dont  les  côtés  sont 
des  segments  de  droites  perpendiculaires  entre  elles.  Par 
exemple,  Tangle  AOC  {fig*  6)  sera  droit  si,  en  prolon- 
geant le  côté  AO  vers  B,  ou  le  côté  CO  vers  D,  on  forme 
un  second  angle,  COB  ou  AOD,  égal  à  l'angle  AOC. 

Deux  angles  droits^  BAC  et  DEF  (fig.  8),  sont  tou- 
jours égaux  entre  eux^  car  il  est  visible  que,  si,  après 
avoir  prolongé  le  côté  BA  jusqu'en  G  et  le  côté  DE  jus- 
qu'en H,  on  superpose  les  deux  droites  BG  et  DH,  de 
manière  que  le  point  A  de  la  première  tombe  sur  le  point 
E  de  la  seconde ,  la  somme  des  deux  angles  BAC  et  CAG 
couvrira  exactement  la  somme  des  deux  angles  DEF  et 
FEH;  par  conséquent,  l'angle  BAC,  qui  est  la  moitié  de 
la  première  somme,  est  égal  à  l'angle  DEF,  qui  est  la 
moitié  de  la  seconde. 

Un  angle  plus  petit  qu'un  angle  droit  se  nomme  angle 
aigu,  et  l'on  appelle  angle  obtus  un  angle  qui  est  plus 
grand  qu'un  angle  droit.  Toute  droite  qui  est  oblique 
sur  une  autre  fait  avec  celte  dernière  deux  angles  adja- 
cents, dont  l'un  est  aigu  et  l'autre  obtus.  Ainsi,  l'angle 
ACD  {Jig»  7)  est  aigu,  et  l'angle  BCD  est  obtus. 

Pour  évaluer  les  angles ,  on  les  compare  à  Tangle  droit , 
que  l'on  prend  pour  unité.  Par  exemple ,  quand  on  dit 
qu'un  angle  vaut  ^ ,  ou  ^ ,  cela  signifie  que  cet  angle  vaut 
la  moitié  ou  les  deux  tiers  d'un  angle  droit.  Un  angle  qui 
vaudrait  |  serait  égal  à  un  angle  droit  plus  un  (juajt 
d'angle  droit.  D'après  cela,  tout  angle  aigu  est  plus  petit 
que  I ,  et  tout  angle  obtus  est  plus  grand  que  i . 

20.  Deux  lignes  droites  sont  dites  parallèles  lorsque ^ 
étant  situées  dans  un  même  plan ,  elles  ne  peuvent  se  ren- 
contrer, quelque  loin  et  dans  quelque  sens  qu'on  1(îs  sup- 
pose prolongées. 

Toute  droite  qui  coupe  ou  qui  traverse  d'une  manière 
quelconque   une   autre  ligne,    ou    un    système   d'autres 
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lignes,  est  appelée  sécante  ou  transversale.  Cela  posé, 
lorsque  deux  parallèles ,  AB  et  CD  (Jig»  9)>  sont  rencon- 
trées par  une  transversale  EF,  il  en  résulte  ^  aux  points 
d'intersection  G  et  H,  quatre  angles,  AGE,  BGE,  CHF, 
DHF,  dont  l'ouverture  est  en  dedans  de  la  figure,  et 
quatre  angles  ,  AGF,  BGF,  CHE,  DHE ,  dont  l'ouverture 
est  en  dehors.  Les  premiers  se  nomment  angles  intérieurs 
ou  internes,  et  les  derniers  angles  extérieurs  ou  externes. 
Ces  huit  angles,  considérés  deux  à  deux,  prennent  d'ail- 
leurs les  dénominations  suivantes  : 

i«.  Les  angles  internes  AGE  et  CHF,  ou  BGE  et  DHF, 
situés  tous  les  deux  du  même  côté  de  la  transversale,  sont 
internes  d'un  même  côté, 

a°.  Les  angles  externes  AGF  et  CHE ,  ou  BGF  et  DHE , 
situés  tous  les  deux  du  même  côté  de  la  transversale ,  sont 
externes  d'un  même  côté. 

3°.  Les  angles  internes  AGE  et  DHF,  ou  BGE  et  CHF, 
situés,  l'un  d'un  côté  de  la  transversale,  et  l'autre  de 
l'autre  côté,  sont  alternes-internes. 

4^.  Les  angles  externes  AGF  et  DHE,  ou  BGF  et  CHE, 
situés,  l'un  d'un  côté  de  la  transversale,  et  l'autre  de 
l'autre  côté,  sont  alternes-externes. 

5°.  Enfin,  les  angles  AGE  et  CHE,  ou  AGF  et  CHF, 
ou  BGE  et  DHE,  ou  BGF  et  DHF,  situés  d'un  même 
côté  de  la  transversale,  mais  l'un  en  dedans  des  deux 
parallèles  AB  et  CD ,  et  l'autre  en  dehors ,  sont  dits,  pour 
cette  raison ,  angles  internes-externes  ou  angles  corres- 
pondants: on  emploie  le  plus  souvent  la  seconde  dénomi- 
nation ,  comme  plus  abrégée. 

Si  les  deux  droites  AB  et  CD,  au  lieu  d'être  parallèles, 
étaient  concourantes,  les  huit  angles  qu'elles  forment 
avec  la  transversale  EF  conserveraient,  par  analogie,  les 
mêmes  dénominations. 
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§  II.  —  Des  droites  concourantes. 

Thi^oreme  I. 

21 .  Toute  droite  y  CD,  qui  en  rencontre  une  autre  ^ 
AB,  fait  ai^ec  celle-ci  deux  angles  adjacents,  ACD, 
6CD,  dont  la  somme  est  égale  à  deux  angles  droits 
(fig.  lo). 

En  effet,  si  Ion  suppose  que  l'on  ait  mené  CE  per- 
pendiculaire sur  A 6,  on  aura 

ACD  -h  DCB  =  ACE  4-  ECD  4-  DCB. 

Or  Fangle  ACE  est  droit,  et  la  somme  des  deux  angles 
ECD  et  DCB  est  égale  à  l'angle  droîtECB.  Donc 

ACD  -+-  DCB  =  2^. 

Corollaire.  —  La  somme  de  tous  les  angles  consé- 
cutifs, ACD,  DCE,  ECF,  FCG,  GCB,  formés  d'un  même 
côté  d'une  droite  AB  (fig.  ii),  et  ayant  pour  sommet 
un  même  point  C  de  cette  droite,  est  égale  à  deux  angles 
droits^  car  elle  est  égale  à  la  somme  de  deux  angles  adja- 
jents,  ACF,  FCB,  qui  vaut  deux  angles  droits. 

ScOLiE.  —  Lorsque  la  somme  de  deux  angles  est  égale 
à  un  angle  droit,  ces  deux  angles  sont  dits  compléments 
l'un  de  l'autre  ou  complémentaires^  et  deux  angles  sont 
dits  supplémentaires  ou  suppléments  l'un  de  l'autre 
lorsque  leijr  somme  est  égale  à  deux  angles  droits.  Ainsi, 
l'angle  BCD  {Jig»  lo)  a  pour  complément  l'angle  ECD, 
et  il  a  pour  supplément  l'angle  ACD. 

Théorème  II. 

22.  Si  la  somme  de  deux  angles,  ACD,  BCD  ,  ayant 
même  sommet,  C  ,  et  un  côté  commun^  CD ^  est  égale  à 
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deux  angles  droits,  leurs  côtés  extérieurs  y  CA ,  CB ,  sont 
en  ligne  droite  (fig.  i3). 

En  effet,  si  CB  n'est  pas  le  prolongement  de  AC,soit 
CE  ce  prolongement 5  alors  ,  la  ligne  ACE  étant  droite, 
et  étant  rencontrée  par  CD,  on  aura  (p?  21) 

ACD  +  DCE  =  2,^. 

Maison  a  déjà,  par  hypothèse, 

ACD  4-  DCB  =  2^. 

Donc  la  somme  des  deux  angles  ACD  et  DCB  serait  égale 
à  la  somme  des  deux  angles  ACD  et  DCE,  et,  par  consé- 
quent, l'angle  DCB  serait  égal  à  l'angle  DCE  •,  ce  qui  est 
absurde.  Donc  une  droite  quelconque,  différente  de  CB  , 
ne  peut  être  le  prolongement  de  AC  :  donc  CB  est  ce  pro- 
longement. 

Corollaire.  —  Si  la  somme  de  plusieurs  angles  con~ 
sécutifs,  ACD^  DCE,  ECF,  etc.,  ayant  pour  sommet  un 
même  point  C  (fig.  ii)  ,  est  égale  à  deux  angles  droits  y 
les  côtés  extérieurs,  CA  ,  CB  ,  sont  en  ligne  droite^ 
car  cette  somme  n'est  autre  chose  que  la  somme  de  deux 
angles,  ACF,  BCF,  qui  ont  même  sommet,  C,  et  un  côté 
commun  CF. 

Théokkme  III. 

23.  La  somme  de  tous  les  angles  consécutifs ,  AOB, 
BOC,  COD^.,.^  formés  sur  un  plan ,  autour  d'un  même 
point  O,  par  des  segments  indéfinis  de  droites  issues  de 
ce  point  y  équivaut  à  quatre  angles  droits  (fig.  1 2). 

Pour  le  prouver,  menons  par  le  point  O  une  droite 
quelconque  GH.  Nous  aurons  alors  (n°21,  corolL) 

GOA  +  AOB  4-  BOH  =::  2^ 

OOE  H-  EOD  -f-  DOC  Jr  ^^^^   ~  ^"^ 
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Ajoutant  ces  deux  égalités  membre  à  membre,  et  ob- 
servant que  la  somme  des  deux  angles  GOA  et  GOE  est 
égale  à  l'angle  AOE ,  et  que  la  somme  des  deux  angles 
BOH  et  COH  équivaut  à  l'angle  BOC  ,  il  nous  viendra 

AOB  +  BOC  4-  COD  -f-  DOE  -f-  AOE  =  4'». 

Donc,  etc. 

Théor^ime  IV. 

24.  Lorsque  deux  droites  y  AB,  CD,  se  coupent  y  les 
angles  opposés  par  le  sommet,  AOC  et  BOD  ,  ou  AOD 
et  BOC ,  sont  égaux  (fig.  5). 

En  effet ,  la  droite  AB  étant  rencontrée  par  OC ,  on 
a  (n«  21) 

AOC  -f-  BOC  =  2^^ 

De  même,  la  droite  CD  étant  rencontrée  par  OB,  on  a 

BOC  -h  BOD  =  2*ï. 

Par  conséquent,  comme  deux  quantités    égales  à  une 
troisième  sont  nécessairement  égales  entre  elles ,  on  aura 

AOC  -H  BOC  =  BOC  4-  BOD  ; 

d'où  il  résulte 

AOC  =  BOD. 

On  démontrerait  de  la  même  manière  que  l'angle  AOD 
est  égal  à  l'angle  BOC. 
Donc,  etc. 

Théorème  V. 

25.  Si  quatre  segments  de  droites,  OA ,  OB ,  OC ,  OD , 
issus  d'un  m>ême  point  O,  sont  disposés  de  manière 
que  deux  de  ces  segments,  OA ,  OB,  soient  en  ligne 
droite  y  et  que  deux  angles  opposés  y  AOC ,  BOD ,  soient 
égaux  entre  eux  y  les  deux  autres  segmeiits,  OC ,  OD, 
sont  aussi  en  ligne  droite  (fig.  5). 
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La  droite  AB  étant  rencontrée  par  OC,  on  a  (n° 21) 

AOC  -f-  BOC  =  2*, 

ou  ,  en  remplaçant  Tangle  AOC  par  l'angle  BOD ,  qui 
lui  est  égal , 

BOD  -4-  BOC  =:  2*. 

Donc  (n**  22)  les  deux  segments  OC  et  OD  sont  en  ligne 
droite. 

Théorème  VI. 

26.  Si  quatre  segments  de  droites,  OA,  OB,  OC,  OD, 
issus  d'un  même  point  O ,  sont  disposés  de  manière  que 
les  angles  opposés  soient,  égaux  deux  à  deux,  ces  quatre 
segments  forment  deux  lignes  droites,  AB  et  CD  (fig.  5). 

Soient 

AOC  =  BOD     et     AOD  =  BOC. 

En  ajoutant  ces  deux  égalités  membre  à  membre,  nous 
aurons 

AOC  -h  AOD  =  BOD  -f-  BOC. 

Or,  la  somme  des  quatre  angles  consécutifs  formés  an- 
tour  du  point  O  étant  égale  à  quatre  angles  droits  (n**  23) , 
on  a  nécessairement 

AOC  -f-  AOD  =  2*». 

Donc  COD  est  une  ligne  droite  (n''  22). 
On  a  de  même 

BOD  +  BOC  =  2^S 

ou  bien,  puisque  Tangle  BOD  est,  par  hypothèse,  égal 
à  Tanglc  AOC, 

AOC  ^  BOC  =  ^^ 

Donc  AOB  est  une  lîg,^^  Jfoit^' 
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Théorème  VU. 

27 i  &*,  d'un  même  côté  d'une  droite  AB,  déterminée 
de  longueur,  on  mène  de  l'une  de  ses  extrémités  à  Vau- 
tre deux  lignes  brisées,  ACD,  ADB,  formées  chacune 
de  deux  segments^  et  dont  l'une  eni^eloppe  l'autre j  la 
ligne  env^eloppante  est  plus  longue  que  la  ligne  en- 
v^eloppée  (fig .  1 4)  • 

En  prolongeant  AD  jusqu'à  la  rencontre  de  BC ,  en  un 
point  E ,  on  a  ,  ,en  vertu  de  la  propriété  caractéristique 
de  la  ligne  droite  (n°  3),  les  deux  inégalités 

AD  -f-  DE  <  AC  -h  CE, 
DB  <  DE  4-  EB  ; 

et,  en  les  ajoutant  membre  à  membre  ,  il  vient 

AD  4-  DE  +  DB  <  AC  -I-  CE  4-  DE  4-  EB. 

Retranchant  DE  de  chaque  membre  de  cette  dernière 
inégalité ,  et  observant  que  CE  4-  EB  est  égal  à  CB ,  on 
trouve 

AD  4"  DB<AC4-CB. 

Donc  ,  etc. 

Théorème  VIII. 

28.  La  somme  de  deux  droites,  AB,  CD,  qui  se  cou- 
pentj  en  un  point  O,  est  plus  grande  que  la  somme  des 
deux  droites  opposées j  AD,  BC,  qui  joignent  deux  à 
deux  leurs  extrémités  (ûg.  i5). 

On  a  en  effet ,  en  vertu  de  la  propriété  caractéristique 
de  la  ligne  droite  (n**  3), 

AD  <  AO  4-  OD, 
BC  <B0  4- OC; 

et,  en  ajoutant  ces  deux  inégalités  membre  à  membre, 
puis  observant  que  AO  -f-  BO  n'est  autre  chose  que  AB  , 
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et  que  OD  +  OC  n'est  autre  chose  que  CD ,  il  vient 

AD  -h  BC  <  AB  -f-  CD. 

§  III.  —  Des  perpendiculaires  et  des  obliques. 

Théorème  IX. 

29.  Par  un  point  O,  pris  sur  une  droite  AB,  on  peut 
toujours  éles^er  une  perpendiculaire  à  cette  droite^  mais 
on  n'en  peut  élever  quune  (fig.  i6). 

On  peut  toujours  concevoir,  par  le  point  donné  O, 
une  droite  OC  telle  que ,  en  pliant  la  figure  suivant  cette 
droite,  le  segment  OB  vienne  se  rabattre  sur  le  seg- 
ment OA5  les  deux  angles  adjacents  AOC  et  BOC  étant 
alors  égaux  entre  eux,  la  droite  OC  sera  perpendiculaire 
sur  AB. 

Cette  perpendiculaire  est  la  seule  que  Ion  puisse  élever 
parle  point  O  \  car  toute  autre  droite,  OD,  menée  par  ce 
point,  fait  avec  AB  deux  angles  adjacents,  AOD,  BOD, 
l'un  plus  petit  que  l'angle  droit  AOC,  l'autre  plus  grand 
que  l'angle  droit  BOC,  et  par  conséquent  inégaux. 

Théorème  X. 

30.  D^un  point  O,  pris  hors  d'une  droite  AB,  on  peut 
toujours  abaisser  une  perpendiculaire  sur  cette  droite, 
mais  on  n  'e/i  peut  abaisser  qu'une  (fig.  1 7). 

Du  point  donné  O,  à  un  point  quelconque  D  de  AB , 
menons  la  droite  OD,  et  supposons  que  O'D  soit  la  position 
que  prendrait  OD  si  l'on  pliait  la  figure  suivant  la  droite 
AB,  de  manière  à  appliquer  la  portion  de  plan  située 
au-dessus  de  cette  droite  sur  la  portion  de  plan  située 
au-dessous.  Si  l'on  joirit  le  point  O  au  point  O',  on 
aura  une  droite  OCO,  coupant  AB  en  C,  qui  sera  per- 
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pendiculaire  sur  AB  5  car,  en  faisant  tourner  la  portion 
de  figure  ACO'  autour  de  A  B ,  pour  la  rabattre  sur  la  por- 
tion de  figure  ACO ,  le  point  O'  se  placera  sur  le  point  O , 
tandis  que  le  point  C  restera  fixe ,  et ,  par  conséquent ,  les 
deux  angles  ACO'  et  ACO  seront  égaux  entre  eux. 

Aucune  autre  droite  passant  par  le  point  O ,  telle ,  par 
exemple,  que  la  droite  OD,  ne  peut  être  perpendiculaire 
sur  AB.  En  effet,  les  deux  angles  CDO  et  CDO'  étant  égaux 
entre  eux,  si  OD  était  perpendiculaire  sur  AB,0'Dle 
serait  aussi ,  et ,  puisqu'il  ne  peut  passer  par  un  point  pris 
sur  une  droite  qu'une  seule  perpendiculaire  à  cette  droite 
(n^  29)  ,  les  deux  segments  de  droites  OD  et  O'D  devraient 
être  les  prolongements  l'un  de  l'autre,  c'est-à-dire  que 
ODO'  serait  une  ligne  droite.  Comme  OCO'  est  déjà  une 
ligne  droite,  il  résulterait  donc  de  là  que  l'on  pourrait 
mener,  par  deux  points  O  et  O',  deux  lignes  droites  diffé- 
rentes 5  ce  qui  est  absurde  (u?  3). 

Théorème  XI. 

31.  Sî  par  un  point  O,  extérieur  à  une  droite  AB,  on 
mène  à  cette  droite  une  perpendiculaire  OC  et  une  obli- 
que OD,  la  perpendiculaire  est  plus  courte  que  l'oblique 

Faisons  tourner  la  portion  de  figure  OCD  autour  de 
AB,  comme  sur  une  charnière ,  de  manière  à  la  rabattre 
en  O'CD ,  de  l'autre  côté  de  AB  ;  nous  aurons 

CO'  =  CO     et     DO'  =  DO. 

Or,  la  droite  OC  étant  perpendiculaire  sur  AB,  l'angle 
OCD  est  droit;  l'angle  O'CD,  qui  lui  est  égal ,  est  donc 
aussi  droit,  et,  par  conséquent,  OCO'  est  une  ligne  droite 
(n°22).  Nous  aurons  donc,  en  vertu  de  la  propriété  ca- 
ractéristique de  la  ligne  droite, 

00' <  OD  -h  DO'. 


( 
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Donc  OC  )  moitié  de  OO',  est  plus  petit  que  OD,  moitié 
de  OD  +  DO'. 

Corollaire.  —  La  perpendicuUùre  abaissée  d^un  point 
sur  une  droite,  étant  plus  courte  que  toute  oblique  menée 
de  ce  point  à  la  même  droite ,  mesure  la  vraie  distance 
du  point  à  la  droite. 

ScoLiE.  —  La  distance  CD  (Jig.  17),  du  pied  de  l'obli- 
que OD  au  pied  de  la  perpendiculaire  OC ,  est  dite  la  pro- 
jection de  OD  sur  AB. 

Théorème  XII. 

32.  Si  d'un  point  O ,  extérieur  à  une  droite  AB,  on 
mène  à  cette  droite  une  perpendiculaire  OC  et  dîjffë" 
rentes  obliques,  i**  detix  obliques ^  OD,  OE,  qui  s^ écar- 
tent également  du  pied  de  la  perpendiculaire,  de  telle 
sorte  que  l'on  ait  CD  =  CE,  sont  égales;  a**  de  deux 
obliques  quelconques,  OD,  OF,  celle  qui  s* en  écarte  le 
plus,  OF,  est  la  plus  longue  (fig.  18). 

I®.  Plions  la  figure  le  long  de  la  perpendiculaire  OC  5 
comme  les  deux  angles  OCD  et  OCE  sont  égaux  entre 
eux,  CD  prendra  la  direction  CE,  et,  puisque  Ton  a,  par 
hypothèse ,  CD  =  CE,  le  point  D  tombera  sur  le  point  E. 
Donc,  le  point  O  n'ayant  pas  changé  de  place,  l'oblique 
OD  coïncidera  avec  Toblique  OE  :  donc  ces  deux  obliques 
sont  égales. 

a°.  Plions  la  figure  le  long  de  AB,  et  rabattons  OCDF 
en  OCDF  5  nous  aurons  d'abord  OD  =  OD  et  0'F=:  OF. 
Mais ,  la  ligne  OCO'  étant  droite,  on  a  (n°  27) 

ODh-  0'D<0FH-  O'F. 

Donc  OD ,  moitié  de  OD  4-  O'  D,  est  plus  court  que  OF, 
moitié  de  0F  + O'F. 

Réciproque.  —  Si  d^un  point  O,  pris  hors  d^une 
droite  AB,   on  mène  à  cette  droite    une   perpendicu- 
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laire  OC  et  {^fferentes  obliques  y  i°  deux  obliques  égales, 
OD ,  OE ,  s'écartent  également  du  pied  de  la  perpendi- 
cidaire^  2**  de  deux  obliques  inégales  y  OE,  OF,  la  plus 
longue  y  OF,  est  celle  qui  s'en  écaite  le  plus  (fig.  18). 

Car,  i*'.  si  l'on  avait  CD  <  ou  >  CE,  il  en  résulterait , 
d'après  la  proposition  directe,  OD<;ou>OE5  ce  qui 
est  contre  l'hypothèse  :  donc  CD  est  égal  à  CE. 

2«.  Si  l'on  avait  CE  =  CF  ou  CE  >  CF,  il  en  résulte- 
rait OE  =  OF  ou  OE  >  OF  ;  ce  qui  est  contre  l'hypo- 
thèse :  donc  CE  est  plus  petit  que  CF. 

Corollaire.  —  Entre  une  droite  et  un  point  exténeur 
on  ne  peut  pas  mener  plus  de  deux  droites  égales^  car, 
s'il  en  était  autrement ,  il  existerait  au  moins  deux  obli- 
ques égales  entre  elles  d'un  même  côté  de  la  perpendicu- 
laire, ou  bien  une  oblique  égale  à  cette  perpendiculaire; 
ce  qui  est  impossible ,  d'après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut. 

Théorème  XIII. 

33.  Si  par  le  milieu  C  d'une  droite  ÂB,  déterminée 
de  longueur,  on  élève  sur  cette  droite  une  perpendicu- 
laire CD  1^  un  point  quelconque  E,  piis  sur  la  perpen- 
diculaire y  est  également  distant  des  deux  extj^émités 
de  la  droite  AB-,  tP  tout  point  F,  situé  hors  de  la  per- 
pendiculaire y  est  inégalement  distant  des  mêmes  extré- 
mités (fig.  19). 

En  effet  ,  1°.  puisque  l'on  a  CA  =  CB  ,  les  deux 
obliques  EA  et  EB  s'écartent  également  du  pied  de  la 
{KTpendiculaire ,  et  sont  par  conséquent  égales  :  donc  le 
point  E  est  à  égale  distance  des  deux  extrémités  A  et  B. 

2®.  Si  Ton  joint  le  point  F  aux  deux  points  A  et  B,  et 
que  par  le  point  E,  où  AF  coupe  la  perpendiculaire  CD , 
on  mène  EB ,  on  aura ,  en  vertu  de  la  propriété  carac- 
térîstiquc  de  la  ligne  droite,  FB<FE  4-EB,   ou,  en 
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remplaçant  EB  par  EA ,  qui  lui  est  égal ,  FB<;FE  +  EA , 
ou,  enfin,  FB<FA. 

Réciproque.  —  i**.  Tout  point  également  distant  des 
deux  extrémités  d^une  droite  AB  est  situé  sur  la  per- 
pendiculaire éles^éepar  le  milieu  de  cette  droite^  car,  s'il 
était  hors  de  cette  perpendiculaire^  il  serait  inégalement 
distant  des  deux  extrémités  A  et  B. 

2°.  Tout  point  inégalement  distant  des  deux  extré- 
mités d'une  droite  AB  est  situé  hors  de  la  perpendiculaire 
éles^ée  par  le  milieu  de  cette  droite^  car,  s'il  était  situé 
sur  cette  perpendiculaire  ,  il  serait  également  distant  des 
deux  points  A  et  B. 

Corollaire.  —  Si  une  droite  CD  (fig.  19)0  deux  de 
ses  points ,  E  e^  H,  respectivement  à  égale  distance  des 
deux  extrémités  d'une  autre  droite  AB,  elle  est  perpen- 
diculaire sur  le  milieu  de  celle^i;  car,  d'après  ce  que 
nous  venons  de  voir,  chacun  des  points  E  et  H  doit 
se  trouver  sur  la  perpendiculaire  élevée  par  le  milieu 
de  AB,  et  l'on  sait  (n**  15)  que  l'on  ne  peut  faire  passer  par 
ces  deux  points  qu'une  seule  ligne  droite. 

Théorème  XIV. 

34.  Si  une  droite  AD  dii^ise  un  angle  BAC  en  deux 
parties  égales  y  1°  tout  point  situé  sur  cette  droite  est 
également  distant  des  deux  côtés  de  V angle  ^  a°  tout 
point  situé  hors  de  cette  droite  est  inégalement  distant  des 
mêmes  côtés  (fig.  20). 

1°.  Du  point  E,  situé  sur  la  bissectrice,  abaissons  EH 
et  EK  perpendiculaires  sur  les  côtés  de  l'angle,  et  faisons 
ensuite  tourner  la  portion  de  figure  EAC  autour  de  AD , 
jusqu'à  ce  qu'elle  s'applique  sur  la  portion  EAB-,  comme 
l'angle  EAC  est  égal  à  l'angle  EAB ,  la  droite  AC  tombera 
sur  AB,  et  par  conséquent  ER,  qui  est  perpendiculaire 
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sur  AC,   coïncidera  avec  EH,  qui  est  perpendiculaire 
sur  AB  (n«  30).  Donc  EK  =  EH. 

a*^.  Du  point  F,  situé  hors  de  la  bissectrice,  abais- 
sons FH  perpendiculaire  sur  AB,  et  FG  perpendiculaire 
sur  AC  ]  du  point  E ,  où  FH  rencontre  AD ,  abaissons 
encore  EK  perpendiculaire  sur  AC ,  et  joignons  le  point  F 
au  point  K  :  nous  aurons  alors ,  en  vertu  de  la  propriété 
caractéristique  de  la  ligne  droite ,  FK  <  FE  -f-  EK  ,  ou , 
en  remplaçant  EK  par  EH ,  FK<;FE4-EH,  ou,  enfin, 
FK<FH.  Or  on  a  FG<FK  (n°  32)  :  donc,  à  plus  forte 
raison ,  on  doit  avoir  FG  <  FH. 

Réciproque.  —  i*'.  Tout  point  situé  dans  un  angle  y 
et  également  distant  des  deux  côtés,  est  sur  la  droite 
qui  partage  cet  angle  en  deux  parties  égales  ;  car,  s'il 
était  hors  de  cette  droite ,  il  serait  inégalement  distant  des 
deux  côtés  de  l'angle. 

2®.  Tout  point  inégalement  distant  des  deux  côtés 
d^un  angle,  est  sjfué  hors  de  la  bissectrice  de  cet  angle  j 
car,  s'il  était  sur.  cette  bissectrice ,  il  serait  également 
distant  des  deux  côtés  de  l'angle. 

Corollaire. —  Si  une  droite,  située  dans  un  angle,  a 
deux  de  ses  points  respectii^ement  à  égale  distance  des 
deux  cotés  de  cet  angle,  elle  passe  par  son  sommet  et  le 
partage  en  deux  parties  égales  ;  car,  d'après  ce  que  nous 
I  venons  de  voir,  chacun  de  ces  points  doit  se  trouver  sur  la 
bissectrice  de  l'angle,  et  l'on  sait  que  deux  points  déter- 
minent la  position  d'une  droite. 

§  IV.  —  Théorie  des  parallèles. 

ÏHiORKME    XV. 

35.  Deux  droites ,  AB ,  CD ,  menées  dans  un  mémr 
plan  perpendiculairement  à  une  troisième  EF,  sont  pa- 

3. 
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rallèleSy  mais  une  oblique  AG  et  une  perpendiculaire  CD 
doivent  nécessairement  se  rencontrer  (fig.  ai). 

1°.  Si  les  deux  droites  AB  et  CD,  perpendiculaires 
sur  EF,  se  rencontraient  en  un  certain  point,  il  en  ré- 
sulterait que  Ton  pourrait  mener  par  un  même  point  deux 
perpendiculaires  à  une  droite  donnée^  ce  qui  est  impos- 
sible (n^  30).  Donc,  etc. 

2^.  La  droite  AG  étant  oblique  sur  EF,  l'un  des  deux 
angles  GAE  et  GAF  est  aigu.  Supposons ,  pour  fixer  les 
idées ,  que  ce  soit  l'angle  GAF.  H  est  d'abord  évident  que, 
si  l'on   mène  AB   perpendiculaire  sur  EF,  et  que  l'on 
ajoute  l'angle  aigu  BAG,  que  fait  cette  perpendiculaire 
avec  l'oblique  AG,  un  nombre  suffisant  de  fois  à  lui- 
même,  en  GAG',  GAQ'\  .  .  .  ,  on  parviendra  toujours  à 
former  un  angle  total  au  moins  égal  à  l'angle  droit  BAF. 
D'un  autre  côté ,  si  Ton  prend  sur  EF,  à  partir  du  point 
C ,  une  longueur  CC'  égale  à  AC,  que  l'on  élève  CD'  per- 
pendiculaire sur  EF,  et  que  l'on  plie  la  figure  le  long 
de  CD,  la  bande  BACD  couvrira  exactement  la  bande 
DCCD'-,  car,  les  angles  DCA  et  DCC  étant  droits,  la  partie 
CA  tombera  sur  CC,  et,  comme  CA  est  égal  à  CC,  le 
point  A  se  placera  sur  le  point  C;  d'où  il  suit  que ,  les 
deux  angles  CAB  et  CCD'  étant  droits,  la  droite  AB  coïn- 
cidera avec  CD':  donc  la  bande  DCCD'  sera  égale  à  la 
bande  BACD.  Si  l'on  prend  ensuite  CC"  égale  encore 
à  AC,  et  que  l'on  mène  C'D"  perpendiculaire  sur  EF,  ou 
formera  une  nouvelle  bande  D'CC'D"  égale  à  la  bande 
BACD,  et  ainsi  de  suite.  Or,  la  droite  EF  pouvant  être 
prolongée  aussi  loin  que  l'on  voudra,  on  pourra  prendre 
sur  cette  droite  autant  que  l'on  voudra  de  parties  égales 
à  AC ,  sans  arriver  à  son  terme  5  par  conséquent  on  pourra 
former  un  nombre  aussi  grand  que  l'on  voudra  de  bandes 
égales  à  BACD,  sans  pouvoir  couvrir  entièrement  l'espace 
indéfini  compris  entre  les  côtés  de  l'angle  droit  BAF.  Il 
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suit  de  là ,  et  de  ce  qui  a  été  dit  plus  haut  par  rapport  à 
Tangle  aiguBAG,  que  l'espace  indéfini  compris  entre  les 
côtés  de  cet  angle  est  plus  grand  que  la  bande  indéfinie 
BACD.  Donc  l'angle  BAG  ne  saurait  demeurer  contenu 
entre  les  deux  droites  AB  et  CD;  par  conséquent  la  droite 
AG,  suffisamment  prolongée ,  rencontrera  nécessairement 
la  droite  CD.  Donc ,  etc. 

THiORÈME  XVI. 

36.  Par  un  point  donné  O  on  peut  toujours  mener 
une  parallèle  à  une  droite  donnée  AB ,  mais  on  nen 
peut  mener  qu'une  (fig.  22). 

Si  nous  supposons,  en  effet,  que  l'on  ait  mené  par  le 
point  O  deux  droites,  l'une  EF  perpendiculaire  sur  AB, 
et  l'autre  CD  perpendiculaire  sur  EF,  il  résulte  de  ce  qui 
a  été  démontré  dans  la  proposition  précédente  que  la 
droite  CD  sera  parallèle  à  AB,  et  que  toute  autre  droite 
GH ,  menée  par  le  même  point  O ,  devant  être  oblique 
sur  EF  (n**  29),  rencontrera  AB.  Donc ,  etc. 

Théorème  XVII. 

37.  Lorsque  deux  droites,  AB,  CD,  sont  parallèles, 
toute  droite  EF,  qui  est  perpendiculaire  sur  l'une  AB^  est 
aussi  perpendiculaire  sur  l'autre  CD  (fig.  22). 

En  effet,  si  la  droite  EF  n'était  pas  perpendiculaire 
sur  CD*  on  aurait  dans  un  même  plan  deux  droites,  AB 
et  CD,  l'une  perpendiculaire  et  l'autre  oblique  sur  une 
troisième  EF:  donc  ces  deux  droites  se  rencontreraient 
(u*^  35)  ;  ce  qui  est  contre  l'hypothèse.  Donc ,  etc. 

Théoriîme  XVIII. 

08.  Deux  droites,  AB,  CD,  parallèles  à  une  troisième 
EF,  sont  parallèles  entre  elles  (fig.  23). 
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Par  un  point  quelconque  G,  pris  sur  EF,  élevons  une 
perpendiculaire  GH  à  cette  droite ,  et  prolongeons-la  in- 
définiment, de  manière  à  ce  qu'elle  rencontre  les  deux 
droites  AB  et  CD,  Alors ,  EF  étant  perpendiculaire  sur 
GH,  les  deux  droites  AB  et  CD,  qui  sont  l'une  et  Tautre 
parallèles  à  EF,  le  seront  aussi  (n°  37).  Donc  elles  sont 
parallèles  entre  elles  (n°  33). 

Théorème  XIX. 

39.  Deux  parallèles  y  AB,  CD,  sont  paitout  également 
distantes  F  une  de  Vautre  (fig.  24). 

Des  deux  points  E  et  G ,  pris  à  volonté  sur  AB,  et  du 
point  I ,  milieu  de  EG,  abaissons  sur  CD  les  trois  perpen- 
diculaires EF,  GH,  10 5  ces  trois  droites ,  étant  perpendi- 
culaires sur  CD,  le  seront  en  même  temps  sur  sa  paral- 
lèle AB  (n°  37),  Si  nous  faisons  maintenant  tourner  la 
portion  de  figure  lOHG  autour  de  10  comme  charnière , 
de  manière  à  l'appliquer  sur  lOFE,  le  point  G  tombera 
évidemment  sur  le  point  E5  car,  les  angles  OIG  et  OIE 
étant  droits,  IG  coïncidera  avec  lE,  qui  lui  est  égal. 
Alors ,  les  deux  angles  IGH  et  lEF  étant  égaux  comme 
droits,  GH  prendra  la  direction  EF,  et  le  point  H  tom- 
bera sur  quelque  point  de  EF.  De  même,  les  deux  angles 
lOH  et  lOF  étant  droits ,  OH  prendra  la  direction  OF, 
et  le  point  H  tombera  sur  quelque  point  de  OF.  Donc 
le  point  H ,  devant  tomber  en  même  temps  sur  EF  et 
sur  OF,  tombera  sur  le  point  F:  par  conséquent  les 
deux  perpendiculaires  EF  et  GH  9  communes  aux  deux  pa- 
rallèles A  B  et  CD,  coïnciderons  et  seront  égales.  Or  une 
perpendiculaire  commune  à  d  1^  parallèles  est  la  droite 
la  plus  courte  que  l'on  puisse  e^  ^^^^^  ^^^  ^^^^  lignes , 

et  mesure  leur  distance.  D'aiii  ^^^  \^^  ^^^^  points  E  et  G 
OHt  été  pris  arbitrairement        ^^^^    ^^^^  ^^^  ^^^^  parai- 
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lèles  AB  et  CD  sont  partout  également  distantes  Tune  de 
l'autre. 

Réciproque.  —  Si  deux  droites  sont  partout  égale- 
ment distantes  l'une  de  l'autre,  elles  sont  parallèles^ 
car  il  est  évident  que,  dans  ce  cas ,  elles  ne  peuvent  jamais 
se  rencontrer. 

ScoLiE.  —  Comme  deux  points  suffisent  pour  détermi- 
ner la  position  d'une  ligne  droite,  il  est  facile  de  voir  que 
deux  droites  sont  parallèles  lorsque  deux  points  de  l'une 
d'elles  sont  à  égale  distance  de  l'autre. 

Théorème  XX. 

40.  Lorsque  deux  parallèles,  AB,  CD,  sont  rencon- 
trées par  une  transv^ersale  EF  (respectivement  aux  points 
G  et  H),  les  angles  alternes-internes ,  AGH  et  GHD,  ou 
BGH  et  GHC,  sont  égaux  (fig.  aS). 

Par  les  deux  points  G  et  H,  menons  les  droites  GI  et  HK 
perpendiculaires  sur  CD^  ces  deux  droites  seront  en  même 
temps  perpendiculaires  sur  AB  (n^  37), et,  déplus,  seront 
parallèles  entre  elles  (n**  35).  Or  les  deux  droites  AB  et  CD, 
étant  parallèles,  sont  partout  également  distantes  (n°  39); 
donc  GI  est  égal  à  HR.  Il  en  est  de  même  des  deux  paral- 
lèles GI  et  HK,  et,  par  conséquent,  IH  est  égal  à  GK.  Cela 
posé,  portons  la  6gure  GHI  sur  la  figure  HGK ,  en  plaçant 
le  point  G  sur  le  point  H ,  et  de  manière  que  GI  coïncide 
avec  HK,  qui  lui  est  égal.  Les  deux  angles  GIH  et  HKG 
étant  égaux  comme  droits,  IH  prendra  la  direction  KG,  et, 
puisque  IH  est  égala  KG,  le  point  H  tombera  sur  le  point  G. 
Donc  l'angle  GHI  coïncidera  avec  l'angle  HGK  :  donc  les 
deux  angles  AGH  et  GHD  sont  égaux. 

Les  deux  angles  AGH  et  GHD  étant  égaux,  leurs  supplé- 
ments BGH  et  GHC  le  sont  aussi. 

Donc,  etc. 

3* 
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Réciproque.  —  Deux  di'oitesy  AB,  CD,  sont  parai- 
lèles  lorsque,  étant  coupées  par  une  transs^ersale  EF,  il 
en  résulte  des  angles  altemes-ïntemes,  AGH ,  GHD, 
égaux  entre  eux  (fig.  2 5). 

Par  les  points  G  et  H,  menons  les  droites  GI  et  HK 
perpendiculaires  sur  CD;  ces  deux  droites  seront  parallèles 
entre  elles  (n^  35),  et ,  comme  elles  sont  coupées  par  une 
transversale  EF,  on  aura,  d'après,  la  proposition  directe, 

GHK  =  HGÏ. 

Mais  on  a  déjà ,  par  hypothèse  ^ 

GHI  =  KGH. 

En  ajoutant  ces  deux  égalités  membre  à  membre,  on 
aura  donc 

GHK-+-GHI  =  HGI-hKGH   ou   KHI=KGI. 

Or  l'angle  KHI  est  droit.  Donc  l'angle  KGI  est  aussi 
droit  5  c'est-à-dire  que  GI  est  perpendiculaire  sur  AB. 
X^omme  on  a  menç  GI  perpendiculaire  sur  CD,  les  deux 
droites  AB  et  CD  sont  donc  perpendiculaires  sur  une  même 
droite  GI  :  donc  elles  sont  parallèles  entre  elles  (n^  35). 

Corollaire  I.  —  L*angle  interne  AGH  étant  égal  à 
l'angle  externe  EGB  (n**  24),  si  deux  angles  allernes^in- 
ternes,  AGH,  GHD,  sont  égaux,  les  angles  correspondants 
EGB  et  GHD  le  sont  aussi,  et  réciproquement,  si  deux 
angles  correspondants,  EGB,  GHD,  sont  égaux,  il  en  est 
de  même  des  angles  alternes-internes  AGH  et  GHD.  Donc, 
lorsque  deux  parallèles  sont  rencontrées  par  une  trans- 
i^ersalcy  les  angles  correspondants  sont  égaux ^  et,  récî* 
proquement,  deux  droites  sont  parallèles  lorsque ,  étant 
coupées  par  une  transv^ersale,  elles  forment  ai^ec  cette 
transs^ersale  des  angles  correspondants  égaux  entre  eux. 

Corollaire  II. —  Les  deux  angles  internes  AGH  etGHD 
étant  respectivement  égaux  aux  deux  angles  externes  EGB 
et  CHF  (n^  24),  si  les  angles  alternes-internes  sont  égaux, 


PREMIERE    PARTIE.    CHAPITRE    PREMIER.  ^l 

les  angles  alternes-externes  le  sont  aussî ,  et  réciproque- 
ment ,  si  les  angles  alternes-externes  sont  égaux,  il  en  est 
de  même  des  angles  alternes-internes.  Donc ,  lorsque  deux 
parallèles  sont  rencontrées  par  une  transi^ersale,  les  an- 
gles alternes-externes  sont  égaux i  et,  réciproquement , 
deux  droites  sont  parallèles  lorsque  y  étant  coupées  par 
unetransi^ersale,  elles  forment  ai^ec  cette  iransv^ersale 
des  angles  altemes^extemes  égaux  entre  eux. 

Théorème  XXI. 

41 .  Lorsque  deux  parallèles  y  AB,  CD ,  sont  rencon- 
trées par  une  transversale  EF  (respectivement  aux  points 
G  et  H),  les  angles  internes  ou  externes  d'un  même  côté 
sont  supplémentaires  (^^,  25). 

i^.  La  droite  AB  étant  rencontrée  par  GH,  nous  avons 

(n°21) 

BGH  +  AGH  =  2^. 

Or  on  a  déjà  (n«  40) 

AGH  -=:  GHD. 
Donc 

BGH  -H  GHD  =  -i^. 

On  démontrerait  de  même  que  l'on  a 

AGH4-GHC=  2*». 

Donc  les  angles  internes  d'un  même  côté  sont  supplé- 
mentaires. 

2*^.  La  droite  AB  étant  rencontrée  par  GE ,  on  a 
(n«  2i) 

BGE  +  AGE  =  2d. 

Or  nous  avons  déjà  (pP  40,  coroll.  II) 

AGE  =  DHF. 

Donc 

BGE  H-  DHF  =r  2*'. 
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On  démontreraît  de  même  que  l'o  na 

AGE  -hCHF=  l'K 

Donc  les  angles  externes  d'un  même  côté  sont  supplé- 
mentaires. 

Réciproque.  —  Deux  droites,  AB,CD,  sont  parallèles 
lorsque,  étant  coupées  par  une  transi^ersale  EF,  H  en 
résulte  des  angles  internes  ou  externes  d'un  même  côté 
supplémentaires  (fig.  25). 

1°    Soit 

BGH  -h  GHD  =  2*. 

Comme  on  a  déjà 

BGH  -h  AGH  =  2^, 
il  en  résulte 

BGH  4-  GHD  =  BGH  -h  AGH  , 

et ,  par  conséquent , 

GHD = AGH. 

Donc ,  les  angles  alternes-internes  étant  égaux  ,  les  ^eux 
droites  AB  et  CD  sont  parallèles  (n**  40,  récipr.). 
2°.  Soit 

BGE  -h  DHF  =  2^. 

Comme  on   a  déjà 

BGE  -h  AGE  =  2\ 
il  en  résulte 

BGE  -h  DHF  =  BGE  4-  AGE, 

et,  par   conséquent, 

DHF  =  AGE. 

Donc,  les  angles  alternes-externes  étant  égaux  ,  les  deux 
droites  AB  et  CD  sont  parallèles  (n°  40,  corolL  II). 

ScOLiE.  —  Dans  les  huit  angles  formés  par  deux  parai- 
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lèles  et  une  transversale ,  quatre  sont  aigus  et  quatre  sont 
obtus  ^  les  angles  aigus  sont  égaux  entre  eux  ,  les  angles 
obtus  sont  aussi  égaux  entre  eux ,  et  les  derniers  sont  les 
suppléments  des  premiers. 

§  y.  —  Goiséqienees  des  propriétés  des  parallèles. 

THJÉORèME  XXII. 

42.  Lorsque  deux  droites,  AB ,  CD,  sont  parallèles, 
leurs  perpendiculaires  respectiv^es,  EF,  GH,  le  sont  aussi 
(fig.  26);  et,  lorsque  deux  droites,  AB,  CD,  se  coupent, 
leurs  perpendiculaires  respectives,  EF,  GH ,  se  coupent 
aussi  (ûg,  27). 

En  effet ,  i°.  la  droite  GH  (^fig*  26),  étant  perpendicu- 
laire sur  CD,  l'est  aussi  sur  sa  parallèle  AB  (n°  37). 
Les  deux  droites  EF  et  G  H  sont  donc  perpendiculaires 
sur  une  même  droite  AB:  donc  elles  sont  parallèles 
(n«  35). 

2^.  Si  les  deux  droites  EF  et  GH  (fig-  27)  étaient  pa- 
rallèles, les  droites  ABetCD,  qui  leur  sont  respectivement 
perpendiculaires,  seraient  aussi  parallèles,  en  vertu  de  la 
première  partie  de  la  proposition  ;  ce  qui  est  contre 
l'hypothèse.  Donc  GH  doit  rencontrer  EF. 

Théorème  XXIII. 

43.  Deux  angles,  ABC ,  DEF,  qui  ont  leurs  côtés  pa- 
rallèles chacun  à  chacun,  sont  égaux  ou  supplémentaires 
(fig.  28,  29  et  3o). 

Il  peut  se  présenter  trois  cas. 

1°.  Si  les  angles  ABC  et  DEF  ont  leurs  côtés  dirigés 
dans  le  même  sens  chacun  à  chacun  (fig*  28),  le  côté  ED, 
prolongé  s'il  est  nécessaire ,  rencontrera  BC  en  un  point 
G.  Alors,  les  angles  correspondants  étant  égaux  (n"  40,. 
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corolL  I),  nous  aurons 

ABC  =  DGC     et    DGC  =  DEF; 

d'où  îl  résulte 

ABC  =  DEF. 

Donc  deux  angles  qui  ont  leurs  côtés  parallèles  et  di- 
rigés dans  le  même  sens  y  chacun  à  chacun  y  sont  égaux, 
2**.  Si  les  angles  ABC  et  DEF  ont  leurs  côtés  dirigés  en 
sens  contraires  chacun  à  chacun  (  fig.  ap),  nous  aurons 
(n^  40),  en  prolongeant ,  s'il  est  nécessaire  ,  FE  jusqu'à 
la  rencontre  de  AB  en  un  point  G, 

ABC  =  FGB    et     FGB  =  DEF; 

d'où  il  résulte 

ABC  =  DEF. 

Donc  deux  angles  qui  ont  leurs  côtés  parallèles  et  di- 
rigés en  sens  contraires,  chacun  à  chacun,  sont  égaux. 
3**.  Si  les  deux  angles  ABC  et  DEF  ont  les  côtés  BA  et 
ED  dirigés  dans  le  même  sens ,  et  les  côtés  BC  et  EF  diri- 
gés en  sens  contraires  {fig-  3o),  en  prolongeant  FE  d'une 
quantité  quelconque  EG,  nous  aurons,  d'après  la  pre- 
mière partie  de  la  proposition, 

ABC  =  DEG. 

Or  on  a  (n^  21) 

DEG  -h  DEF  =  2^. 
Donc 

ABC  4-  DEF  =  2*^. 

Donc  deux  angles  qui  ont  leurs  côtés  parallèles  chacun 
à  chacun,  mais  non  dirigés  en  même  temps  dans  le 
même  sens  ou  en  sens  contraires,  sont  supplémentaires. 

Théorème  XXIV. 
44.  Deux  angles,  ABC ,  DEF,  qui  ont  leurs  côtés  per- 
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pendiculaires  chacun  à  chacun  y  sont  égaux  ou  suppléa 
mentaires  (fig.  3i  et  Sa). 

En  supposant  que  DE  soit  perpendiculaire  sur  AB,  et 
que  EF  soit  perpendiculaire  sur  BC,  nous  distinguerons 
deux  cas. 

i**.  Si  les  deux  angles  ABC  et  DEF  sont  de  même  es- 
pèce, par  exemple  tous  deux  aîgus  (fig»  3i),  menons 
par  le  point  B  les  deux  droites  BG  et  BH  respectivement 
perpendiculaires  sur  BA  et  BC.  Ces  droites  seront  pa- 
rallèles aux  côtés  ED  et  EF  (n**  35)  ^  par  conséquent  les 
deux  angles  GBH  et  DEF,  ayant  leurs  côtés  parallèles  et 
dirigés  dans  le  même  sens,  chacun  à  chacun,  seront  égaux 
(n**  43).  Or ,  BG  étant  perpendiculaire  sur  AB,  et  BH 
étant  perpendiculaire  sur  CB,  on  a 

ABG  =  CBH. 

Otant  CBG  de  part  et  d*autre,  il  reste 

ABC  =  GBH. 

Donc,  puisque  l'angle  GBH  est  égal  à  l'angle  DEF,  on  a 

ABC  =  DEF. 

Donc  deux  angles  de  même  espèce^  qui  ont  leurs  côtés 
perpendiculaires  chacun  à  chacun,  sont  égaux, 

2°.  Si  les  deux  angles  ABC  et  DEF  sont  d'espèces  dif- 
férentes ,  c'est-à-dire  l'un  obtus  et  l'autre  aigu  (fig.  Sa), 
prolongeons  le  côté  AB  jusqu'en  G.  Nous  aurons,  d'après 
ce  qui  vient  d'être  démontré , 

GBC  =  DEF. 

Or  on  a  (n''  21) 

ABC  -h  GBC  =  2». 

Donc  aussi 

ABC  •+■  DEF  ==  2*. 
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Donc  deux  angles  (V espèces  différentes,  qui  ont  leurs 
côtés  perpendiculaires  chacun  à  chacun,  sont  supplé- 
mentaires, 

ScoLiE.  —  Nous  avons  supposé,  dans  le  premier  cas, 
que  les  deux  angles  ABCelDEF  étaient  aîgus.  S'ils  étaient 
obtus,  la  construction  serait  la  même:  seulement,  au 
lieu  de  diminuer  de  CBG  chacun  des  angles  droits  ABG 
et  CBH,  il  faudrait  ajouter  CBG  à  chacun  d'eux. 


CHAPITRE  DEUXIÈME. 


DU   CERCLE   ET   DE   LA   MESURE   DES   ANGLES. 


§  I.  —  Définitions  et  notions  générales. 

45.  La  ligne  courbe  la  plus  simple  est  la  ligne  circu-- 
laire  ou  la  circonférence  de  cercle ^  ou  simplement  la 
circonférence.  On  nomme  ainsi  une  ligne  courbe  fermée 
ABD  {fig>  33),  dont  tous  les  points,  situés  dans  un 
même  plan,  sont  à  égale  distance  d'un  point  intérieur  O, 
que  l'on  appelle  le  centre  de  la  circonférence.  Le  cercle 
est  la  portion  de  plan  limitée  par  la  circonférence;  mais 
ce  nom  se  donne  quelquefois  aussi,  pour  abréger,  à  la 
circonférence  elle-même. 

Chacune  des  droites  OA ,  OB,  OD,  menée  du  centre  à 
la  circonférence,  est  appelée  rayon  du  cercle,  et  l'on 
nomme  diamètre  toute  droite  CD  qui  passe  par  le  centre, 
et  qui  aboutit  à  deux  points  de  la  circonférence.  Un  dia- 
mètre se  compose  évidemment  de  deux  rayons.  Il  résulte 
delà  définition  du  cercle  que  tous  les  rayons  d'un  même 
cercle  sont  égaux,  ainsi  que  tous  les  diamètres. 

Deux  circonférences  de  même  rayon  sont  toujours 
égales  ;  car,  si  on  les  porte  l'une  sur  l'autre  de  manière 
que  leurs  centres  se  confondent ,  elles  coïncident  néces- 
sairement dans  toute  leur  étendue. 

Deux  circonférences  de  rayons  différents ,  qui  ont  leurs 
centres  au  même  point,  sont  dites  concentriques:  dans 
tout  autre  cas,  elles  sont  dites  excentriques. 

Il  est  facile  de  voir  cpxune  ligne  droite  ne  peut  rencon^ 
trer  une  circonférence  en  plus  de  deux  points  ;  car,  si 
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une  ligne  droite  avait  seulement  trois  points  communs 
avec  une  circonférence ,  ces  trois  points ,  se  trouvant  sur 
la  circonférence,  seraient  également  distants  du  centre, 
et  il  résulterait  de  là  que,  d'un  point  pris  hors  d'une 
ligne  droite ,  on  pourrait  mener  à  cette  ligne  trois  droites 
égales,  ce  qui  est  impossible  (n*'  32,  coro//.). 

46.  Pour  décrire  ou  tracer  un  cercle,  on  se  sert  d'un 
compas.  C'est  un  instrument  composé  de  deux  branches 
terminées  en  pointe  à  l'une  de  leurs  extrémités ,  et  réunies 
à  l'autre  extrémité  par  une  articulation,  au  moyen  de 
laquelle  elles  peuvent  s'écarter  plus  ou  moins  l'une  de 
l'autre.  Quand  on  veut  décrire,  à  l'aide  de  cet  instrument, 
im  cercle  d'un  rayon  donné,  et  dont  le  centre  soit  situé  en 
im  point  pris  sur  un  plan ,  on  commence  par  ouvrir  le 
compas  de  manière  à  donner  aux  deux  branches  un  écar- 
tement  tel  que  la  distance  des  deux  pointes  soit  égale  au 
rayon  donné-,  ensuite  on  place  une  de  ces  pointes  sur  le 
point  donné,  et  l'on  fait  glisser  l'autre,  que  l'on  peut  rem- 
placer par  un  crayon  ou  par  une  pliune ,  sur  le  plan  donné . 
La  courbe  ainsi  tracée  est  la  circonférence  demandée. 

47,  On  nomme  arc  de  cercle  une  portion  quelconque 
ACB  de  la  circonférence,  comprise  entre  deux  points 
A  et  B  {fig.  33).  Un  arc  égal  au  quart  de  la  circonférence 
se  nomme  quadrant. 

Une  portion  de  droite  AB,  comprise  entre  deux  points 
de  la  circonférence,  s'appelle  corde.  Une  même  corde  AB 
sous-tend  toujours  deux  arcs,  ACB,  ADB,  dont  la  somme 
est  égale  à  une  circonférence  entière. 

On  appelle  segment  une  portion  de  cercle  comprise 
entre  un  arc  ACB  et  la  corde  ABqui  le  sous-tend  (  fii^.  33)  - 
la  corde  AB  est  dite  la  base  du  segment.  On  voit  que 
celte  corde  sert  de  base  à  deux  segments,  ACB,  ADB 
dont  la  somme  vaut  le  cercle  entier. 

Un  angle  est  dit  inscrit  dans  un  segment  lorsque  son 


f* 
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sommet  est  appuyé  sur  l'arc  de  ce  segment,  et  que  ses 
deux  côtés  passent  respectivement  par  les  deux  extrémités 
de  la  corde  qui  lui  sert  de  base.  Tel  est  l'angle  ADB. 

On  appelle  secteur  la  portion  de  cercle  comprise  entre 
un  arc  ACB  et  les  deux  rayons ,  OA ,  OB,  qui  aboutissent  à 
ses  deux  extrémités.  Ces  rayons  sont  dits  les  côtés  du  sec- 
teur, et  l'arc  ACB  en  est  la  base.  Le  cercle  entier  se  com- 
pose de  deux  secteurs  :  l'un ,  OACB,  plus  petit  que  le 
demi-cercle ,  et  l'autre ,  OADB,  plus  grand  que  le  demi- 
cercle. 

48.  Une  droite  AB  {fig>  34)  ?  qui  coupe  la  circonfé- 
rence en  deux  points ,  C  et  D,  et  que  l'on  peut  regarder 
comme  une  corde  prolongée  indéfiniment  dans  les  deux 
sens ,  prend  le  nom  de  sécante.  Les  deux  points  C  et  D 
s'appellent  points  cT intersection. 

'  Si  l'on  conçoit  qu'une  sécante  EF  (^fig^  34)?  qui  coupe 
la  circonférence  en  deux  points ,  I  et  K ,  tourne  autour  de 
l'un  de  ces  points ,  de  I  par  exemple ,  et  que ,  sans  sortir 
du  plan  du  cercle,  elle  prenne  les  positions  successives 
E'F',  E"F^,...,  il  est  facile  de  voir  que  les  points  d'inter- 
section de  la  droite  et  du  cercle  se  rapprocheront  de  plus 
en  plus ,  et  qu'enfin  il  y  aura  une  dernière  position  GH , 
dans  .laquelle ,  ces  deux  points  étant  réunis  en  un  seul , 
cette  droite  n'aura  plus  qu'un  point  de  commun  avec  la 
circonférence ,  ou  ne  fera  que  la  toucher.  Dans  cette  po- 
sition ,  la  droite  GH  est  dite  tangente  au  cercle. 

On  appelle  donc  tangente  à  un  cercle ,  et ,  en  général , 
tangente  à  une  courbe  quelconque ,  la  limite  vers  laquelle 
converge  une  sécante  menée  par  un  point  de  cette  courbe , 
quand  on  la  fait  tourner  autour  de  ce  point,  dans  le  plan 
de  la  courbe ,  de  manière  qu'un  second  point  d'intersec- 
tion vienne  se  confondre  avec  lui.  Comme  une  circonfé-- 
rence  est  une  courbe  convexe  fermée ,  la  propriété  carac- 
téristique de  la  tangente  au  cercle  est  de  n'avoir  qu'un 
seul  point  commun  avec  la  circonférence. 

4 
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Lorsqu'une  droite  GH  (Jig*  34)  est  tangente  à  un  cercle, 
en  un  point  I ,  réciproquement  le  cercle  est  dit  tangent  à 
la  droite ,  et  le  point  commun  I  se  nomme  point  de  tan- 
genceoTX  de  contacta  La  perpendiculaire  MN,  menée  à 
la  tangente  GH  par  le  point  de  contact  I ,  s'appelle  nor- 
male* 

On  dit  que  deux  cercles,  O  et  C  (fig*  35),  sont  sécants 
lorsque  leurs  circonférence  sont  deux  points  communs ,  ou 
se  coupent  en  deux  points ,  G  et  D.  Ces  deux  points 
s'appellent  points  d'intersection. 

Deux  cercles  sont  dits  tangents  lorsque  leurs  circonfé- 
rences n'ont  qu'un  seul  point  commun  :  tels  sont  les  deux 
cercles  ABC  et  DEC,  ou  ABC  et  D'E'C  (fig.  36),  qui  se 
touchent  au  point  C.  Les  deux  cercles  ABC  et  DEC  sont 
tangents  extérieurement  y  et  les  deux  cercles  ABC  et  D'E'C 
sont  tangents  intérieurement.  Le  point  commun  C  est 
appelé  point  de  contact  ou  de  tangence, 

§  II.  —  Propriétés  générales  da  cercle. 
Théorème  I,  ' 

49.  Dans  un  cercle  y  tout  diamètrcy  AB,  divise  la  cir- 
conférence en  deux  parties  égales  (fîg.  37). 

En  effet ,  si  l'on  conçoit  la  figure  pliée  le  long  du  dia- 
mètre AB,  de  manière  que  le  segment  ACB  vienne  se 
rabattre  sur  le  segment  ADB,  il  est  évident  que,  le  centre 
restant  fixe ,  l'arc  ACB  coïncidera  exactement  avec  l'arc 
ADB',  car,  s'il  en  était  autrement,  tous  les  points  de  la 
circonférence  ne  seraient  pas  également  distants  du  centre, 
ce  qui  implique  contradiction  avec  la  définition  de  cette 
ligne  (n**  45).  Donc 

ACB  =  ADB. 

Réciproque.  —  Siy  dans  un  cercle^  une  corde  AB  par-- 
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tagela  cùvonféœnce  en  deux  punies  égales  y  cette  corde 
est  un  diamètre  (fig.  37). 

En  eflfet,  si  le  centre  du  cercle  ne  se  trouvait  pas  sur 
AB,  on  pourrait  toujours  mener  par  le  point  A  un  dia- 
mètre AE,  et  alors  on  aurait,  d'après  ce  qui  vient  d'être 
dit, 

ACE  =  ADE; 

ce  qui  est  absurde ,  puisque  l'on  a,  par  hypothèse, 

ACB  =  ADB, 

et  que  ACE  est  plus  petit  que  ACB,  tandis  que  ADE  est 
plus  grand  que  ADB. 

Théorème  II. 

50.  Par  trois  points  donnés ^  A ,  B,  C ,  non  en  ligne 
droite,  on  peut  toujours  faire  passer  une  circonférence 
de  cercle  y  mais  on  nen  peut  faire  passer  quune  (fig.  38). 

Joignons  le  point  B  aux  deux  points  A  et  C,  et,  par 
les  milieux  D  et  F  des  droites  AB  et  BC ,  élevons  sur  ces 
droites  les  perpendiculaires  DE  et  FG,  qui  devront  se  ren- 
contrer en  un  point  Ô  (n**  42).  Le  point  O,  étant  situé 
sur  la  perpendiculaire  DE ,  sera  à  égale  distance  des  deux 
points  A  et  B  (n^  33).  Le  même  point  O,  étant  situé  sur 
la  perpendiculaire  FG,  sera  à  égale  distance  des  deux 
points  B  et  C.  Les  trois  distances  OA,  OB,  OC,  sei'ont 
donc  égales,  et  par  conséquent  la  circonférence  décrite 
du  point  O  comme  centre,  avec  le  rayon  OA,  passera  par 
les  trois  points  A ,  B,  C.  Si  l'on  pouvait  faire  passer  par 
les  mêmes  points  une  seconde  circonférence,  son  centre 
devrait  se  trouver  sur  la  perpendiculaire  DE;  sans  quoi 
il  ne  serait  pas  à  égale  distance  des  d^ux  points  A  et  B 
(n**  33).  Par  uue  raison  semblable ,  il  devrait  se  trouver 
sur  la  perpendiculaire  FG.  11  serait  donc  à  la  fois  sur  les 

4. 
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deux  droites  DE  elFG,  et  par  couséqucni  se  trouverait  à 
leur  point  d'intersection  O.  Cette  seconde  circonférence 
aurait  donc  même  centre  et  même  rayon  que  la  première , 
et  se  confondrait  avec  elle  (n**  45).  Donc  il  est  toujours 
possible  de  faire  passer  une  circonférence  par  les  trois 
points  A,  B,  C  ^  mais  on  ne  saurait  en  faire  passer  deux. 

Corollaire  I.  —  Deux  circonférences  ne  peuv^ent  se 
couper  en  plus  de  deux  points^  car,  si  elles  avaient  trois 
points  communs,  elles  se  confondraient. 

Corollaire  II.  —  Tout  point  pris  dans  le  plan  d'un 
cercle,  et  différent  du  centre,  ne  peut  être  également 
distant  que  de  deux  points  au  plus  de  la  circonférence  ; 
car  tout  point  également  distant  de  trois  points,  A,  B,  C  , 
de  la  '  circonférence  est  situé  sur  les  perpendiculaires 
élevées  par  les  milieux  des  deux  droites  AB  et  BC ,  et  se 
confond  par  conséquent  avec  le  centre. 

Théorème  III. 

51 .  La  plus  petite  droite  que  Von  puisse  mener  entre 
une  circonférence  et  un  point  A ,  situé  dans  son  plan,  et 
différent  du  centre,  est  la  distance  AB  de  ce  point  à 
Pextrémité  la  plus  voisine  du  diamètre  qui  y  passe 
(fig.  39  et  40). 

Il  y  a  deux  cas  à  considérer. 

i*'.  Si  le  point  A  est  extérieur  au  cercle  {fig*  Sp),  joi- 
gnons-le à  un  point  quelconque  D  delà  circonférence,  et 
menons  le  rayon  OD;  nous  aurons  alors,  en  observant 
que  AB  -t-  BO  est  une  ligne  droite, 

AB-f- B0<AD4-D0; 
d'où  il  résulte 

AB  <  AD. 

2^.  Si  le  point  A  est  intérieur  au  centre  {fig*  4^),  joi- 
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gnons-le,  comme  dans  le  premier  cas,  à  un  point  quel- 
conque D  de  la  circonférence ,  et  menons  le  rayon  OD  ; 
nous  aurons 

OD  <  OA  4-  AD, 

ou,  en  remplaçant  OD  par  OB,  qui  lui  est  égal , 

OB  <  OA  -h  AD; 
d'où  il  résulte ,  en  retranchant  OA  de  part  et  d'autre , 

AB  <  AD. 

Théorème  IV. 

52.  La  plus  grande  droite  que  Von  puisse  mener  entre 
une  circonférence  et  un  point  A,  situé  dans  son  plan  , 
et  différent  du  centre 9  est  la  distance  AC  de  ce  point  à 
Vextrémité  la  plus  éloignée  du  diamètre  qui  y  passe 
(fig.  39et4o). 

Le  point  A  peut  être  intérieur  ou  extérieur  au  cercle. 
Dans  les  deux  cas,  joignons-le  à  un  point  quelconque  E  de 
la  circonférence ,  et  menons  le  rayon  OE  ,  nous  aurons 
alors 

AO-h  0E>  AE, 

ou ,  en  remplaçant  OE  par  OC ,  qui  lui  est  égal ,  et  obser- 
vant que  AO  +  OC  n'est  autre  chose  que  AC , 

AC  >  AE. 

Théorème  V. 

53.  La  plus  petite  droite  que  Von  puisse  mener  entre 
une  circonférence  et  une  droite  extérieure  CD,  située 
dans  son  plan ,  est  la  partie  AB  de  la  perpendiculaire 
abaissée  du  centre  de  la  circonférence  sur  la  droite ,  in- 
terceptée entre  cette  droite  et  la  circonférence  (fig.  4i)- 
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Soit,  en  effet ,  GH  une  droite  diiTérente  de  AB,  menée 
d'un  point  quelconque  de  la  droite  CD  à  un  point  quel- 
conque de  la  circonférence  :  en  joignant  le  centre  O  aux 
deux  points  G  et  H ,  nous  aurons 

AO  <  OG  (n°  51)     et     OG  <  GH  -h  OH  (n°  5); 

d'où  il  résulte 

AO  <  GH  H-  OH ,     ou  bien     AB  -^  OB  <  GH  -f-  OH, 


AB  <  GH. 


et ,  par  conséquent , 

Donc,  etc. 

Théorème  VI. 

54.  Lorsque  deux  circonférences,  situées  dans  un 
même  plan  y  iiont  aucun  point  commun,  la  droite  la 
plus  couHe  que  Von  puisse  mener  d'un  point  de  l'une  à 
un  point  de  l'autre  est  la  plus  petite  des  distances  ^omp- 
téeSy  entre  un  point  de  la  première  et  un  point  de  la 
seconde,  sur  la  droite  qui  passe  parleur  centre  O  etl 
(fig.  ^n  et  43). 

Les  deux  circonférences  peuvent  être  extérieures  ou 
intérieures  Tune  à  l'autre. 

i**.  Si  elles  sont  extérieures  l'une  à  l'autre  (Jig*  4^)) 
soit  BC  U  plus  petite  des  portions  de  la  ligne  des  centres 
interceptées  entre  un  point  de  la  première  et  un  point  de 
la  seconde.  Joignons  un  point  quelconque  F  de  l'une  à 
un  point  quelconque  G  de  l'autre,  et  menons  les  rayons 
OF  et  IG.  Nous  aurons,  en  vertu  de  la  propriété  caracté- 
ristique de  la  ligne  droite , 

OB  -f-  BC  -h  IC  <  OF  ^-  FG  -h  IG; 

d'où  il  résulte 

BC  <  FG. 
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2**.  Si  les  deux  circonférences  sont  intérieures  l'une  à 
l'autre  (  fig*  43),  soit  AC  la  plus  petite  des  portions  de 
la  ligne  des  centres  interceptées  entre  un  point  de  la 
seconde  et  un  point  de  la  première.  Menons  de  Tune  à 
Tautre  une  droite  quelconque  EG ,  et  joignons  le  centre 
1  de  la  circonférence  intérieure  aux  deux  points  E  et 
G;  nous  aurons  alors  (n^  52),  quelle  que  soit  la  position 
deEG, 

IA<IE, 
et,  à  plus  forte  raison, 

lA  <  EG  -h  IG; 
d'où  l'on  déduit 

AC  <  EG. 

Théorème  VII. 

56.  Lorsque  deux  circonférences ,  situées  dans  un 
même  plan^  n* ont  aucun  point  commun,  la  droite  la 
plus  longue  que  Von  puisse  mener  d'un  point  de  Vune 
à  un  point  de  Vautre  est  la  plus  grande  des  distances 
comptées  y  entre  un  point  de  la  première  et  un  point  de  la 
seconde^  sur  la  droite  qui  passe  par  leurs  centres  O  etl 

(fig.  4  2  et  43). 

Les  deux  circonférences  peuvent  être  extérieures  ou 
intérieures  l'une  à  l'autre. 

I®.  Si  elles  sont  extérieures  l'une  à  Tautre  {fig^  4^)^ 
soit  AD  la  plus  grande  des  portions  de  la  ligne  des  centres 
interceptées  entre  un  point  de  la  première  et  un  point 
de  la  seconde.  En  joignant  un  point  quelconque  E  de 
Tune  à  un  point  quelconque  H  de  l'autre ,  et  menant  les 
deux  rayons  OE  et  OH ,  nous  aurons 

EO  4-014- IH>  EH, 
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OU,  eu  observant  que  EO  +  01  +  IH  est  égal  à  AD, 

AD  >  EH. 

a°.  Si  les  deux  circonférences  sont  intérieures  Tune  à 
Fautre  {fig-  43),  soit  BC  la  plus  grande  des  portions  de 
la  ligne  des  centres  interceptées  entre  un  point  de  la 
seconde  et  un  point  de  la  première.  Menons  de  Tune  à 
l'autre  une  droite  quelconque  GF ,  et  tirons  les  rayons 
OF  et  IG;  nous  aurons  alors,  quelle  que  soit  la  position 
de  GF, 

FO  -^OI-f-IG>FG; 
d'où  l'on  déduit 

BC  >  FG. 

§  m.  —  Des  cordes,  des  sécantes  et  des  tangentes. 

Th^rème  VIII. 

56.  Dans  un  cercle,  toute  corde  AD  (qui  ne  passe 
pas  par  le  centre)  est  plus  petite  que  le  diamètre  (fig.  44)- 

En  effet,  en  menant  le  diamètre  AB  et  le  rayon  OD, 
on  a 

AD<AO-f-OD, 

ou,  en  remplaçant  OD  par  OB ,  qui  lui  est  égal ,  et  ob- 
servant que  AO  +  OB  n'est  autre  chose  que  le  diamètre 
AB, 

AD  <  AB. 

Corollàihe.  —  La  plus  grande  droite  que  Von  puisse 
inscrire  dans  un  ceixle  est  un  diamètre. 

Théorème  IX. 

57.  Dans  un  même  cercle  ou  dans  des  cercles  égaux\ 
1^   deux  arcs  égaux  sont  sous-tendus  par   des  cordes 
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égales }  a°  de  deux  arcs  inégaux  y  moindres  quune  demi- 
circonférence  y  le  plus  grand  est  sous^tendu  par  une  plus 
grande  corde  (fig.  45). 

i^.  Soît  l'arc  AMC  égal  à  l'arc  A'M'C  Portons  le 
cercle  O'  sur  le  cercle  O  de  manière  que  les  centres  coïn- 
cident, et  que  le  diamètre  A'B'  tombe  sur  le  diamètre 
AB  5  alors  les  deux  circonférences  coïncideront  dans  toute 
leur  étendue,  et  ,  comme  l'arc  A'M'C  est  égal  à  l'arc 
AMC,  le  point  G  se  placera  sur  le  point  C,  et  par  con- 
séquent la  corde  A'C  couvrira  la  corde  AC.  Donc  ces 
deux  cordes  sont  égales. 

7P,  Soit  l'arc  AMD  plus  grand  que  Tare  A'M'C.  Pre- 
nons sur  le  premier  une  partie  AMC  égale  à  A'M'C, 
menons  la  corde  AC ,  et  tirons  les  rayons  OC  et  OD;  nous 
aurons  alors  (n^  28) 

AC-j-OD<AD-hOC; 

d'où  il  résulte,  en  ôtant  d'une  part  OC,  et  de  l'autre  OD, 
qui  lui  est  égal  ;, 

AC  <  AD. 

Mais ,  les  arcs  AMC  et  A'M'C  étant  égaux  entre  eux,  les 
cordes  AC  et  KG  seront  égales.  Donc  la  corde  KG  est 
plus  petite  que  la  corde  AD. 

Réciproque.  —  Dans  un  même  cercle  ou  dans  des 
cercles  égaux  y  i^  deux  cordes  égales  y  AC,  A'C,  sous- 
tendentdes  arcs  égaux;  ^Pde  deux  cordes  inégales  y  AD, 
A'C,  gui sous-tendent  des  arcs  moindres  qu'une  denurcir- 
conférence  y  la  plus  grande  AD  sous-tend  un  plus  grand 
arc  (fig.  45). 

Car,   1^.  si  Fon  avait 

AMC>  ou  <  A'M'C, 

il  en  résulterait,  d'après  la  proposition  directe, 

AC>  ou  <A'C'; 
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ce  qui  est  contre  l'hypothèse.  Donc  Tare  AMC  est  égal 
àrarcA'M'C. 
a^.  Si  Ton  avait 

AMD  =  A'M'C'  ou  AMD<A'M'C', 

il  en  résulterait 

AD  =  A'C'  ou  AD<A'C'; 

ce  qui  est  contre  l'hypothèse.  Donc  l'arc  AMD  est  plus 
grand  que  l'arc  A'M'C 

ScoLiE.  —  Nous  avons  supposé  les  arcs  inégaux 
AMD  et  A'M'C  moindres  que  la  demi-cîrconférence  :  s'ils 
étaient  plus  grands  que  la  demi-circonférence ,  la  pro- 
priété contraire  aurait  Heu,  c'est-à-dire  qnun  plus  grand 
arc  serait  sous-tendu  par  une  plus  petite  corde,  et  quune 
plus  grande  corde  sous-tendrait  un  plus  petit  arc» 

Théorème  X. 

58.  Dans  un  cercle ,  tout  rayon  OD,  perpendiculaire 
à  une  corde  AB,  rfiVwe  cette  corde  et  chacun  des  arcs, 
ADB  ,  AEB  ,  quelle  sous-tend  en  deux  parties  égales 

(fig.  46). 

Soit  C  le  point  où  le  rayon  OD  rencontre  la  corde  AB. 

Si  nous  menons  les  deux  rayons  O  A  et  OB,  ces  deux  rayons 
seront,  par  rapport  à  la  perpendiculaire  OC,  deux  obli- 
ques égales,  et  par  conséquent  s'écarteront  également 
du  pied  de  la  perpendiculaire  :  donc  AC  =  CB.  Si  nous 
menons  maintenant  les  deux  cordes  DA  et  DB  ,  ces  deux 
cordes  seront,  par  rapport  à  la  perpendiculaire  CD,  deux 
obliques ,  et ,  comme  elles  s'écartent  également  du  pied 
de  la  perpendiculaire ,  puisque  l'on  a  CA  =  CB  ,  elles 
seront  égales  entre  elles.  Or  nous  avons  démontré  (h*^  57) 
que ,  dans  un  même  cercle,  les  cordes  égales  sous-tcndcnt 
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des  arcs  égaux.  Donc  l'arc  AD  est  égal  à  l'arc  BD.  On 
démontrerait  de  même  que  le  prolongement  OE  de  OD 
partage  Tare  AEB  en  deux  parties  égales.  Donc,  etc. 

Réciproque.  —  Dans  un  cercle  ^  la  perpendiculaire 
élev^ée  sur  le  milieu  d'une  corde  passe  par  le  centre  et 
par  le  milieu  de  Varc  sous-tendu  par  cette  corde. 

Car  le  centre  et  le  milieu  de  l'arc  sont  deux  points  res- 
pectivement à  égale  distance  des  deux  extrémités  de  la 
corde ,  et  nous  avons  vu  (n^  33)  que  tout  point  également 
distant  des  deux  extrémités  d'une  droite  est  situé  sur  la 
perpendiculaire  élevée  par  le  milieu  de  cette  droite. 

Corollaire.  —  Le  centre  d'un  cercle,  le  milieu  d'une 
corde  et  le  milieu  de  l'arc  qu'elle  sous-tend  sont  trois  points 
situés  sur  une  même  perpendiculaire  à  la  corde.  Par  consé- 
quent, comme  deux  points  déterminent  la  position  d'une 
droite,  toute  droite  qui  passe  par  deux  de  ces  points 
passe  nécessairement  par  le  troisième  y  et  de  plus  est 
perpendiculaire' à  la  corde. 

ScoLiE  I.  — -  La  perpendiculaire  AC,  abaissée  de  Tune 
des  extrémités  d'un  arc  AD  ou  AE  sur  le  rayon  OD  ou 
OE,  qui  aboutit  à  l'autre  extrémité ,  et  limitée  au  point  A 
et  au  point  où  elle  rencontre  OD  ou  OE ,  se  nomme  le 
sinus  de  cet  arc  :  ainsi  le  sinus  d'un  arc  est  la  demi-corde 
de  l'arc  double. 

ScoLiE  II.  —  Lorsqu'un  rayon  OD  est  perpendiculaire 
sur  une  corde  AB,  la  partie  de  ce  rayon  comprise  entre 
celte  corde  et  l'arc  ADB  ou  AEB,  qu'elle  sous-tend ,  se 
norame^èche:  ainsi,  la  flèche  d'un  arc  est  la  droite  qui 
joint  le  milieu  de  cet  arc  au  milieu  de  la  corde  qui  le  sous- 
tend. 

Théorème  XL 

59.  Dans  un  même  cercle  ou  dans  des  cercles  égaux, 
1^  deux  cordes  égales^  AB,  CD,  sont  également  distantes 
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du  centre;  2^  de  deux  cordes  inégales,  AB,  CL,  la  plus 
petite,  AB,  est  la  plus  éloignée  du  centre  (fig.  47) • 

1®.  Soient  deux  cordes  égales,  AB,  CD.  Abaissons  du 
centre  O  sur  ces  deux  cordes  les  deux  perpendiculaires 
OGetOH ,  qui  seront  leurs  distances  respectives  au  centre, 
et  par  le  point  E ,  milieu  de  l'arc  AC ,  menons  le  dia- 
mètre EF.  Concevons  maintenant  la  figure  pliée  le  long 
de  ce  diamètre^  de  manière  que  la  demi-circonférence 
EABF  vienne  s'appliquer  sur  la  demi  -  circonférence 
ECDF.  Alors,  Tare  EA  étant  égal  à  l'arc  EC,  le  point  A 
tombera  sur  le  point  C,  et ,  les  deux  arcs  ABetCD  étant 
aussi  égaux  entre  eux ,  puisqu'ils  sont  sous-tendus  par  des 
cordes  égales ,  le  point  B  tombera  sur  le  point  D.  Par  con- 
séquent les  deux  cordes  coïncideront ,  et  le  point  G,  mi- 
lieu de  AB  (n°  58),  se  trouvera  sur  le  point  H ,  milieu  de 
CD.  Donc  la  distance  OG  est  égale  à  la  distance  OH. 

2^.  Soit  la  corde  CL  plus  grande  que  la  corde  AB,  et 
par  conséquent  l'arc  CNL  plus  grand  que  l'arc  AMB 
(n^  57,  récipr.).  Prenons  sur  Tare  CNL  une  partie  CND 
égale  à  AMB,  menons  la  corde  CD,  et  abaissons  du  centre 
O  les  perpendiculaires  OG,  OH,  OK ,  sur  les  trois  cordes 
AB,  CD,  CL.  Alors,  OK  étant  perpendiculaire  sur  la 
corde  CL ,  et  OH  la  rencontrant  en  un  point  I ,  OI  sera 
une  oblique.  On  aura  donc  (n^  31) 

OK  <  01, 

et,  à  plus  forte  raison , 

OK  <  OH. 

Mais  on  a,  d'après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  OH  =  OG. 
Donc  OK  est  plus  petit  que  OG. 

Réciproque.  — Dans  un  cercle  y  i"  deux  cordes  y  AB, 
CD,  également  éloignées  du  centre  y  sont  égales  ;  2"  de 
deux  cordes  y  AB,  CL,  inégalement  éloignées  du  centre  y 
la  plus  éloignée  y  AB ,  est  la  plus  petite  (fig.  47). 
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Car,  1°.  si  Ton  avait 

OG  >     ou     <  OH, 

il  en  résulterait ,  d'après  la  proposition  directe , 

AB  <     ou     >  CD; 

ce  qui  est  contre  Thypollièse.  Donc  OG  est  égal  à  OH. 
2**.  Si  l'on  avait 

OG  =  OK     ou     OG<aK, 

il  en  résulterait 

AB  =  CL     ou     AB>CL; 

ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse.  Donc  OG  est  plus  grand 
que  OK. 

Théorème  XIL 

60.  La  plus  petite  corde  que  Von  puisse  mener  à  un 
cercley  par  un  point  intérieur  H  (différent  du  centre),  est 
la  corde  CD  perpendiculaire  au  diamètre  AB  qui  passe 
par  ce  point  (fig.  48). 

En  effet,  menons  par  le  point  H  une  autre  corde  quel- 
conque EF,  et  soitOK  sa  distance  au  centre  5  nous  au- 
rons (n"  31) 

OK  <  OH, 

et,  par  con3équent  (u"  S9,  récipr,), 

EF  >  CD. 

Théorème  XIII. 

Cl .  Si  par  un  point  A,  intérieur  à  un  cercle  (et  diffé- 
rent du  centre),  on  mène  un  diamètre  BC  et  différentes 
cordes,  FD,  GE,  HR,  i*'  deux  cordes^  FD,  GE,  égale- 
ment inclinées  sur  le  diamètre  y  sont  égales^  2°  de  deux 
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cordes,  FD^  HK ,  inégalement  inclinées  sur  le  diamètre^ 
la  plus  inclinée,  FD,  est  la  plus  longue  (fig.  49) • 

1*^.  Soît  l'angle  CAD  égal  à  l'angle  -CAE.  Concevons 
que  la  figure  soit  pliée  le  long  du  diamètre  BC ,  de  ma- 
nière que  la  demi-circonférence  BGDC  vienne  se  placer 
sur  la  demi-cîrconférence  BFEC  5  comme  on  a 

CAD  =  CAE     et    BAG  =  BAF, 

AD  coïncidera  avec  AE,  et  AGavecAF.  Donc  la  corde 
FD  est  égale  à  la  corde  GE. 

a®.  Soît  l'angle  CAD  plus  petit  que  l'angle  CAK. 
Abaissons  du  centre  O  les  perpendiculaires  01  et  OL  sur 
les  deux  cordes  FD  et  HK*,  nous  aurons 

01  <  OL, 
et ,  par  conséquent , 

FD  >  HK. 

Réciproque.  — Si  par  un  point  A,  intérieur  à  un  cercle, 
on  mène  un  diamètre  BC  et  différentes  cordes,  FD ,  GE , 
HK ,  i^  deux  cordes  égales,  FD,  GE ,  sont  également  in- 
clinées sur  le  diamètre  ,•  2®  de  deux  cordes  inégales,  GE , 
HK ,  la  plus  longue,  GE ,  est  la  plus  inclinée  sur  le  dia- 
mètre (fig.  49)* 

Car,  1**.  si  l'on  avait 

CAD  >     ou     <  CAE, 

il  en  résulterait,  d'après  la  proposition  directe, 

FD  <     ou     >  GE; 

ce  qui  est  contre  l'hypothèse.  Donc 

CAD  =  CAE. 
2°.  Si  l'on  avait  . 

CAE  =  CAK     ou     CAE  >  CAK , 
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il  en  résulterait 

GE=rHK     ou     GE<HK; 

ce  qui  est  contradictoire  avec  l'hypothèse.  Donc  on  a 

CAE  <  CAK. 

Théorème  XIV. 

62.  Si  par  un  point  A,  extérieur  à  un  cercle ,  on 
mène  une  droite  AC  passant  par  le  centre  ^  et  différentes 
sécantes  y  AD,  AE,  AF,  qui  se  terminent  à  la  circonfé^ 
rence  y  i®  deux  sécantes ^  AD,  AE,  également  inclinées 
sur  le  duimèlre y  sont  égales  entre  elles;  a*'  de  deux  sé^ 
canteSy  AD,  AF,  inégalement  inclinées  sur  le  diamètre  y 
la  plus  inclinée  y  AD ,  est  la  plus  longue  (fig.  5o). 

i*'.  Soit  Tangle  CAD  égal  à  l'angle  CAE.  Plions  la 
figure  le  long  de  AC ,  de  manière  que  la  demi-circonfé- 
rence 6DC  s'applique  sur  la  demi-»circonférence  BEC^ 
comme  on  a 

CAD  =  CAE, 

AD  coïncidera  avec  AE.  Donc  on  a 

AD  =  AE. 

2**.  Soit  l'angle  CAD  plus  petit  que  l'angle  CAP.  Me- 
nons les  deux  rayons  OD  et  OF  \  nous  aurons  (n^  28) 

AF  +  OD  <  AD  -h  OF, 

et,  en  retranchant  d*une  part  OD,  et  de  l'autre  OF,  qui 
lui  est  égal ,  il  nous  viendra 

AF  <  AD. 

Réciproque. — Si  par  un  point  A ,  extérieur  à  un  cercle, 
on  mène  une  droite  AC  passant  par  le  centre,  et  diffé- 
rentes sécantes,  AD,  AE,  AF,  terminées  à  la  circonfè' 
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rencCf  \^  deux  sécantes  égales  y  AD,  AE,  sont  également 
inclinées  sur  le  diamètre;  ^^  de  deux  sécantes  inégales^ 
AE,  AF,  la  plus  longue ,  AE ,  est  la  plus  inclinée  sur  le 
diamètre  (fig.  5o). 

Même  démonstration  que  pour  la  réciproque  de  la 
proposition  précédente. 

Théorème  XV. 

63.  Dans  un  cercle,  deux  sécantes  parallèles,  AB, 
CD  ,  interceptent  sur  la  circonférence  des  arcs  égaux, 
EG,FH(fig.  5i). 

Menons  un  rayon  OK  perpendiculaire  sur  la  sécante 
CD  ;  il  sera  en  même  temps  perpendiculaire  sur  la  sécante 
AB  (n°37),  et  partagera  chacun  des  arcs  EKF  et  GKH  en 
deux  parties  égales  (n°  58).  On  aura  donc 

arc  EK  =  arc  FK ,         are  GK  =  arc  HK , 

d'où  il  résulte 

arc  EK  —  arc  GK  =  arc  FK  —  arc  HK , 
ou 

arc  EG  =  arc  FH. 

Réciproque.  —  Si,  dans  un  cercle,  deux  sécantes, 
AB ,  CD ,  interceptent  sur  la  circonférence  des  arcs 
égaux,  EG ,  FH ,   ces  deux   sécantes  sont  parallèles 

(fig.  5i). 

Menons  le  rayon  OK  perpendicidaîre  sur  AB  ;  nous 
aiurons  (n*^  58) 

arc  GK  =  arc  HK. 

Mais  on  a  déjà,  par  hypothèse, 

arcEG  =  arcFH. 

On  aura  donc ,  en  ajoutant  membre  à  membre , 

arcEK=:arcFK. 
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Or  le  rayon  OK,  partageant  l'arc  EKF  en  deux  parties 
égales,  est  perpendiculaire  sur  la  corde  EF  (n°58,  corolL\ 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  sur  la  sécante  CD.  Les  deux 
sécantes  AB  et  CD  sont  donc  perpendiculaires  sur  une 
même  droite  OK:  donc  elles  sont  parallèles. 

Théorème  XVI. 

64.  Dans  un  cercle  ^  toute  perpendiculaire  y  AB ,  menée 
à  V extrémité  d*un  rayon,  OC ,  est  tangente  à  la  cir- 
conférence (fig.  52). 

En  effet,  le  rayon  OC  étant  perpendiculaire  sur  AB  , 
toute  oblique  OD  est  plus  longue  que  le  rayon.  Par  con- 
séquent, tout  point  D  de  la  droite  AB,  différent  du  point 
C ,  étant  à  une  distance  du  cercle  plus  grande  que  le 
rayon,  se  trouve  hors  du  cercle.  Cette  droite  n'a  donc 
qu'un  seul  point  commun  avec  la  circonférence  :  donc  elle 
est  tangente. 

Réciproque.  —  Toute  droite ,  AB ,  tangente  à  une 
circonférence ,  est  perpendiculaire  à  l'extrémité  du 
rajon,  OC  ,  qui  aboutit  au  point  de  contact. 

En  effet,  tout  autre  point  de  la  tangente,  étant  situé 
hors  du  cercle,  est  plus  éloigné  du  centre  que  le  point  de 
contact.  Le  rayon  OC  est  donc  la  droite  la  plus  courte  que 
l'on  puisse  mener  entre  le  centre  et  la  tangente  :  donc  il 
est  perpendiculaire  sur  cette  tangente  {pP  31). 

Corollaire.  —  La  perpendiculaire  élevée  sur  une 
tangente  y  par  le  point  de  contact  y  passe  par  le  centre, 
et,  réciproquement,  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre 
sur  une  tangente  passe  par  le  point  de  contact^  car, 
d'après  ce  qui  vient  d'être  démontré,  le  centre  et  le  point 
de  tangence  déterminent  la  position  d'ime  droite  qui  est 
perpendiculaire  à  la  tangente ,  et  l'on  sait  que  ,  par  un 
point  pris  sur  une  droite  (n^  29)   ou  hors  d'une  droite 
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(n°  30) ,  on  ne  peut  mener  à  cette  droite  qu'une  perpen- 
diculaire. 

ScoLiK.  -^  Il  ne  peut  j  a\^oir,  en  chaque  point  d'une 
circonférence,  qiiiine  seule  tangente  ;  car  il  ne  peut 
être  mené  qu'une  perpendiculaire  à  Textrémité  du  rayon 
qui  aboutit  à  ce  point. 

Théorème  XVII. 

65.  Dans  un  cercle,  une  sécante  et  une  tangente 
parallèles,  AB,  CD,  interceptent  sur  la  circonférence  des 
arcs  égaux,  ER ,  FR  (fig.  53). 

Joignons  le  centre  O  au  point  de  tangence  R5  le  rayon 
OR  sera  perpendiculaire  sur  la  tangente  Ct)  (n^  64  , 
récipr.)^  et  par  conséquent  sur  sa  parallèle  AB  (n*^  37)* 
donc  il  partage  l'arc  ERF  en  deux  parties  égales  (n*'  58), 
ct  l'on  a 

arcEK  =  arcFK. 

Réciproque.  —  Si  une  sécante  AB  et  une  tangente 
CD  interceptent  sur  une  circonférence  des  arcs  égaux, 
ER  j  FR ,  cette  sécante  et  cette  tangente  sont  parai- 
lèles  (fig.  53). 

L'arc  ER  étant  égal  à  Tare  FR ,  le  rayon  OR ,  mené 
par  le  point  de  contact ,  sera  perpendiculaire  sur  la  corde 
EF  (n^  58,  corolL)^  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  sur  la 
sécante  AB.  Mais  il  est  déjà  perpendiculaire  sur  la  tan- 
gente CD  (n^64 ,  récipr.).  Donc  les  deux  droites  AB  et  CD, 
étant  perpendiculaires  sur  une  même  droite  OR,  sont 
parallèles. 

Théorème  XVIII. 

66.  Dans  un  cercle,  deux  tangentes  parallèles,  AB  , 
GH ,  interceptent  sur  la  ciivonférence  des  arcs  égaux, 
CER ,  CFR  (fig.  52). 
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En  effet. ,  si  Ton  mène  par  le  centre  O  une  droite  qui 
soit  perpendiculaire  sur  Tune  des  tangentes ,  cette  droite 
sera  aussi  perpendiculaire  sur  l'autre  (n^  37),  et  passera 
par  les  deux  points  de  contact  C  etK  (n°  64,  corolL). 
La  droite  CK,  qui  joint  les  points  de  contact,  est  donc 
un  diamètre  :  donc  elle  partage  la  circonférence  en  deux 
parties  égales  (n**  49) ,  et  l'on  a 

arc  CEK  =  arcCFK. 

Réciproque,  — Si  deux  tangentes,  AB,GH,  întercep* 
tent  sur  une  circonférence  des  arcs  égaux ,  CEK ,  GFK , 
ces  deux  tangentes  sont  parallèles  (fig.  Sa). 

Car,  la  circonférence  se  trouvant  partagée  en  deux 
parties  égales^  la  droite  CK  ,  qui  joint  les  points  de  tan- 
gcnce ,  est  un  diamètre,  sur  lequel  les  deux  tangentes  AB 
et  GH  sont  perpendiculaires  (n°  64,  récipr.):  donc  ces 
deux  tangentes  sont  parallèles  (n°  3S). 

§  IV.  —  Des  positions  relatives  de  deux  cereles  sitnés  dans  nn  néme 

plan. 

Théorème  XIX. 

67.  Lorsque  deux  circonférences  se  coupent ^^^  la  droite 
OO',  qui  joint  leurs  centres,  est  peiyendiculaire  sur  la 
droite  AB,  qui  joint  les  points  d'intersection ,  et  la  par- 
tage en  deux  parties  égales  (fig.  54). 

En  effet ,  les  deux  droites  OA  et  OB  sont  égales,  comme 
rayons  du  même  cercle  ^  par  conséquent  le  point  O  est  à 
égale  dislance  des  deux  extrémités  de  la  droite  AB.  Par 
une  raison  semblable,  le  point  O'  est  à  égale  distance  des 
mêmes  extrémités.  Donc  la  droite  00',  ayant  deux  de  ses 
points  respectivement  à  égale  dislance  des  deux  extré- 
mités de  la  droite  AB,  est  perpendiculaire  sur  le  milieu 
dé  cette  droite  (n°  33,  corolL).  Donc,  etc. 

5. 
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Réciproque.  —  Lorsque  deux  circonférences  se  cou- 
pent^ la  peijfendiculaire  élei^ée  sur  le  milieu  de  la  droite 
gui  joint  les  points  d* intersection  passe  par  les  centres 
des  deux  cercles  (fig.  54). 

Car  cette  droite  est  une  corde  commune  aux  deux  cer- 
cles, et  Ton  saît  (n**  58,  récipr,)  que,  dans  un  cercle, 
la  perpendiculaire  élevée  par  le  milieu  d*une  corde  passe 
par  le  centre. 

Théorème  XX. 

68.  Lorsque  deux  circonférences  ont  un  point  com- 
mun A  hors  de  la  droite  OCX  qui  joint  leurs  centres  ^  elles 
en  ont  un  autre  B  de  Vautre  côté  de  cette  droite,  et  par 
conséquent  sont  sécantes  (fig.  54). 

Abaissons  du  point  A  une  perpendiculaire  AC  sur  la 
droite  00',  prolongée  s'il  est  nécessaire;  prolongeons 
cette  perpendiculaire  d'une  quantité  CB  égale  à  elle- 
même,  et  joignons  chacun  des  points  A  et  B  aux  deux 
centres  O  et  O'.  Alors  la  droite  OO'  sera  perpendiculaire 
sur  le  milieu  de  AB,  et  nous  aurons  (n*^  33) 

OA  =  OB     et     O'A  =  O'B. 

Donc  les  deux  circonférences  dont  les  centres  sont  aux 
points  O  et  O',  et  qui  passent  par  le  point  A ,  passent  aussi 
par  le  point  B.  Donc  ces  deux  circonférences,  ayant  deux 
points  communs ,  sont  sécantes. 

Réciproque.  —  Lo^^sque  deux  circonférences  sont  sé- 
cantes,  l'un  des  points  d'intersection  est  d'un  côté  de 
la  droite  qui  joint  les  centres,  et  l'autre  est  de  l'autre  côté 
de  cette  droite. 

Car,  les  points  d'intersection  ne  pouvant  évidemment 
se  trouver  tous  les  deux  sur  la  ligne  des  centres ,  il  faudra 
nécessairement  que  l'un  de  ces  points  soit  situé  d'un  côté 
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de  celte  ligne,    et  alors,  d'après  la  proposition  directe, 
l'autre  sera  situé  du  côté  opposé. 

Théorème  XXI. 

69.  Lorsque  deux  circonférences  ont  un  point  com- 
mun sur  la  droite  qui  passe  par  leurs  centres,  elles  n*ont 
pas  d'autre  point  commun  que  celui-là ,  et  sont  par  con- 
séquent tangentes  (fig.  56  et  Sy). 

En  effet,  si  elles  avaient  un  second  point  commun,  ce 
point  serait  nécessairement  hors  de  la  ligne  des  centres , 
et  alors  elles  en  auraient  encore  un  troisième,  situé  de 
l'autre  côté  de  cette  ligne  (n*'  68).  Elles  auraient  donc 
trois  points  communs,  et  ne  formeraient  qu'une  seule  et 
même  circonférence  (n*'  50). 

Réciproque.  —  Lorsque  deux  circonférences  sont  tan- 
gentes ,  le  point  de  contact  ne  peut  se  trouver  que  sur 
la  droite  menée  par  les  centres. 

Car,  si  ces  deux  circonférences  avaient  un  point  com- 
mun hors  de  la  ligne  des  centres ,  elles  se  couperaient  et 
ne  seraient  plus  tangentes  (n^  68). 

Théorème  XXII. 

70.  Deux  cercles  y  OetO\  étant  situés  dans  un  même 
plan  y  1^  si  les  circonférences  sont  tout  à  fait  exté- 
rieures Vune  à  Vautie  (fig.  55),  la  distance  des  cen- 
tres est  plus  grande  que  la  somme  des  rayons^  2°  si  les 
circonférences  sont  tangentes  extérieurement  (fig.  56), 
la  distance  des  centres  est  égale  à  la  somme  des  rayons  ,* 
V^si  les  circonférences  sont  sécantes  (fig.  54 )?  Ici  distance 
des  centres  est  plus  petite  que  la  somme  des  rayons,  et 
en  métne  temps  plus  grande  que  leur  différence  ,•  4°  ^' 
les  circonférences  sont  tangentes  intérieurement  (^^»  67), 
la  distance  des  centres  est  égale  à  la  différence  des 
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rayons^  5°  si  les  circonférences  sont  tout  à  fait  inté^ 
rieures  l'une  à  l'autre  (fig.  58) ,  la  distance  des  centres 
est  plus  petite  que  la  différence  des  rayons. 

En  effet,  i**.  en  nommant  A  et  A'  les  points  d'intersec- 
tion respectifs  des  deux  circonférences  avec  la  droite  OO', 
qui  joint  leurs  centres  (/ig-  55),  nous  aurons 

00'  =  OA  -+-  O' A'  -h  A  A'  ; 
d'où  il  résulte 

OC  >  OA  H-  O'A'. 

2^.  Le  point  de  tangence  A  étant  toujours  situé  sur  la  li- 
gne des  centres  (n^69,  récipr,  ),  on  a  évidemment  (Jig'^6) 

00'  =  OA  -h  O'A. 

3^.  Les  points  d'intersection  étant  hors  de  la  droite  OO', 
qui  joint  les  centres  (n^  68 ,  récipr, y^  si  l'on  mène  à  l'un  de 
ces  points  les  rayons  OA  et  O'A  (fig>  54)  >  on  a  d'abord 

00'  <  OA  4-  O'A  ; 

et  ensuite,  en  supposant  le  rayon  OA  plus  grand  que  le 
rayon  O'A, 

00'  +  O'A  >  OA  ; 
d'où  il  résulte 

00'  >  OA  —  O'A. 

4^.  La  lignerdes  centres  devant  passer  par  le  point  de 
contact  A  (n*'  69 ,  récipr.)^  on  a  évidemment  (Jig.  5j) 

00'-hO'A  =  OA, 
d'où  il  résulte 

00'  =  OA  —  O'A. 

• 

5^.  En  menant  la  droite  OO'  (Jig.  58),  et  en  nom- 
mant A  et  A'  les  points  où  cette  droite  prolongée  ren- 
contre la  plus  grande  et  la  plus  petite  des  deux  circonfé- 
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rcnces ,  on  aura 

OO'  -4-  O'A'  <  OA  ; 

d'où  il  résulte 

00'  <  OA  —  O'A'. 

Réciproque.  —  7)eux  cercles  étant  situés  dans  un 
même  plan ,  i°  si  la  distance  des  centres  est  plus  grande 
que  la  somme  des  rayons,  les  deux  circonférences  sont 
tout  à  fait  extérieures  l'une  à  l'autre^  a**  si  la  distance 
des  centres  est  égale  à  la  sonune  des  rayons,  les  deux 
circonférences  sont  tangentes  extéiieurement  ;  3°  si 
la  distance  des  centres  est  plus  petite  que  la  somme 
des  rayons  y  et  en  même  temps  plus  grande  que  leur 
différence,  les  deux  circonférences  sont  sécantes  ;  4°  ^^ 
la  distance  des  centres  est  égale  à  la  différence  des 
rayons,  les  deux  circonférences  sont  tangentes  inténeu- 
rement  ^  5**  si  la  distance  des  centres  est  plus  petite  que 
la  différence  des  rayons,  les  deux  circonférences  sont 
tout  à  fait  intérieures  Vune  à  Vautre, 

En  représentant  par  D  la  distance  des  centres ,  par  W 
le  rayon  du  plus  grand  cercle ,  et  par  R'  le  rayon  du  plus 
petit,  si  l'on  a 

D>R4-R', 

les  deux  circonférences  sont  tout  à  fait  extérieures  Vune 
à  Vautre^  car,  si  cela  n'était  pas,  elles  seraient  tangentes 
extérieurement ,  et  alors  on  aurait,  d'après  la  proposi- 
lion  directe,  la  relation 

D  =  R  -f-  R', 

ce  qui  est  contre  l'hypothèse  \  ou  elles  seraient  sécantes , 
et  alors  on  aurait  les  deux  relations 

D<R-hR'     et     D>R4-R', 

dont  la  première  est  contraire  à  rhypolhèse  \  ou  bien  elles 
seraient  tangentes  intérieurement,  et  alors  on  aurait  la 
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relation 

D  =  R  —  R', 

ce  qui  est  contraire  à  Thypothèse;  ou  bien  enfin,  elles 
seraient  intérieures  Fune  à  l'autre ,  sans  avoir  aucun  point 
commun ,  et  alors  on  aurait  la  relation 

D  <  R  —  R', 

ce  qui  est  encore  contre  l'hypothèse.  Donc,  etc. 

Les  autres  parties  se  démontreraient  de  la  même 
manière. 

§  V.  —  De  la  nesnte  des  aigks. 

Théorème  XXIII. 

71 .  Dans  un  même  cercle  ou  dans  des  cercles  égaux  ^ 
deux  angles  égaux  y  AOB,  COD,  dont  le  sommet  est 
au  centre  y  interceptent  sur  la  circonférence  des  arcs 
égaux  y  AB,  CD  {fig>  Sg). 

On  pourra  toujours  placer  l'angle  COD  sur  l'angle  AOB: 
comme  ces  deux  angles  ont  leurs  côtés  égaux ,  le  point  C 
tombera  sur  le  point  A ,  et  le  point  D  sur  le  point  B.  Il  suit 
de  là  que  l'arc  CD  coïncidera  avec  l'arc  AB5  car,  s'il  en  était 
autrement ,  tous  les  points  de  l'arc  AB  ou  de  Tare  CD  ne 
seraient  pas  également  éloîgnés  du  centre,  ce  qui  est  con- 
traire à  la  définition  de  la  circonférence  (n^  45).  Donc  on  a 

arc  CD  =  arc  AB. 

Réciproque.  —  Dans  un  même  cercle  ou  dans  des  cer^ 
des  égaux  y  si  deux  angles  y  AOB,  COD,  dont  le  sommet 
est  au  centre  y  interceptent  sur  la  circonférence  des  arcs  y 
AB,  CD,  égaux  entre  eux  y  ces  angles  sont  égaux  (ûg.  Sg). 

Car,  si  Ton  porte  le  secteur  COD  sur  le  secteur  AOB, 
de  manière  que  l'arc  CD  coïncide  avec  l'arc  AB,  qui  lui 
est  égal,  comme  ces  deux  arcs  ont  le  même  centre,  il  est 
clair  que  les  rayons  OC  et  OD  tomberont  respectivement 
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sur  les  rayons  OA  et  OB,  et  que  par  conséquent  Tanglc 
COD  couvrira  Tangle  AOB.  Donc  on  a 

angle  COD=  angle  AOB. 

Corollaire.  ^  Si  Von  partage  en  un  certain  nombre 
de  parties  égales  un  angle  dont  le  sommet  est  au  centre 
d'un  cercle  y  F  arc  qui  lui  correspond  se  troui^e  partagé 
en  un  même  nombre  de  parties  égales^  et  réciproque- 
ment, si  Von  partage  en  un  certain  nombre  départies 
égales  Varc  correspondant  à  un  angle  au  centre,  cet 
angle  se  trouve  partagé  en  un  même  nombre  de  parties 
égales  par  les  rayons  qui  aboutissent  aux  points  de  divi- 
sion de  Varc. 

Théorème  XXIV. 

72.  Dans  un  même  cercle  ou  dans  des  cercles  égaux, 
deux  angles  au  centre,  AOB,  AOC ,  sont  entre  eux  dans 
le  même  rapport  que  les  arcs,  AB,  AC,  compris  entre 
leurs  côtés  (fig.  60). 

Supposons  que  le  plus  petit  angle  AOC  ait  été  place 
dans  le  plus  grand,  de  manière  à  ce  que  le  c6té  OA  soit 
commun  aux  deux  angles,  et  que,  m  désignant  un  nombre 
quelconque ,  aussi  grand  que  l'on  voudra ,  on]  ait  partagé 
lare  AB  en  m  parties  égales  ;  l'arc  AC  contiendra  un  cer- 
tain nombre  de  ces  parties ,  soit  exactement ,  soit  avec  un 
reste.  En  joignant  le  centre  O  à  tous  les  points  de  divi- 
sion de  l'arc  AB,  l'angle  AOB  se  trouvera  partagé  aussi 
en  m  parties  égales  (n*'  71),  et  il  est  visible  que,  quel 
que  soit  le  nombre  m ,  l'angle  AOC  contiendra  toujours 
autant  de  parties  de  l'angle  AOB  que  l'arc  AC  contiendra 
départies  de  l'arc  AB.  Donc  (n^  13)  on  a  la  proportion 

angle  AOB  :  angle  AOC  ::  arcAB  :  arcAC. 

ScoLiE.  —  Ce  qui  a  été  démontré  dans  les  deux  théo- 
rèmes précédents ,  relativement  aux  angles,  est  également 
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applicable  aux  secteurs  5  car  il  est  évident*  que  les  sec- 
teurs sont  égaux  lorsque  les  angles  le  sont ,  et  réciproque- 
ment. Donc  deux  secteurs  y  pris  dans  le  même  cercle  ou 
dans  des  cercles  égaux,  sont  proportionnels  aux  arcs 
qui  leur  sentent  de  bases. 

Théorème  XXV. 

73.  Un  angle  AOB,  ilont  le  sommet  est  au  centre  d'un 
cercle f  a  la  même  mesure  que  Varc  AB  compris  entre  ses 
côtés  (Jl\^.  61). 

Prolongeons  le  rayon  AO  jusqu'à  la  rencontre  de  la 
circonférence  en  un  point  G,  et  menoifis,  perpendiculai- 
rement au  diamètre  AC ,  un  second  diamètre  EF5  alors 
la  circonférence  se  trouvera  partagée  en  quatre  parties 
égales  (n**  71),  de  sorte  que  l'arc  AF  sera  égal  à  un  qua- 
drant. Cela  posé,  si  nous^comparons  l'angle  AOB  à  l'angle 
droit  AOF,  nous  aurons  (n^  72)  la  proportion 

angle  AOB  :  angle  AOF  ::  arcAB  :  arc  AF. 

Or,  l'angle  droit  AOF  étant  l'unité  des  arigles  n°  (19)^ 
il  est  tout  naturel  de  prendre  pour  unité  des  arcs  l'arc 
correspondant,  c'est-à-dire  le  quart  de  la  circonférence 
ou  le  quadran.  En  représentant  l'unité  des  angles  par  1**, 
et  l'unité  des  arcs  par  1*1 ,  on  aura  donc 

angle  AOB  :  1^  ::  arcAB  :  i*i. 

Donc  l'angle  AOB  se  compose  avec  l'unité  des  angles 
comme  l'arc  AB  se  compose  avec  l'unité  des  arcs  •,  ou ,  en 
d'autres  termes,  la  valeur  numérique  de  l'angle  AOB  est 
égale  à  la  valeur  numérique  de  l'arc  AB. 

Corollaire.  — Puisque  le  nombre  qui  exprime  la  va- 
leur d'un  arc  en  fonction  de  l'unité  des  arcs  est  le  même 
que  celui  qui  exprime  la  valeur  de  l'angle  correspondant 
c»  fonction  de  l'unité  des  angles ,  on  peut  ramener  la 
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mesure  ou  Vé\*aluation  numérique  des  angles  à  celle  des 
arcs,  et  prendre  pour  mesure  d'un  angle  Varc  compris 
entre  ses  côtés  et  décrit  de  son  sommet  comine  centre. 

ScoLiE  I.  — De  même  que  Ton  nomme  angles  complé- 
mentaires deux  angles  dont  la  somme  est  égale  à  un  droit, 
et  angles  supplémentaires  deux  angles  dont  la  somme 
équivaut  à  deux  droits  (n°  21 ,  scol,)^  de  même  on  appelle 
arcs  complémentaires  deux  ares  dont  la  somme  est  égale 
à  un  quadrant,  et  arcs  supplémentaires  deux  arcs  dont  la 
somme  équivaut  à  une  demi-circonférence. 

ScOLiE  II.  —  Pour  que  le  quadrant  puisse  servir  com- 
modément  à  la  mesure  des  arcs  ou  des  angles,  on  le  partage 
en  fractions.  Cette  division  se  fait  de  deux  manières.  Dans 
la  première,  qui  est  fort  ancienne,  on  partage  le  qua- 
drant ,  et  par  conséquent  aussi  l'angle  droit ,  en  90  par- 
ties égales,  que  l'on  nomme  degrés;  chaque  degré  se 
divise  en  60  parties  égales,  que  l'on  nomme  minutes  sexa- 
gésimales; et  chaque  minute  se  subdivise  en  60  parties 
égales,  que  l'on  nomme  secondes  sexagésimales.  Les 
degrés ,  minutes  et  secondes  se  désignent  respectivement 

par  les  caractères  **, ','•  ainsi  l'expression  25^i7'43"  re- 
présente un  arc  ou  un  angle  de  aS  degrés  17  minutes 
43  secondes.  Dans  la  nouvelle  division ,  on  partage  le 
quadrant  et  l'angle  droit  en  100  parties  égales,  appelées 
grades;  chaque  grade  se  divise  en  100  parties  égales,  que 
Ton  nomme  minutes  centésimales;  et  chaque  minute  se 
subdivise  en  100  parties  égales ,  que  l'on  appelle  secondes 
centésimales. 

Théorème  XXVI. 

74.    Tout  angle  inscrit,  BAC ,  a  pour  mesure  la  moitié 
de  rare  BC  compris  entre  ses  côtés  (fig.  62 ,  63  et  64). 
Nous  considérerons  trois  cas. 
1°.  Si  l'un  des  côtés,  AC ,  passe  par  le  centre  {fig*  62) » 
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menons  le  diamètre  EF  parallèlement  au  côté  AB ,  Tangle 
BAC  sera  égal  à  Tangle  FOC  (n^  40,  coroll.  I),  et  aura 
par  conséquent  pour  mesure  l'arc  PC  (n^  73,  corolL),  Or, 
les  deux  angles  FOC  et  AOE  étant  égaux  (n**  24),  l'arc  FC 
est  égal  à  l'arc  AE  (n**  71),  et  par  conséquent  égal  à  l'arc 
BF,  puisque  les  arcs  AE  et  BF  sont  égaux  comme  intei*- 
ceptés  entre  deux  cordes  parallèles  (n°  63).  L'arc  FC  est 
donc  la  moitié  de  l'arc  BC.  Donc  Taugle  BAC  a  pour  me- 
sure la  moitié  de  l'arc  BC. 

2°.  Si  le  centre  est  placé*  entre  les  deux  côtés  de  l'angle 
(fis-  ^^)'  ^^  menant  le  diamètre  AD,  nous  aurons  deux 
angles ,  BAD,  DAC ,  qui  auront  respectivement  pour  me- 
sure ,  d'après  ce  qui  vient  d'être  dit ,  la  moitié  de  l'arc 
BD  et  la  moitié  de  Tare  DC.  Donc  leur  somme  BAC  a 
pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  BD  plus  la  moitié  de  Tare 
DC,  c'est^-dire  la  moitié  de  l'arc  BC. 

3°.  Si  le  centre  est  situé  hors  de  l'angle  (j^g.  64),  en 
menant  le  diamètre  AD,  nous  aurons  deux  angles,  BAD, 
CAD  ,  qui  auront  respectivement  pour  mesure  la  moitié 
de  l'arc  BD  et  la  moitié  de  l'arc  CD.  Donc  l'angle  BAC, 
qui  est  leur  diilérence ,  a  pour  mesure  la  moitié  de  l'arc 
BD  moins  la  moitié  de  l'arc  CD,  c'est-à-dire  la  moitié  de 
l'arc  BC. 

Donc  tout  angle  inscrit  a  pour  mesure,  etc. 

Corollaire  I.  —  Tous  les  angles,  BAC ,  BDC ,  BEC , . . . 
(fig.  65),  inscrits  clans  le  même  segment  y  sont  égaux  y 
car  ils  ont  tous  pour  mesure  la  moitié  du  même  arc  BFC. 

Corollaire  II.  —  Tout  angle  BAC,  inscrit  dans  un 
demi-cercle  (fig.  66)^  est  un  angle  droit  ^  car  il  a  pour 
mesure  la  moitié  de  la  demi -circonférence  BDC ,  c'est-à- 
dire  le  quart  de  la  circonférence. 

Corollaire  III.  —  Tout  angle  BAC  ,  inscrit  dans  un 
segment  plus  grand  que  le  demi-cercle  (fig.  65),  e^f  un 
angle  aigu^  car  il  a  pour  mesure  la  moitié  de  Tare  BFC, 
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c'est-à-dire  un  arc  moînclre  que  le  quart  de  la  circonfé- 
rence. 

Corollaire  IV. — Tout  angle  BFC,  ùiscnt  dans  un  seg- 
ment plus  petit  quun  demi-cercle  (j^^.  65),  est  un  angle 
obtus;  car  il  a  pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  BDC, c'est-à- 
dire  un  arc  plus  grand  que  le  quart  de  la  circonférence. 

Théorème  XXVII. 

73.  Un  angle  BCD,  formé  par  une  tangente  et  une 
corde  y  a  pourmesure  la  moitié  de  l'arc  CD  compris  entre 
ses  côtés  (ûg.  67). 

En  effet,  si  nous  menons  par  le  point  de  contact  C  le 
diamètre  CE,  l'angle  BCD  sera  la  différence  des  deux  angles 
BCE  etDCE.  Or  l'angle  BCE,  étant  droit  (n^  64,  récipr.), 
a  pour  mesure  un  quadrant ,  c'est-à-dire  la  moitié  de  la 
demi-circonférence  CDE,  et  l'angle  inscrit  DCE  a  pour  me- 
sure la  moitié  de  l'arc  DE  (n°74).  Donc  l'angle  BCD  a  pour 
mesure  la  moitié  de  l'arc  CDE  moins  la  moitié  de  l'arc  DE, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  moitié  de  l'arc  CD. 

On  démontrerait,  par  un  raisonnement  semblable, 
que  Tangle  ACD  a  pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  CHD. 
Donc  tout  angle  formé  par  une  tangente  et  une  corde  a 
pour  mesure,  etc. 

Théorème  XXVIII. 

76.  L'angle  CAD,  formé  par  une  corde  AC  et  par  le 
prolongement  d'une  autre  corde  AB,  a  pour  mesure  la 
demi-somme  des  arcs  AC ,  AB,  sous-tendus  par  ces  deux 
cordes  (fig.  68). 

En  menant  au  point  A  la  tangente  FG ,  on  forme  deux 
angles,  DAG,  FAB,  égaux  comme  opposés  par  le  sommet; 
d'où  il  suit  que  l'angle  CAD  est  égal  à  la  somme  des  deux 
angles  GAG  et  BAF.  Or  l'angle  CAG  a  pour  mesure  la 
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moitié  de  l'arc  AC(n*'75),  et  Fangle  BAF  a  pour  me- 
sure la  moitié  de  l'arc  AB.  Donc  l'angle  CAD  a  pour  me- 
sure la  moitié  de  l'arc  AC  plus  la  moitié  de  l'arc  AB, 
c'est-à-dire  la  demi-somme  des  arcs  AC  et  AB. 

Théorème  XXIX. 

77.  L* angle  BAC ,  dont  le  sommet  est  placé  entre  le 
centre  et  la  circonférence ,  a  pour  mesure  la  moitié  de 
Varc  BC ,  compris  entre  ses  côtés,  plus  la  moitié  de  Varc 
DE,  compris  entre  leurs  prolongements  (fig.  69). 

En  effet ,  si  par  le  point  E  nous  menons  EF  parallèle  à 
CD,  nous  formerons  un  angle  BEF  égal  à  l'angle  BAC 
comme  correspondant.  Or  l'angle  BEF,  étant  inscrit,  a 
pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  BF  (n®  74),  c'est-à-dire  la 
moitié  de  l'arc  BC  plus  la  moitié  de  l'arc  CF.  Donc  l'angle 
BAC  a  aussi  pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  BC  plus  la 
moitié  de  l'arc  CF,  ou ,  en  observant  que  l'arc  CF  est  égal 
à  l'arc  DE  (n^  63),  la  moitié  de  l'arc  BC  plus  la  moitié  de 
l'arc  DE,  ou  bien  encore  la  demi-somme  des  arcs  BC  etDE. 

Théorème  XXX. 

78 .  Un  angle  BAC ,  fo  iirié  par  deux  sécantes,  ou  par 
une  sécante  et  une  tangente,  ou  par  deux  tangentes,  et 
dont  le  sommet  est  situé  hors  de  la  circonférence,  a  pour 
mesure  la  demi- différence  des  arcs  compris  entre  ses 
côtés  (fig.  70,  71  et  72). 

1°.  Si  l'angle  BAC  est  formé  par  deux  sécantes 
{fig*  70),  menons  EF  parallèle  à  AB  •,  nous  formerons 
ainsi  un  angle  FEC  égal  à  l'angle  BAC  comme  corres- 
pondant. Or  l'angle  FEC,  étant  inscrit,  a  pour  mesure  la 
moitié  de  l'arc  FC  (pP  74),  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
la  moitié  de  l'arc  BC  moins  la  moitié  de  l'angle  BF.  Donc 
l'angle  BAC  a  aussi  pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  J3G 
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moins  la  moitié  de  l'arc  BF,  ou,  en  observant  que  l'arc 
BF  est  égal  à  l'arc  DE  (n"  63),  la  moitié  de  l'arc  BC  moins 
la  moitié  de  Tare  DE,  c'est-à-dire  la  demi-différence  des 
arcs  BC  et  DE,  compris  entre  ses  côtés. 

2°.  Si  l'angle  BAC  est  formé  par  une  sécante  et  une 
tangente  {fig-  71)5  menons,  par  le  point  de  taugence  E, 
la  droite  EF  parallèle  *à  AB  ;  nous  formerons  ainsi  un 
angle  FEC  égal  à  l'angle  BAC  comme  correspondant.  Or 
l'angle  FEC,  étant  formé  par  une  tangente  et  une  corde, 
a  pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  FE,  ou,  ce  qui  est  la 
même  chose,  la  moitié  de  l'arc  BFE  moins  la  moitié  de 
l'arc  BF.  Donc  l'angle  BAC  a  aussi  pour  mesure  la  moitié 
de  l'arc  BFE  moins  la  moitié  de  l'arc  BF,  ou,  en  obser- 
vant que  l'arc  BF  est  égal  à  l'arc  DE ,  la  moitié  de  l'arc 
BFE  moins  la  moitié  de  l'arc  DE ,  c'est-à-dire  la  demi-diffé- 
rence des  arcs  BFE  et  DE,  compris  entre  ses  côtés. 

3®.  Enfin,  si  l'angle  BAC  est  formé  par  deux  tangentes 
ifië'  7^)î  lïienons,  par  le  point  de  tangence  E,  la  droite 
EF  parallèle  au  côté  AB  ;  nous  formerons  ainsi  un  angle 
FEC  égal  à  l'angle  BAC  comme  correspondant.  Oi' 
l'angle  FEC ,  formé  par  une  tangente  et  une  corde ,  a 
pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  FE  (pP  75),  ou  bien  la 
moitié  de  l'arc  DFE  moins  la  moitié  de  l'arc  DF.  Donc 
l'angle  BAC  a  aussi  pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  DFE 
moins  la  moitié  de  l'arc  DF,  ou ,  en  observant  que  l'arc 
DF  est  égal  à  l'arc  DHE  (n<^  65),  la  moitié  de  l'arc  DFE 
moins  la  moitié  de  l'arc  DHE,  c'est-à-dire  la  demi-diffé- 
rence des  arcs  DFE  et  DHE ,  compris  entre  ses  côtés. 

§  YI.  —  Questions  sur  la  ligne  droite ,  le  cercle  et  les  angles. 

Problème  I. 

79.  Par  un  point  O^  donné  sur  une  droite  AB,  élever 
une  perpendiculaire  à  cette  droite  (fig.  73). 
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Si  nous  supposons  qu'on  ait  pris,  à  partir  du  point  O, 
deux  distances ,  OC ,  OD,  égales  entre  elles ,  tout  point 
également  distant  des  deux  points  C  et  D  se  trouvera  sur 
la  perpendiculaire  demandée  (n°  33,  récipr.^.  Le  pro- 
blème sera  donc  résolu  dès  qu'on  aura  trouvé,  hors  de  la 
droite  AB,  un  point  également  distant  des  deux  points  C 
et  D ,  et  qu'on  aura  mené  une  droite  par  ce  point  et  par  le 
point  donné  O.  De  là  résulte  la  construction  suivante  : 

Prenons  sur  AB ,  de  part  et  d'autre  du  point  O ,  deux 
distances ,  OC ,  OD ,  égales  entre  elles  5  des  deux  points  C 
et  D  comme  centres,  et  d'un  rayon  quelconque,  mais 
plus  grand  que  la  moitié  de  CD,  décrivons  deux  arcs  de 
cercle  qui  se  coupent  en  un  point  E5  enfin ,  joignons  le 
point  E  au  point  O.  La  droite  OE  sera  la  perpendiculaire 
demandée. 

Problème  IL 

80.  D'un  point  O ,  pris  hors  d'une  droite  AB,  abaisser 
une  perpendiculaire  sur  cette  dix>ite  (fig.  74)- 

Soit  F  le  pied  de  la  perpendiculaire  cherchée.  Si  nous 
supposons  que  l'on  ait  pris  sur  AB  deux  points,  C  et.D, 
également  distants  du  point  F,  ces  deux  points  seront 
aussi  à  égale  distance  du  point  O  (n®  33),  et  tout  point 
également  éloigné  de  l'un  et  de  l'autre  sera  situé  sur  la 
perpendiculaire.  Il  nous  suffira  donc,  pour  résoudre  le 
problème  ,  de  chercher  un  point  qui  soit  à  égale  distance 
des  deux  points  C  et  D,  et  de  faire  passer  une  droite  par 
ce  point  et  par  le  point  donné  O.  De  là  résulte  la  construc- 
tion suivante  : 

Du  point  O  comme  centre,  et  d'un  rayon  suffisamment 
grand ,  décrivons  un  arc  de  cercle  qui  coupe  AB  en  deux 
points,  C  et  D.  De  ces  deux  points  comme  centres,  et 
d'un  rayon  plus  grand  que  la  moitié  de  CD,  décrivons 
deux  arcs  de  cercle  qui  se  coupent  en  un  point  E  5  joignons 
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enfin  le  point  E  au  point  O.  La  droite  OE  sera  la  perpen- 
diculaire demandée. 

Problème  III. 

8i .  Ele\>er  une  perpendiculaire  à  V extrémité  B  d^une 
droite  AB,  déteiminée  de  longueur  (ûg,  yS). 

Supposons  le  problème  résolu,  et  soit  BH  la  perpen- 
diculaire cherchée.  Si  nous  joignons  un  point  quelcon- 
que D  de  BH  à  un  point  quelconque  C  de  AB ,  Tangle 
droit  CBD  pourra  être  considéré  comme  un  angle  inscrit 
dans  un  demi-cercle  dont  le  diamètre  serait  CD ,  et  qui 
par  conséquent  aurait  pour  centre  le  milieu  de  CD.  Dç  là 
cette  construction  : 

Prenons  hors  de  la  droite  AB  un  point  quelconque  O  ; 
de  ce  point  comme  centre ,  et  du  rayon  OB  ,  décrivons 
une  circonférence  ]  menons  un  diamètre  par  le  point  C , 
ou  cette  circonférence  rencontre  AB  5  enfin ,  menons  une 
droite  BH  par  le  point  B  et  par  l'extrémité  D  de  ce  dia- 
mètre. La  droite  BH  sera  la  perpendiculaire  demandée. 

Problème  IV. 

82.  Par  un  point  C  ,  donné  hors  d'une  droite  AB , 
mener  une  parallèle  à  cette  droite  (  fig.  76). 

Supposons  le  problème  résolu ,  et  soit  CD  la  parallèle 
cherchée.  Si  nous  menons  une  transversale  quelcon- 
que CE,  les  deux  angles  AEC  et  ECD  seront  égaux  comme 
alternes-internes  (n°  40) ,  et ,  par  conséquent ,  les  deux 
arcs  CF  etEG,  décrits  des  points  E  et  C  comme  centres, 
avec  un  rayon  égal  à  CE*,  et  compris  entre  les  deux 
droites  AB  et  CD,  seront  égaux  (n**  71).  De  là  cette  con- 
struction : 

Menons  du  point  C  à  la  droite  AB  une  droite  quel- 
conque CE^  du  point  E  comme  centre ,  et  d'un  rayon  égal 
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à  EC,  décrivons  un  arc  CF,  qui  coupe  AB  au  point  F; 
du  point  C  comme  centre,  et  du  même  rayon,  décrivons 
un  arc  indéfini  FH'^  prenons  sur  l'arc  EH  une  partie 
égale  à  CF,  en  décrivant  du  point  E  comme  centre,  avec 
un  rayon  égal  à  la  corde  de  l'arc  CF,  un  petit  arc  qui 
coupe  EH  en  un  point  G  ;  enfin ,  faisons  passer  une 
droite  CD  par  les  deux  points  C  et  G.  Cette  droite  sera  la 
parallèle  demandée. 

Problème  V. 

83.  Mener  par  un  point  A,  pris  sur  une  droite  don^ 
née  AB,  une  seconde  droite  qui  fasse  a^ec  la  pj^emière 
un  angle  égala  un  angle  donné  C  (fig.  77), 

Du  sommet  C  comme  centre,  et  d'un  rayon  quelcon- 
que, décrivons  l'arc  DE,  terminé  aux  deux  côtés  de  l'an- 
gle ,  et  menons  la  corde  DE.  Du  point  donné  A  comme 
centre ,  et  du  même  rayon  ,  décrivons  l'arc  indéfini  GI  ; 
puis  du  point  G  comme  centre,  et  d'un  rayon  égal  à  la 
corde  DE ,  décrivons  un  arc  qui  coupe  en  H  l'arc  GI,  et 
joignons  le  point  H  au  point  A.  L'angle  BAH  sera  égal  à 
l'angle  donné  C  ;  car  les  deux  arcs  DE  et  GH,  ayant  des 
rayons  égaux  et  des  cordes  égales,  sont  égaux  (n^  57, 
récipr.)^  et,  par  conséquent,  les  .deux  angles  DCE  et 
BAH  le  sont  aussi  (n^  71,  récipr,). 

Problème  VI. 

84.  Par  un  point  D,  pm  hors  d'une  droite  donnée  AB 
mener  une  seconde  droite  qui  fasse  av^ec  la  première  un 
angle  égal  à  un  angle  donné  C  (fig.  78). 

Prenons  sur  AB  un  point  quelconque  E  ;  menons  par  ce 
point  une  droite  EF  qui  fasse  avec  AB  un  angle  BEF  égal 
à  l'angle  donné  C  (n^  83),  et,  par  le  point  donné  D, 
menons  DH  parallèle  à  EF.  La  ligne  DH  sera  la  droite 
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demandée;  car,  les  deux  angles  BHD  et  BEF  étant  égaux 
comme  correspondants  (n^  40,  corolL  I),  et  Fangle  BEF 
étant  égal,  par  construction,  à  l'angle  donné  C,  les  deux 
angles  C  et  BHD  sont  aussi  égaux  entre  eux. 

Problème  VII. 

85.  Partager  une  droite  donnée  AB  (déterminée  de 
grandeur)  en  deux  parties  égales  (fig.  79). 

Des  deux  points  A  et  B  comme  centres  ,  et  d'un  rayon 
plus  grand  que  la  moitié  de  AB,  décrivons  deux  arcs  de 
cercle  qui  se  coupent  en  deux  points  ,  C  ,  D,  et  joignons 
ces  deux  points  par  une  ligne  droite.  Cette  droite  partagera 
la  ligne  AB  en  deu^  parties  égales  -,  car,  ayant  deux  de  ses 
points,  C  et  D,  respectivement  à  égale  distance  des  deux 
points  A  et  B ,  elle  sera  perpendiculaire  sur  le  milieu 
de  AB  (n^  33,  corolL). 

Problème  VIII. 

86.  Partager  un  angle  donné  AOB  en  deux  parties 
égales  (fig.  80). 

Décrivons  du  point  O  comme  centre,  et  d'un  rayon 
quelconque ,  un  arc  de  cercle  qui  coupe  les  deux  côtés  de 
l'angle  en  deux  points ,  G  et  H.  De  ces  deux  points  comme 
centres,  et  d'un  rayon  plus  grand  que  la  moitié  de  la 
corde  GH,  décrivons  deux  autres  arcs  qui  se  coupent  en 
un  point  C ,  et  menons  la  droite  OC.  Cette  droite  par- 
tagera l'angle  AOB  en  deux  parties  égales  \  car,  étant  per- 
pendiculaire sur  la  corde  GH  (n**  33,  corolL  ) ,  elle  divi- 
sera Tare  sous-tendu  en  deux  parties  égales  (n°  58),  de 
sorte  que  Ton  aura 

arc  GD  =  arc  HD , 

et,  par  suite  (n^  71 ,  récipr.)  , 

AOD  =  BOD. 
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Problème  IX. 

87.  Troui^er  le  centre  d'un  cercle  ou  d'un  arc  donné 
(fig.38). 

Considérons  trois  points  quelconques,  A,  B,  G  ,  de  la 
circonférence 5  le  centre,  devant  être  également  distant 
de  ces  trois  points ,  doit  se  trouver  à  la  fois  sur  une  per- 
pendiculaire élevée  par  le  milieu  de  la  corde  AB  et  sur 
une  perpendiculaire  élevée  par  le  milieu  de  la  corde  BC 
(n**  33 ,  récipr.). 

Pour  résoudre  ce  problème,  il  faudra  donc  prendre 
trois  points  quelconques ,  A ,  B,  C ,  sur  la  circonférence 
donnée ,  tirer  les  deux  cordes  AB  et  BC ,  élever  par  le 
milieu  de  AB  une  perpendiculaire  DE ,  et  par  le  milieu 
de  BC  une  perpendiculaire  FG.  Le  centre  du  cercle  sera 
au  point  d'intersection  O  de  ces  deux  perpendiculaires.    • 

Problème  X. 

88.  Mener  une  tangente  à  un  cercle  par  un  point  A 
donné  sur  la  circonférence  (û^,  8i). 

En  observant  que  toute  tangente  à  un  cercle  est  per- 
pendiculaire à  l'extrémité  du  rayon  qui  aboutit  au  point 
de  contact  (n°  64,  lécipr.)^  on  voit  qu'il  suffira,  pour  ré- 
soudre ce  problème ,  d'élever  par  le  point  A  une  perpen- 
diculaire sur  le  rayon  OA. 

Si  le  rayon  OA'peut  être  prolongé ,  on  pourra  employer 
indifféremment  la  construction  du  n°  79  ou  celle  du 
n"  81 5  dans  le  cas  contraire,  il  faudra  nécessairement 
employer  celle  du  n°  81 .  Par  cette  dernière ,  on  trouvera 
BC  pour  la  tangente  demandée. 

Problème  XI. 

89.  Par  un  point  A,  donné  hors  d'un  ceîcle,  mener 
une  tangente  à  ce  cercle  (fig.  82). 
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Supposons  que  le  problème  soît  résolu,  cl  que  AB  soit 
la  tangente  demandée.  En  menant  le  rayon  OB  et  la  droite 
OA,  on  formera  un  angle  droit  OBA  (n°  64-,  récipr,)\ 
par  conséquent ,  si  Ton  décrit  une  circonférence  sur  OA 
comme  diamètre,  cette  circonférence  passera  par  le  point 
de  tangence  B.  Donc  le  point  B  est  à  l'intersection  de  la 
circonférence  proposée  et  d'une  circonférence  décrite  sur 
OA  comme  diamètre. 

Pour  résoudre  ce  problème ,  menons  donc  la  droite  OA , 
prenons  le  milieu  I  de  cette  droite  (n^  85),  et  de  ce  point  I 
comme'centre ,  avec  lA  pour  rayon,  décrivons  une  cir- 
conférence :  cette  circonférence  coupera  la  circonférence 
proposée  en  deux  points,  B,  C ,  et,  en  joignant  le  point  A 
à  chacun  de  ces  points,  nous  obtiendrons  deux  droites, 
AB,  AC ,  qui  seront  tangentes  au  cercle  donné. 

Il  est  facile  de  voir  que  ces  deux  tangentes  sont  égales 
entre  elles ^  car  OB  étant  égal  à  OC,  et  IB  égal  à  IC, 
la  droite  AO  est  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  BC 
(n*^  33,  corollJ)^  et,  par  conséquent,  le  point  A  est  égale- 
ment distant  des  deux  points  B  et  C. 

Problème  XII. 

90.  Décrire  sur  une  droite  AB,  donnée  de  grandeur, 
un  segment  capable  d'un  angle  donné  M,  c'est-à-dire 
un  segment  tel  que  tous  les  angles  inscrits  dans  ce  seg- 
ment soient  égaux  à  V angle  M  (fig.  83). 

Supposons  que  le  problème  soit  résolu,  et  que  ACB  soit 
le  segment  demandé.  Alors  l'angle  ACB  aura  pour  mesure 
la  moitié  de  l'arc  ADB,  compris  entre  ses  côtés  (n*'  74),  et , 
si  l'on  mène  par  le  point  B  une  tangente  EF,  cette  tan- 
gente fera  avec  AB  un  angle  ABE  qui  aura  aussi  pour  me- 
sure la  moitié  de  l'arc  ADB  (n°  75),  et  qui  sera^  par  consé- 
quent, égal  à  l'angle  donné  M. 
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Pour  résoudre  ce  problème ,  menons  donc  par  le  point 
B  une  droite  EF  qui  fasse  avec  AB  un  angle  ABE  égal  à 
l'angle  donné  M  (n°  83)  5  élevons  par  le  point  B  une  per- 
pendiculaire sur  EF  (n**  79),  et  par  le  point  G,  milieu  de 
la  droite  donnée  AB,  une  perpendiculaire  sur  cette  droite  5 
enfin  du  point  O,  intersection  de  ces  deux  perpendicu- 
laires ,  comme  centre ,  et  d'un  rayon  égal  à  OB ,  décri- 
vons une  circonférence.  Cette  circonférence  passera  par 
le  point  A;  car,  le  point  G  étant  le  milieu  de  AB,  le  point 
O  est  nécessairement  à  égale  distance  des  deux  points 
A  et  B  (n**  33),  De  plus  ^  elle  sera  tangente  à  la  dK)ite  EF 
(n^  64).  Donc  le  segment  ACB  sera  le  segment  demandé. 

D£    l'eQUERBE    et    DE    LA    FAUSSE    ^QUERBE. 

91 .  Nous  avons  vu  (n^*  79  el  80)  comment  on  mène  une 
perpendiculaire  à  une  droite ,  soit  par  un  point  pris  sur 
cette  droite,  soit  par  un  point  pris  au  dehors.  Mais, 
dans  la  pratique ,  on  se  sert  ordinairement  pour  cela  d'un 
instrument  ABC  {fig*  84)5  que  l'on  nomme  équerre.  Cet 
instrument  est  composé  de  deux  règles ,  AB,  BC ,  en  bois 
ou  en  cuivre,  qu'on  appelle  ses  côtés  ou  ses  branches , 
et  qui  sontiixées  invariablement  en  B,  de  manière  à  for- 
mer un  angle  droit  ^  intérieurement  et  extérieurement. 
Les  équerres  en  bois  sont  presque  toujours  pleines,  à 
l'exception  d'un  trou  pratiqué  pour  rendre  l'instrument 
plus  maniable.  Pour  mener  une  perpendiculaire  à  une 
droite  au  moyen  de  Téquerre,  on  couche  une  des  branches, 
AB,  le  long  de  la  ligne  donnée,  de  telle  sorte  que  Tun  des 
bords  de  l'autre  branche,  BC ,  passe  au.point  par  lequel  ou 
veut  mener  la  perpendiculaire ,  el  la  droite  tracée  le  long 
de  ce  bord  est  la  perpendiculaire  demandée. 

Pour  vérifia  une  équerre,  on  trace  sur  un  plan  une 
droite  EF  (/%.  85),  puis  on  place  Féquerre  sur  le  plan, 


pnEMIÈRE    PARTIE.    CHAPITRE    DEUXIEME.  87 

de  manière  que  Tune  des  branches,  BC ,  tombe  le  long  de 
EF,  et  l'on  tire  une  ligne  BH  le  long  de  l'autre  branche , 
AB5  on  retourne  ensuite  Téquerre,  en  la  plaçant  de  l'autre 
côté  de  BH  ,  de  manière  que  la  branche  BC  soit  toujours 
couchée  le  long  de  EF.  Si  l'équerre  est  juste,  la  branche 
AB  tombera  encore  le  long  de  BH. 

92.  hsi  fausse  équerre  ne  diffère  de  l'équerre  qu'en  ce 
que  les  deux  règles  AB  et  BC ,  au  lieu  d'être  fixées  invaria- 
blement en  B,  peuvent  tourner  sur  un  pivot,  de  manière 
à  former  entre  elles  tous  les  angles  possibles^  ces  deux 
règles  sont  d'ailleurs  assez  serrées  Uune  contre  l'autre 
pour  conserver  les  positions  respectives  qu'on  leur  donne. 
Cet  instrument  est  d'un  usage  très-commode  pour  mener^ 
par  un  point  piis  sur  une  droite  ou  hors  d'une  droite, 
une  seconde  droite  qui  fasse  auec  la  première  un  angle 
égala  un  angle  donné.  Si  l'on  veut,  par  exemple,  mener 
par  le  point  D  {fig^  86)  une  droite  qui  fasse  avec  EF 
un  angle  égal  à  l'angle  MON,  on  ajustera  la  fausse 
équerre  de  manière  que  les  deux  branches  AB  et  BC  s'ap- 
pliquent respectivement  le  long  des  côtés  de  l'angle 
donné,  ce  qui  s'appelle  relayer  l'angle,  puis  on  rappor- 
tera l'angle  en  plaçant  l'instrument  de  manière  que  l'une 
de  ses  branches  soit  couchée  le  long  de  EF  et  que  l'un  des 
bords  de  l'autre  branche  passe  par  le  point  D  :  la  droite 
GH,  tracée  le  long  de  ce  bord,  sera  la  droite  demandée. 

93.  Dans  la  pratique,  on  se  sert  ordinairement  d'une 
règle  et  d'une  équerre  pour  mener,  par  un  poiiît  donné 
D,  une  parallèle  à  une  droite  donnée  EF  {fig*  87).  Pour 
cela ,  on  couche  un  des  côtés,  AC,  de  l'instrument  le  long 
de  la  droite  donnée  EF,  et  Ton  applique  la  règle  MN contre 
un  second  côté,  AB  5  on  fait  ensuite  glisser,  l'équerre  le 
long  de  la  règle  jusqu'à  ce  que  le  bord  du  premier  côté , 
AC,  passe  par  le  point  donné  D,  et  la  droite  GH,  tracée 
le  long  de  ce  bord,  est  la  parallèle  demandée. 
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DU    RAPPORTEUB. 

94.  Le  rapporteur  est  le  plus  simple  des  instrumenls 
propres  à  mesurer  les  angles.  Il  consiste  dans  un  demi- 
cercle,  en  cuivre  ou  en  corne,  dont  la  circonférence, 
nommée  limbe  y  est  divisée  en  degrés.  Quand  l'instru- 
ment est  eu  cuivre  (Jîg^  88),  le  centre  est  indiqué  par 
une  petite  entaille,  et  deux  autres  petites  entailles,  E  et  F, 
laissent  voir  deux  points  de  la  droite  sur  laquelle  doit  être 
appliqué  son  diamètre.  Quand  le  rapporteur  est  en  corne , 
il  n'a  pas  besoin  de  ces  entailles;  car  alors  on  voit  le 
dessin  à  travers  son  épaisseur.  Lorsqu'on  veut  mesurer, 
avec  le  rapporteur,  un  angle  BOC  {fig^  88),  on  place  le 
rayon  de  l'instrument  sur  le  côté  OC,  de  sorte  que  le 
centre  coïncide  avec  le  sommet  O,  et  l'on  remarque  sur 
le  limbe  le  nombre  de  degrés  que  comprend  l'arc  DH  in- 
tercepté entre  les  deux  côtés  OB  et  OC  5  ce  nombre  indique 
la  mesure  de  l'angle. 

Il  est  facile  de  voir,  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  l'expli- 
quer, comment  le  rapporteur  peut  encore  servir  à  faire 
en  un  point  d'une  droite  donnée  un  angle  qui  soit  égal  à 
un  angle  donné. 
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CHAPITRE  TROISIÈME. 


DES  TRIANGLES  ET  DES  POLYGONES. 


§  I.  —  Définitions  et  notions  générales. 

95.  On  appelle  triangle  une  portion  de  plan  ABC 
{fig.  89)  circonscrite  par  trois  droites  qui  se  coupent 
deux  à  deux.  Les  points  d'intersection  A ,  B,  C,  se  nom- 
ment les  sommets  du  triangle,  et  les  droites  AB,  AG, 
BC ,  terminées  aux  sommets ,  en  sont  les  côtés.  Les  angles 
BAC ,  ABC ,  ACB,  formés  aux  sommets  par  les  extrémités 
des  côtés ,  sont  les  angles  du  triangle.  L'angle  A  est  dit 
opposé  au  côté  BC  et  compris  entre  les  deux  autres  côtés  \ 
les  angles  B  et  C  sont  dits  adjacents  au  côté  BC ,  et  réci- 
proquement le  côté  BC  est  dit  adjacent  aux  deux  angles 
B  et  C  ;  et  ainsi  des  autres. 

La  perpendiculaire  AD,  abaissée  de  Tun  des  sommets,  A , 
sur  le  côté  opposé,  BC ,  s'appelle  la  hauteur  àvL  triangle, 
et  le  côté  BC  prend  le  nom  de  base.  Un  côté  quelconque 
du  triangle  peut  être  pris  pour  base ,  et  à  chaque  base 
correspond  une  hauteur  généralement  différente.  Quoique 
chacun  des  trois  points  A ,  B ,  C ,  soit  un  sommet ,  cepen- 
dant on  nomme  plus  particulièrement  sommet  du  triangle 
le  sommet  de  l'angle  opposé  au  côté  que  l'on  considère 
comme  base. 

La  perpendiculaire  qui  représente  la  hauteur  peut 
tomber  au  dedans  du  triangle  {fig*  89),  ou  au  dehors 
(u/%*  9^)  5  ^^  peut  aussi  se  confondre  avec  l'un  des  côtés, 
ce   qui  a   lieu  lorsque  le  triangle  a  un   angle  droit  B 
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^fiS*  9^)5  ^^  î^®  ^*^^  choisît  pour  base  l'un  des  côlés'dc 
cet  angl<e. 

Un  triangle  qui  n'a  que  des  angles  aigus  {fig*  89)  se 
nomme  triangle  acutangle.  On  appelle  triangle  obtus^ 
angle  un  triangle  qui  a  un  angle  obtus  (y?gr«  90)  >  et  tout 
triangle  qui  a  un  angle  droit  {fig*  91)  est  dit  triangle 
rectangle.  Dans  un  triangle  rectangle  ABC ,  le  côté  AC , 
opposé  à  Tangle  droit,  s'appelle  hjpoténusey  et  les  deux 
autres  côtés  sont  dits  les  côtés  de  V angle  droit. 

On  nomme  triangle  scalène  un  triangle  dont  les  trois 
côtés  sont  inégaux  {^fig*  89).  On  nomme  triangle  isocèle 
un  triangle  dont  deux  côtés  sont  égaux  {fig*  92),  et  on 
appelle  triangle  équilatéral  un  triangle  dont  les  trois  côtés 
sont  égaux  {fig»  gS).  Un  triangle  dont  les  trois  angles 
sont  égaux  est  dit  équiangle. 

Dans  un  triangle  isocèle ,  le  nom  de  sommet  désigne 
toujours  le  point  d'intersection  des  deux  côtés  égaux  5  ces 
deux  côtés  s'appellent  côtés  latéraux^  et  l'on  nomme  base 
du  triangle  le  côté  opposé  au  sommet. 

96.  Un  quadrilatère  est  une  portion  de  plan  circon- 
scrite par  quatre  droites  qui  se  coupent  deux  à  deux 
ifiS'  9^  ^^  9^)'  ^^s  points  d'intersection  A  ,  B,  C ,  D, 
sont  les  sommets  du  quadrilatère ,  et  les  droites  AB  ,  BC , 
CD,  DA ,  terminées  aux  sommets ,  en  sont  les  côtés. 

Un  quadrilatère  est  cons^exe  lorsqu'il  n'a  que  des  angles 
saillants  {fig*  94)  9  et  un  quadrilatère  est  concasse  lors- 
qu'il a  un  angle  rentrant  (  fig,  gS). 

Parmi  les  quadrilatères  on  distingue  particulièrement: 

1^.  Le  parallélogramme  {fig*  96),  dont  les  côtés 
opposés  sont  parallèles  deux  à  deux  •, 

2°.  Le  rectangle  {fig,  97)  ,  qui  a  les  angles  droits, 
sans  avoir  les  côtés  égaux  \ 

3^.  Le  losange  (fig.  98),  qvû  a  les  côlcs  égaux,  sans 
avoir  les  angles  droits 5 
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4°.  Le  cairé  (  fig.  99),  qui  a  les  angles  droits  et  les 
côtés  égaux  ] 

5®.  Le  trapèze  {^fig>  100),  dont  deux  côtés  seulement 
sont  parallèles. 

Le  rectangle ,  le  losange  et  le  carré  ne  sont ,  comme 
nous  le  verrons  plus  tard ,  que  des  variétés  du  parallélo- 
gramme. 

La  droite  EF,  menée  perpendiculairement  entre  deux 
côtés  opposés,  AB,  CD,  d'un  parallélogramme  {^fig*  96), 
se  nomme  hauteur  du  parallélogramme,  et  chacun  de  ces 
côtés  s'appelle  base. 

Dans  un  trapèze ,  les  côtés  parallèles  ^  AB ,  Cl) 
{fiS'  ^^^)î  s'appellent  aussi  bases,  et  Ton  donne  le  nom 
de  hauteur  à  la  droite  EF  menée  perpendiculairement 
entre  les  deux  bases.  Les  deux  côtés  non  parallèles  se 
nomment  côtés  latéraux. 

Un  trapèze  est  dit  rectangle  lorsque  l'un  des  côtés 
latéraux  est  perpendiculaire  aux  bases ,  et  un  trapèze 
dont  les  deux  côtés  latéraux  sont  égaux    est  dit  isocèle. 

Dans  tout  quadrilatère  ABCD  (^fig»  94...  100},  mie 
droite  telle  que  AC ,  qui  joint  deux  sommets  opposés  , 
porte  le  nom  de  diagonale.  Il  est  évident  qu'un  quadri- 
latère convexe  a  toujours  deux  diagonales,  et  que  chacune 
de  ces  diagonales  le  divise  en  deux  triangles. 

97.  On  nomme  polygone  la  portion  de  plan  circon- 
scrite par  un  système  de  droites  qui  se  coupent  deux  à- 
deux  {Jig'  lOi  et.  102).  Les  portions  de  droites  AB,  BC,^ 
CD,...,  qui  limitent  le  polygone,  sont  les  cotés  de  ce 
polygone ,  et  leurs  points  d'intersection ,  A  ,  B ,  C , . . . , 
en  sont  les  sommets.  Les  angles  que  les  côtés  forment 
entre  eux  sont  les  angles  du  polygone ,  et  l'ensemble 
de  ces  côtés  forme  le  périmètre  ou  contour  de  ce  poly- 
gone. 

Un  polygone  est  coni^exe  lorsqu'il  n'a  que  des  angles 
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saillants  (,/îg".  loi)  ,  et  un  polygone  est  concai^e  lorsqu'il 
a  un  ou  plusieurs  angles  rentrants  {fig»  102}. 

Le  polygone  le  plus  simple  est  le  polygone  de  trois  côtés, 
ou  le  triangle;  après  le  triangle,  le  plus  simple  est  le 
quadrilatère.  Viennent  ensuite  le  pentagone^  qui  a  cinq 
côtés  ,  r  hexagone,  qui  en  a  six  ,  V  heptagone  y  qui  en  a 
sept,  r  octogone  y  qui  en  a  huit,  Vennéagoney  qui  en  a 
neuf,  le  décagone  y  qui  en  a  dix  ,  VendécagonCy  qui  en  a 
onze ,  et  le  dodécagoney  qui  en  a  douze.  Au  delà  de  douze 
côtés,  les  polygones  ne  reçoivent  plus  de  noms  particu- 
liers ,  excepté  celui  de  quinze  côtés,  que  l'on  nomme  pen- 
tédécagone. 

Dans  un  polygone  quelconque  ,  on  nomme  diagonales 
les  droites,  AC,  AD,  AE,...  (jftg*  xoi),  qui  joignent 
deux  à  deux  les  sommets  des  angles  non  adjacents  au 
même  côté. 

Parmi  les  diverses  manières  de  décomposer  un  polygone 
convexe  en  triangles  ,  la  plus  simple  consiste  à  mener  , 
par  l'un  des  sommets  A  (fig-  loi),  des  diagonales,  AC , 
AD,...,  à  tous  les  sonunets  opposés  :  le  polygone  se  trouve 
alors  partagé  en  autant  de  triangles ,  moins  deux,  qu'il  a 
de  côtés  ;  car  ,  si  Ton  prend  le  point  A  pour  sommet 
commun  de  tous  les  triangles  ,  on  voit  que  chaque  côté 
du  polygone  sert  de  hase  à  un  triangle ,  excepté  les 
deux  côtés  AB  et  AF,  qui  comprennent  l'angle  A. 

Les  polygones  concaves  (Jîg.  102)  sont  aussi  décom- 
posables  en  triangles^  car  on  peut  d'abord  les  décomposer 
en  polygones  convexes  ,  au  moyen  de  diagonales  menées 
intérieurement  par  les  sommets  des  angles  rentrants  , 
puis  décomposer ,  comme  il  vient  d'être  dit ,  ces  poly- 
gones convexes  en  triangles. 

Il  est  évident  que  deux  polygones  égaux  peuvent  tou- 
jours se  décomposer  en  un  même  nombre  de  triangles 
égaux ,  chacun  à  chacun  ,  et  assembles  de  la  même  ma- 
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nîère ,  et  que ,  réciproquement ,  deux  polygones  sont 
égaux  s'ils  peuvent  se  décomposer  en  un  même  nombre 
de  triangles  égaux,  chacun  à  chacun ,  et  assemblés  de 
la  même  manière.  Il  résulte  de  là  que  deux  polygones 
^aux  ont  tous  leurs  angles  égaux  chacun  à  chacun, 
ainsi  que  leurs  côtés  et  leurs  diagonales. 

98.  Un  polygone  qui  a  tous  ses  côtés  égaux  est  dit 
éqm'latéralj  et  un  polygone  est  dit  éqmangle  lorsqu'il 
a  tous  ses  angles  égaux. 

Deux  polygones,  d'un  même  nombre  de  côtés,  sont 
dits  équilatéraux  entre  eux  lorsqu'ils  ont  leurs  côtés 
^aux ,  chacun  à  chacun ,  et  assemblés  de  la  même  ma- 
nière; c'est-à-dire  lorsque,  en  suivant  leurs  contours 
dans  un  même  sens ,  le  premier  côté  de  Tun  est  égal  au 
premier  côté  de  l'autre ,  le  second  côté  de  l'un  au  second 
côté  de  l'autre,  et  ainsi  de  suite.  De  même  ,  deux  poly- 
gones sont  dits  équiangles  entre  eux  lorsqu'ils  ont  leurs 
angles  égaux,  chacun  à  chacun,  et  disposés  dans  le  même 
ordre. 

Un  polygone  ABCDE  {fig.  io3)  est  dit  inscrit  à  un 
cercle  lorsque  tous  ses  côtés  sont  des  cordes  du  cercle;  ré- 
ciproquement,  le  cercle  est  dit  circonscrit  au  polygone. 

Un  polygone  ABCDE  {fig*  io4)  est  dit  circonscrit  à 
un  cercle  lorsque  tous  ses  côtés  sont  tangents  au  cer- 
cle; réciproquement,  le  cercle  est  dit  inscrit  au  polygone. 

Un  polygone  est  dit  inscriptible  lorsqu'on  peut  lui  cir- 
conscrire un  cercle,  et  circonscriptible  lorsqu'on  peut  lui 
inscrire  un  cercle. 

On  dit  qu'un  polygone  A'B'CD'E'  est  inscrit  à  un  autre 
polygone  ABCDE  {fig*  io5)  lorsque  tous  les  sommets  du 
premier  sont  placés  sur  les  côtés  du  second,  et,  récipro- 
quement, le  second  polygone  est  dit  circonscrà  au  premier. 

99.  Une  figure  plane  est  dite  symétrique  lorsque 
tous  ses  sommets  sont  situés  deux  à  deux  à  égale  distance 
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d'une  certaine  droite  tracée  dans  son  plan ,  et  sur  une 
même  perpendiculaire  à  cette  droite;  telle  est  la  figure 
MABCD...  (Jig.  io6).  La  droite  MN  s'appelle  Vaxe  de 
symétrie. 

Deux  polygones,  ABCDE,  A'B'CTD'E' (/^.  107),  d'un 
même  nombre  de  côtés,  sont  dits  symétriques  entre  eux^ 
ou  simplement  J^mémyue^,  lorsque,  «ans  les  retourner, 
on  peut  les  placer  de  telle  sorte  que  leurs  sommets  cor- 
respondants, A  et  A',  B  et  B',  C  et  C,...,  soient  situés 
à  égale  distance  d'une  certaine  droite  MN ,  tracée  dans 
leur  plan ,  et  sur  une  même  perpendiculaire  à  cette 
droite.  Il  est  évident  que  deux  polygones  symétriques 
sont  toujours  égaux;  car ,  si  l'on  replie  la  partie  gau- 
che de  la  figure  suivant  l'axe  de  symétrie  MN ,  pour 
l'appliquer  sur  sa  partie  droite,  ces  deux  parties  coïn- 
cideront nécessairement  dans  toute  leur  étendue. 

§  IL  —  Dn  triangle. 
Théorème  I. 

100.  Dans  tout  triangle  ABC,  un  côté  quelconque, 
BC ,  est  plus  petit  que  la  somme  des  deux  autres  et  plus 
grand  que  leur  différence  (fig.  89). 

En  effet,  la  ligne  droite  étant  le  plus  court  chemin 
d'un  point  à  un  autre  ,  on  a 

BC  <AB  +  AC,         BC-f-AB>AC. 

Or,  en  retranchant  AB  des  deux  membres  de  la  seconde 
de  ces  inégalités ,  elle  devient 

BC>AC— AB. 
On  a  donc  en  même  temps 

BC<AC-4-AB     et     BC>AC— AB. 
Donc,  etc. 
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Théorème  II. 

101 .  La  somme  des  trois  angles  d'un  triangle  ABC 
est  égale  à  deux  angles  droits  (fig.  io8). 

Prolongeons  le  côté  BC  vers  D,  et,  par  le  point  C, 
menons  CE  parallèle  à  AB  ^  nous  aurons  (n*^  21 ,  corolL  ) 

■ 

BCA  +  ACE  -h  ECD  =  i^. 

Or  Tangle  ACE  est  égal  à  l'angle  BAC  comme  alterne- 
interne  ,  et  l'angle  ECD  est  égal  à  l'angle  ABC  comme 
correspondant.  On  aura  donc 

BCA  -4-  BAC  -+-  ABC  =  2*. 

Corollaire  I.  —  Tout  angle  d'un  triangle  est  le  sup^ 
plément  de  la  somme  des  -deux  autr^es. 

Corollaire  II.  —  Si  deux  angles  d^un  triangle  sont 
égaux  respectivement  à  deux  angles  d'un  autre  triangle  y 
le  troisième'  angle  de  l'un  est  aussi  égal  au  troisième 
angle  de  l'autre. 

Corollaire  III.  —  Un  triangle  ne  peut  ai^oirplus  d'un 
angle  droit,  et,  à  plus  forte  raison,  il  ne  peut  avoir  plus 
d'un  angle  obtus. 

Corollaire  IV.  —  Dans  un  triangle  rectangle,  les 
deux  angles  aigus  sont  complémentaires , 

Corollaire  V.  —  Dans  un  triangle  équiangle,  cha- 
que  angle  est  égal  au  tiers  de  deux  angles  droits  ou  aux 
deux  tiers  d 'un  angle  droit, 

Scolie.  —  Les  deux  angles  ECD  et  ACE  {fig,  io8) 
étant  respectivement  égaux  aux  deux  angles  ABC  et  BAC , 
on  voit  que  Y  angle  ACD,  formé  par  un  coté,  AC  ,  d'un 
triangle  ABC ,  et  par  le  prolongement  d'un  autre  côté, 
BC ,  est  égal  à  la  somme  des  deux  angles  intérieurs 
opposés,  A  et  B. 
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Théorème  III. 

102,  Lorsque  deux  triangles,  ABC,  A'B'C,  ont  un 
angle  égal,  A=A',  compris  entre  deux  côtés,  AB  et 
AC,  A'B'  et  A'C,  égaux  chacun  à  chacun  ^  ces  deux 
triangles  sont  égaux  (fig.  109).' 

Portons  le  triangle  A'B'C  sur  le  triangle  ABC ,  en  fai- 
sant coïncider  le  côté  A'B'  avec  le  côté  AB ,  qui  lui  est 
égal.  Alors,  le  point  A'  étant  sur  le  point  A,  et  l'angle 
B'A'C  étant  égal  à  l'angle  BAC  ,  le  côté  A'C  prendra  la 
direction  AC  ;  par  conséquent,  puisque  A'C  est  égal  à  AC , 
le  point  C  tombera  sur  le  point  C.  Or,  le  point  B'  étant 
sur  le  point  B ,  et  le  point  C  sur  le  point  C ,  le  côté  B'C 
couvrira  exactement  le  côté  BC.  Donc  les  deux  triangles 
coïncideront  dans  toute  leur  étendue  :  donc  ils  sont 
égaux. 

Corollaire.  —  Deux  triangles  rectangles  sont  égaux 
lorsqu'ils  ont  les  deux  côtés  de  l'angle  droit  égaux  cha- 
cun à  chacun^  car ,  tous  les  angles  droits  étant  égaux  entre 
eux ,  ils  ont  un  angle  égal  compris  entre  deux  côtés  égaux 
chacun  à  chacun. 

.  ScoLiE.  —  Un  triangle  est  déterminé  par  deux  côtés 
el  l'angle  qu'ils  comprennent. 

Théorème  IV. 

103.  Lorsque  deux  triangles,  ABC ,  A'B'C,  ont  un 
côté  égal,  BC  =  B'C,  adjacent  à  deux  angles,  B  etC, 
B'  et  C,  égaux  chacun  à  chacun,  ces  deux  triangles  sont 
égaux  (fig.  109). 

Portons  le  triangle  A'B'C  sur  le  triangle  ABC,  en  ap- 
pliquant le  côté  B'C  sur  le  côté  BC,  qui  lui  est  égal ,  de 
manière  que  le  point  B'  se  trouve  sur  le  point  B,  et  le 
point  Csur  le  point  C.  Alors,  l'angle  A'B'C  étant  égal 
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à  l'angle  ABC ,  le  côté  B'A'  se  placera  sur  le  côté  BA  ,  et, 
par  conséquent,  le  point  A'  tombera  sur  quelque  point 
de  BA.  De  même,  l'angle  A'CB'  étant  égal  à  l'angle 
ACB,  le  côté  C A'  se  placera  sur  le  côté  CA ,  et ,  par  con- 
séquent, le  point  A'  tombera  sur  quelque  point  de  CA. 
Or  le  point  A',  devant  se  trouver  à  la  fois  sur  le  côté  BA 
et  sur  le  côté  CA  ,  coïncidera  nécessairement  avec  l^ur 
point  d'intersection  A.  Donc  les  deux  triangles  coïnci- 
deront dans  toute  leur  étendue  :  donc  ils  s'ont  égaux. 

Corollaire.  —  Deux  triangles  rectangles  sont  égaux 
lorsqu'ils  ont  Vhypoténuse  égale  et  un  angle  aigu  égal, 
ou  bien  lorsqu'ils  ont  un  côté  de  l'angle  droit  égal,  as^ec 
Vangle  aigu  adjacent  ou  l'angle  aigu  opposé^  car , 
les  deux  angles  aigus  d'un  triangle  rectangle  étant  com- 
plémentaires (n*^  101,  corolL  IV),  les  deux  triangles 
proposés  sont  équiangles  entre  eux ,  et  ont  nécessaire- 
ment un  côté  égal  adjacent  à  deux  angles  égaux  cbacun 
à  chacun. 

ScoLiE.  —  Un  triangle  est  déterminé  par  un  côté  et 
les  deux  angles  adjacents ,  ou  ,  plus  généralement,  par  un 
côté  et  d^ux  angles  dont  la  position  est  donnée ,  puisque 
la  connaissance  de  deux  angles  d'un  triangle  suffit  tou- 
jours pour  faire  connaître  le  troisième. 

Théorème  V. 

104.  Lorsque  deux  triangles,  ABC ,  A'B'C,  ont  deux 
côtés  égaux  chacun  à  chacun,  AB=A'B',  AC=A'C', 
ainsi  que  l'angle  opposé  à  l'un  d'eux  C  =  C,  si  l'angle 
opposé  à  l'autre  est  de  même  espèce  dans  les  deux  trian- 
gles, ces  deux  triangles  sont  égaux  (fig.  109). 

Supposons ,  pour  fixer  les  idées ,  que  les  angles  B  et  B' 
^x>ient  aigus.  Abaissons  ,  du  sommet  A  du  triangle  ABC , 
une  perpendiculaire  AD  sur  le  côté  opposé  BC  -,  prenons 
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sur  ce  côté ,  à  partir  du  point  D,  une  distance  DF  égale 
à  DB,  et  menons  Toblique  AF.  Portons  maintenant  le 
triangle  A'B'C  sur  le  triangle  ABC,  en  appliquant  le  côté 
A'C  sur  le  côté  AC ,  qui  lui  est  égal ,  de  manière  que  le 
point  A'  soit  sur  le  point  A  et  le  point  C  sur  le  point  C. 
Alors ,  comme  Tangle  C  est  égal  à  l'angle  C  ,  le  côté  C'B' 
prendra  la  direction  CB  ,  et,  par  conséquent,  le  point  B' 
tombera  sur  quelque  point  de  CB.  Or,  le  point  A'  étant 
sur  le  point  A ,  et  le  point  B'  devant  se  trouver  sur  CB  , 
il  faudra  nécessairement  que  le  côté  A'B',  qui  est  égal  au 
côté  AB,  s'applique  sur  Tune  des  deux  obliques  AB  et  AF, 
également  écartées  du  pied  de  la  perpendiculaire  AD. 
Mais  ,  Tangle  A'B'C  étant  aigu  par  hypothèse ,  tandis  que 
l'angle  AFC,  qm  est  égal  «^  la  sonunedes  deux  angles  ADF 
et  DAF  (n^  101,  scol.)^  est  nécessairement  obtus,  le  côté 
A'B'  ne  saurait  tomber  sur  AF.  Il  ne  pourra  donc  prendre 
que  la  position  AB,  et,  par  conséquent,  le  point  B' 
tombera  sur  le  point  B.  On  voit  ainsi  que  les  deux  trian- 
gles coïncideront  dans  toute  leur  étendue  :  donc  ils  sont 
égaux. 

Corollaire.  —  Deux  triangles  rectangles  sont  égaua: 
lorsqu'ils  ont  l'hypoténuse  égale  et  un  côté  de  Vangle 
dix>it  égal;  car  ils  ont  alors  deux  côtés  égaux  chacun 
à  chacun^,  ainsi  que  l'angle  opposé  à  l'un  d'eux,  et 
l'angle  opposé  à  l'autre,  qui  est  nécessairement  aigu 
(n*^  101,  coroll.  III),  est  de  même  espèce  dans  les  deux 
triangles. 

ScoLiE.  —  Un  triangle  est  déterminé  par  deux  côtés 
et  l'angle  opposé  à  l'un  d'eux,  pourvu  que  Ton  connaisse 
l'espèce  de  l'angle  opposé  à  l'autre. 

Théorème  VI. 
lOS.  Lorsque  deux  triangles ^  ABC,  A'B'C,  ont  leurs 
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trois  côtés  égaux  chacun  à  chacun,  AB  =  A'B'  AC=A'C' 
BC  =  FC,  ces  deux  triangles  sont  égaux  (flg.  no) 

Après  avoir  renversé  le  triangle  A'B'C,  appliquons  le 
côté  B'C  sur  le  côté  BC,  qui  lui  est  égal,  de  manière 
que  le  triangle  A'B'C  prenne  la  position  A'BC ,  et  menons 
AA'.   Puisque  l'on  a,  par  hypothèse, 

BA=:rBA'     et     CA=CA', 

la  droite  BC  sera  perpendiculaire  sur  le  milieu  D  de  AA' 
(nO  33,  corolLy  Par  conséquent,  si  nous  supposons 
maintenant  que  le  triangle  A'BG  tourne  autour  de  BC  , 
comme  sur  une  charnière,  pour  se  rabattre  sur  le  triangle 
ABC,  la  droite  DA'  s'appliquera  sur  la  droite  DA,  et  le 
point  A'  tombera  sur  le  point  A.  11  résulte  de  là  que  le 
côté  A'B  couvrira  le  côté  AB,  que  le  côté  A'C  couvrira 
le  côté  AC  ,  et  que  ,  par  conséquent,  les  deux  triangles 
coïncideront  dans  toute  leur  étendue:  donc  ces  deux 
triangles  sont  égaux. 

ScoLiE.  —  Un  triangle  est  déterminé  par  ses  trois  côtés. 

Théorème  VII. 

106.  Si  deux  côtés,  AB,  AC,  d'un  triangle  ABC  sont 
respecu^ement  égaux  à  deux  côtés,  A'B',  A'C  d'un 
autre  triangle  A'B'C,  et  si  d'ailleurs  l'angle  BAC ,  com- 
pris entre  les  deux  côtés  du  premier,  est  plus  grand 
çue  l'angle  B'A'C,  compris  entre  les  deux  côtés  du 
second,  le  troisième  côté,  BC,  du  premier  est  plus  grand 
que  le  troisième  côté,  B'C,  du  second  (fîg.  m  n^, 
et  1x3). 

Plaçons  le  triangle  A'B'C  sur  le  triangle  ABC  ,  en  fai- 
sant coïncider  le  côté  A'B'  avec  le  côté  AB ,  qui  lui  est 
égal,  de  manière  que  le  point  A'  soit  sur  le  point  A  et  le 
point  B'  sur  le  point  B.  Alors ,  l'angle  A  étant  plus  grand 
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que  l'angle  A',  le  côté  A'C  prendra  une  direction  inté- 
rieure au  triangle  ABC ,  et  le  point  C  tombera  sur  un 
point  C\  situé  hors  du  triangle  ABC  (fig.  m),  ou  sur 
le  côté  BC  (fig.  lia),  ou  dans  l'intérieur  du  triangle 

(fig.  ii3). 

1°.    Si  le  point  C  est  situé  hors  du  triangle  ABC  , 

(fig.  m),  nous  aurons  (n^  28) 

BC4-Ae'>AC4-BC'^ 

d'DÙ  il  résulte,  en  ôtant,  d'une  part,  AC,  et,  de  l'autre, 
AC ,    qui  lui  est  égal , 

BC>BC'^     ou     BC>B'C. 

a«.  Si  le  pointe  est  sur  le  côté  BC  {fig.  112),  nous 
aurons  évidemment 

BC>BC"    ou     BC>B'C'. 

3<>.  Si  le  point  C  est  situé  en  dedans  du  triangle  ABC 
(fig.  II 3),  nous  aurons  (n^27) 

BC  H- AC>BC"  -h  AC"  ; 

d'où  il  résulte  ,  en  retranchant,  d'une  part ,  AC,et,de 
l'autre ,  AC%  qui  lui  est  égal , 

BC>BC"     ou     BC>B'C'. 

Donc,  etc. 

Réciproque.  —  Si  deux  côtés,  AB,  AC,  d'un  triangle 
ABC  sont  respectivement  égaux  à  deux  côtés  y  A'B', 
A'C,  d'un  autre  triangle  ATS'C,  et  si  d'ailleurs  le  troi- 
sième côté,  BC,  du  premier  est  plus  grand  que  le  troisième 
côté,  VC\  du  second,  l'angle  BAC ,  opposé  au  côté  BC  du 
premier,  est  plus  grand  que  l'angle  KA'C,  opposé  au 
côté  TXC  du  second  (fig.  m,  iia  et  ii3). 

Car,  si  Vangle  A  n'était  pas  plus  grand  que  l'angle  A\ 
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on  aurait 

À  =  A'     ou     A<A'. 

Mais,  si  Tangle  A  était  égal  à  Tangle  A',  les  deux  triangles 
ABC  et  A'B'C  seraient  égaux  (n°  102),  et,  par  conséquent, 
le  côté  B'C  serait  égal  au  côté  BC ,  ce  qui  est  contre  l'ky- 
pothèse  ;  et,  si  Fangle  A  était  plus  petit  que  l'angle  A', 
le  côté  BC  «erait,  d'après  la  proposition  directe,  plus 
petit  que  le  côté  B'C,  ce  qui  est  encore  contre  Thypotlièse. 
Donc  l'angle  A  est  plus  grand  que  l'angle  A'. 

Théorème  VIII. 

107.  Deux  triangles,  ABC ,  A'B'C,  qui  ont  leurs  côtés 
parallèles»  ou  perpendiculaires  y  chacun]  à  chacun,  sont 
équiangles  entre  eux  (fig.  ii4  et  ii5). 

En  supposant  que  les  côtés  AB',  A'C,  B'C,  du  second 
triangle  soieiUr  respectivement  parallèles  ou  perpendicu- 
laires aux  côtés  AB^  AC ,  BC ,  du  premier ,  les  trois  angles 
A',  B',  C,  seront  respectivement  égaux  aux  trois  angles 
A ,  B,  C ,  ou  bien  seront  leurs  suppléments  (n°^  43  et  44). 
Or  on  ne  peut  pas  admettre  que  A'  soit  le  supplément  de 
A,  B'  le  supplément  de  B,  et  C  le  supplément  de  C  5  car 
il  en  résulterait 

A-hA'-hB4-B'4-C-f-C'=6d; 

ce  qui  est  absurde  (n°  101).  On  ne  peut  pas  admettre  non 
plus  que  deux  angles  du  second  triangle ,  par  exemple 
A'  et  B',  soient  les  suppléments  de  leurs  correspondants, 
A  et  B,*du  premier  5  car  on  aurait  alors 

A-hA'-f-B-f-B'  =  4^ 

ce  qui  est  également  absurde.  Il  faut  donc  que  les  deux 
triangles  aient  au  moins  deux  angles  égaux  chacun  à 
chacun,  e^Ton  sait  que,  dans  ce  cas,  le  troisième  angle  de 
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l'un  est  nécessairement  égal  au  troisième  angle  de  l'autre 
(n°  101,  corolL  II).  Donc,  etc. 

ScoLiE.  —  Les  côtés  opposés  aux  angles  égaux  sont 
ceux  qui  sont  parallèles  ou  perpendiculaires  entre  eux. 

Théorème  IX. 

108.  Dans  un  triangle  isocèle  ABC,  la  ^droite  AD, 
menée  du  sommet  au  milieu  de  la  base  y  est  perpendicu- 
laire à  cette  base,  et  partage  l'angle  A  du  sommet  en 
deux  parties  égales  (fîg.  92). 

En  effet,  les  deux  triangles  ABD  et  ADC,  ayant  leurs 
trois  côtés  égaux  chacun  à  chacun,  sont  égaux  (n°  105): 
donc  Tangle  ADB  est  égal  à  l'angle  ADC ,  et  Fatigle  BAD 
égal  à  l'angle  CAD. 

Réciproque.  —  Si  une  droite  AD  est  perpendiculaire 
sur  un  des  côtés  d\in  triangle  ABC ,  et  quelle  dii^ise 
V  angle  opposé  A  en  deux  parties  égales  y  elle  passe  par 
le  milieu  de  ce  côtéy  et  le  triangle  est  isocèle  (fîg.  92). 

Car  les  deux  triangles  rectangles  ADB  et  ADC,  ayant 
un  angle  aigu  égal  et  un  côté  de  l'angle  droit  égal ,  sont 
égaux  (n°  103,  corolL),  On  a  donc 

BD=:DC     et     AB  =  AC. 

Corollaire.  —  Dans  un  triangle  isocèle,  la  perpen- 
dicidmre  abaissée  du  sommet  sur  la  base  passe  par  le 
milieu  de  cette  base  y  et,  réciproquement,  la  perpendicu-- 
luire  élevée  sur  le  milieu  de  la  base  passe  par  le  sommet, 

$çoLiE.  —  Le  triangle  isocèle  est  une  figure  symé- 
trique, dont  Taxe  est  la  droite  qui  joint  le  sommet  au 
milieu  de  la  base. 

Théorème  X. 

109.  Dans  un  triangle  isocèle  ABC,  les  angles^p^ 
posés  aux  cotés  égaux  sont  égaux  (fig.  9?),  ^ 
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Soit  AB  =  AC.  En  menaut  AD  perpendiculaire  sur 
BC,  nous  aurons  deux  triangles  rectangles,  ABD,  ACD, 
qui  auront  Thypoténuse  égale ,  AB  =  AC ,  avec  un  côté 
de  l'angle  droit,  AD,  commun,  et  qui  seront  par  consé- 
quent égaux  (n°  104,  coroIL).  Donc  l'angle  B  est  égal  à 
l'angle  C, 

Réciproque.  —  Si  y  dans  un  triangle  ABC  ,  deux 
angles  sont  égaux ,  les  côtés  opposés  à  ces  angles  sont 
aussi  égauXy  ety  par  conséquent^  le  triangle  est  isocèle 

(%•  92). 

Soit   B  =  C.  Si  nous  menons  AD  perpendiculaire  sur 

BC  5  nous  aurons  deux  triangles  rectangles ,  ABD,  ACD, 

qui  auront  un  côté  de  l'angle  droit,  ADy  commun ,  et 

l'angle  aigu  opposé  égal ,  B  =  C,  et  qui ,  par  conséquent, 

seront  égaux  (n°  103,  corolL).  Donc  le  côté  AB  est  égal 

au  côté  AC. 

Corollaire.   —   Tout  triangle  équilatéral  est  équi- 

angle,  et,  réciproquement,  tout  triangle  èquiangle  est 

équilatéral. 

Théoriîme  XÏ. 

110.  Dans  un  triangle  rectangle  ABC,  le  milieu  O 
de  riiypoténuse  AC  est  également  distant  des  trois 
sommets  (ûg.  116). 

En  effet,  Tangle  droit  B  étant  égal  à  la  somme  des  deux 
angles  aigus  A  et  C  (n°  101,  coroll.  IV),  si  nous  menons 
du  point  B  à  l'hypoténuse  une  droite  BO,  qui  fasse  avec 
le  côté  BC  un  angle  égal  à  l'angle  C ,  l'angle  ABO  sera 
nécessairement  égal  à  l'angle  A  ,  et,  par  conséquent,  le 
triangle  ABC  se  trouvera  partagé  en  deux  triangles  iso- 
cèles, AOB,  COB  (n°  109,  récipr,)j  ayant  pour  sommet 
commun  le  point  O,  et  pour  bases  respectives  les  côtés  BA 
et  BC.  Donc  le  point  O,  ainsi  déterminé ,  sera  également 
distant  des  trois  sommets. 
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Réciproque  —  Lorsque,  dans  un  triangle  ABC ,  le 
milieu  O  d'un  côté  AC  est  également  distant  des  trois 
sommets,  le  triangle  est  rectangle,  et  ce  côté  en  est  Vhy- 
poténuse  (ûg.  116), 

Car,  les  trois  distances  OA,  OB,  OC,  étant  égales, 
les  deux  triangles  OAB  et  OBC  seront  isocèles ,  et  l'on 
aura  (n«  109) 

OBA  =  OAB,         OBC=OCB; 

d'où  il  résulte 

OB  A  H-  OBC  =  OAB  4-  OCB, 

ou 

ABC  =  BAC-+-ACB. 

Corollaire.  —  Si  du  milieu  de  l' hypoténuse  d'un 
triangle  rectangle  comme  centre,  et  d'un  rayon  égal 
à  la  moitié  de  cette  hypoténuse,  on  décrit  un  cercle, 
la  circonférence  de  ce  cercle  passe  par  les  trois  sommets. 

Théorème  XII. 

m.  Da7is  un  tiiangle  ABC,  dont  les  angles  sont 
inégaux ,  à  un  plus  grand  angle  est  opposé  un  plus 
grand  côté  (fig.  117). 

Soit  l'angle  B  plus  grand  que  Tangle  C.  Si  nous  menons 
par  le  point  B  une  droite  qui  fasse  avec  BC  un  angle  égal 
k  Tanglc  C ,  et  qui  rencontre  le  côté  AC  en  un  point  D, 
nous  aurons 

AB<AD-f-DB. 

Or ,  Tangle  DCB  étant  égal  à  l'angle  DBC ,  le  côté  DB 
est  égal  au  côté  DC  (n^  109,  récipr.)  :  donc  on  a 

AB<AD-f-DC     ou     AB<AC. 
Réciproque.  —  Dans  un  triangle  ABC  ,    dont  les 
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côtés  sont  inégaux ,  à  un  plus  grand  côté  est  opposé 
un  plus  grand  angle  (fig.  117). 

Soit  le  côté  AC  plus  grand  que  Iç  côté  AB.  Par  le  point 
E,  milieu  de  BC  ,  élevons  une  perpendiculaire  EF. 
Puisque  AB  est  plus  •petit  que  AC  ,  cette  perpendiculaire 
coupera  le  côté  AC  en  un  point  D,  et  alors,  eh  menant 
RD,  nous  aurons  évidemment 

ABC>DBC. 

Or,  CD  étant  égal  à  BD  (n°  33) ,  l'.angle  DBC  est  égal  à 
l'angle  DCB  (pP  109)  :  donc  on  a 

ABC>ACB. 

Théorème  XIII. 

112.  Les  perpendiculaires  élei^ées  sur  les  milieux  des 
trois  côtés  d'un  triangle  ABC  concourent  en  un  même 
point  (fig.  118). 

Supposons  que ,  par  les  milieux  D  et  E  de  deux  côtés 
quelconques,  AB,  AC,  du  triangle  ABC,  on  élève  des 
perpendiculaires  à  ces  côtés  \  ces  deux  perpendiculaires 
se  couperont  nécessairement  (pP  42),  et  leur  point  d'in- 
tersection O  sera  également  distant  des  trois  sommets  A, 
B,  C  (n°  33).  Le  point  O,  se  trouvant  ainsi  à  égale 
distance  des  deux  extrémités  du  côté  BC,  sera  situé  sur 
la  perpendiculaire  élevée  par  le  milieu  F  de  ce  côté 
(n^  33  ,  récipr.).  Donc,  etc. 

Corollaire.  —  Le  point  O,  étant  également  distant 
des  trois  sommets  du  triangle  ABC ,  est  le  centre  d'un 
cercle  circonscrit  à  ce  triangle.  Donc  à  tout  triangle  on 
peut  circonscrire  un  cercle,  ou,  en  d'autres  termes ,  tout 
t/iangle  est  inscriptible  à  un  cercle. 
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Théorème  XIV. 

H3.  Les  bissectrice^  des  trois  angles  d'un  triangle 
ABC  concourent  en  un  même  point  (fig.  119). 

Si  Ton  partage  chacun  des  angles  A  et  6  en  deux  par- 
ties égales ,  le  point  de  rencontre  O  des  deux  bissectrices 
sera  nécessairement  situé  dans  l'intérieur  du  triangle 
ABC ,  et  se  trouvera  également  distant  de  ses  trois  côtés , 
AB,  AC,  BC  (n°  34).  Le  point  O  sera  donc  à  égale 
distance  des  deux  côt.és  de  l'angle  C ,  et  devra  par  consé- 
quent se  trouver  sur  la  bissectrice  de  cet  angle  (n°  34 , 
recripr.).  Donc,  etc. 

Corollaire.  —  Les  perpendiculaires  OD,  OE ,  OF, 
abaissées  du  point  O  sur  les  trois  côtés  du  trîaiigle  ABC , 
étant  égales  entre  elles ,  ce  point  est  le  centre  d'un  cercle 
inscrit  dans  le  triangle.  Donc  à  tout  triangle  on  peut 
inscrire  un  cercle,  ou,  en  d*auti*es  termes ,  tout  triiingle. 
est  circonscriptible  à  un  cercle. 

§  IIL  —  Dn  qnadrilatère. 
Théorème  XV, 

114.  La  somme  des  quatre  angles  d'un  quadrilatère 
connexe  ABCDe^t  égale  à  quatre  angles  droits  (fig.  94). 

En  effet ,  si  nous  menons  la  diagonale  AC ,  le  quadri- 
latère se  trouvera  décomposé  en  deux  triangles  ,  ABC  , 
ACD.  'Or  la  somme  des  angles  de  chacun  de  ces  triangles 
est  égale  à  deux  angles  droits  (n°  101),  et  la  somme  des 
angles  du  quadrilatère  est  évidemment  la  même  que  la 
somme  des  angles  des  deux  triangles  réunis.  Donc  cette 
dernière  somme  est  égale  à  quatre  angles  droits. 

Corollaire.  —  Lorsque  deux  angles  d'un  quadrila- 
tère cofii^exe  sont  droits ,  les  deux  autres  sont  sup- 
plémentaires. 
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Théorème  XVI. 

115.  Dans  un  parallélogramme  ABCD,  les  angles 
opposés  sont  égaux  deux  à  deux  (fig.  120). 

En  effet,  les  deux  parallèles  AB  et  DC  étant  coupées 
par  la  transversale  AD ,  et  les  deux  parallèles  AD  et  BC 
étant  coupées  par  la  transversale  CD,  on  a  (n*^  41) 

A-hD  =  2'i,     C4-D  =  2'i; 

d'où  il  résulte  A  +  D==C  +  D,   et,  par   conséquent  , 
A=C. 
On  a  de  même 

AH-  B  =  2*^,     A  4-  D  =  2^  ; 

d'où  il  résulte  A  +  B  =  A+  D,  et,  par  conséquent,  B  =D . 

Réciproque.  —  Si  les  angles  opposés  d'un  quadrila- 
tère ABCD  sont  égaux  deux  à  deux,  ce  quadrilatère 
est  un  parallélogramme  (fig.  120). 

Soient,  en  effet,  A  =  C  et  B==D.  En  ajoutant  ces  deux 
égalités  membre  à  membre ,  on  a 

A4-B=C-hD. 

Or,  la  soixmie  de  ces  quatre  angles  étant  égale  à  quatre 
angles  droits  (n°  H  ^)  5  îl  l^tit  nécessairement  que  l'on 
ait 

A+B  =  2^     et     C4-D=:2d. 

Par  conséquent  AD  est  parallèle  à  BC  (n°  41,  récipr.). 
Les  deux  égalités  A  =  C  et  B==D  donnent  encore 

A+D  =  B-f-C; 
d'où  il  résulte 

AH-D=:2d     et     B-f-C  =  2d. 

Par  conséquent  AB  est  parallèle  à  DC. 
Donc  la  figure  ABCD  est  un  parallélogramme. 
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ScoLiE.  —  Dans  un  parallélogramme,  les  angles  adja- 
cents à  un  même  côté  sont  suppléments  Tun  de  l'autre. 

Théorème  XVII. 

116.  Dans  un  parallélogramme  ABCD ,  les  côtés 
opposés  sont  égaux  deux  à  deux  (fig.  120). 

En  effet,  en  menant  la  diagonale  BD  ,  on  a  deux 
triangles ,  ABD ,  BCD ,  qui  ont  le  côté  BD  commun , 
Tangle  ADB  égal  à  l'angle  DBC  (pP  40),  et  l'angle 
ABD  égal  à  l'angle  BDC:  donc  ces  deux  triangles  sont 
égaux  (n°  103).  On  a  donc 

AB  =  DC     et    AD  =  BC. 

Donc,  eic. 

Réciproque.  —  Si  les  côtés  opposés  d'un  quadrilatère 
ABCD  sont  égaux  deux  à  deux,  de  sorte  que  l'on  ait 
AB  =  DC  et  AD  =  BC,  ce  quadrilatère  est  un  parallélo- 
gramme (£1%.  120). 

Car,  en  menant  la  diagonale  BD,  on  a  deux  triangles, 
ABD ,  BCD ,  qui  ont  leurs  trois  côtés  égaux  chacun  à 
chacun ,  et  qui  sont  par  conséquent  égaux  (n°  105).  Donc 
Tangle  ABD  est  égal  à  l'angle  BDC ,  et,  par  suite,  le  côté 
AB  est  parallèle  au  côté  CD  (n^40,  récipr.).  De  même 
Tangle  ADB  est  égal  à  l'angle  DBC,  et,  par  suite,  le  côté 
AlI)  est  parallèle  au  côté  BC.  Donc ,  etc. 

(iOKOLLA.iRB.  —  Lcs  côtés  opposés  d'uu  losange  étant 
nécessairement  égaux  deux  à  deux ,  cette  figure  nest 
qu^une  vanété  du  parallélogramme. 

ScoLiK.  —  Les  portions  de  parallèles  comprises  entre 
))arallèles  sont  égales. 

Tni5oRîMK  XVIII. 
1 17.  vSY  dctfx  côfés  oppoM^Ss  AB,  CD,  d un  quadnla- 
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tère  ABCD  sont  égaux  et  parallèles,  les  deux  autres 
côtés,  AD ,  BC ,  sont  également  parallèles,  et  par  consé-^ 
quent  la  figure  est  un  parallélogramme  (fig.  1 20). 

En  menant  la  diagonale  BD,  on  a  deux  triangles ,  ABD, 
BDC ,  qui  ont  le  côté  BD  commun ,  les  côtés  AB  et  CD 
^  égaux  par  hypothèse ,  et  les  angles  ABD  et  BDC  égaux 
comme  alternes-internes  (n°  40).  Ces  deux  triangles  ont 
donc  un  angle  égal  compris  entre  deux  côtés  égaux  chacun 
à  chacun,  et  sont  par  conséquent  égaux  (n°  102).  Il 
résulte  de  là  que  Tangle  AD6  est  égal  à  Fangle  DBC  :  donc 
le  côté  AD  est  parallèle  au  côté  BC  (n^  40,  récipr.). 
Donc,  etc. 

ScoLiE.  —  Un  parallélogramme  est  déterminé  par  deux 
côtés  consécutifs  et  l'angle  qu'ils  comprennent  5  par  con- 
séquent 5  deux  parallélogrammes  sont  égaux  lorsqu'ils 
ont  un  angle  égal  compris  entre  deux  côtés  égaux 
chacun  à  chacun . 

Théorème  XIX. 

118.  Les  deux  diagonales ,  AC,  BD,  d'un  parallélo- 
gramme ABCD  se  coupent  mutuellement  en  deux  parties 
égales  (fig.  121). 

Soit  O  le  point  d'intersection  des  deux  diagonales.  Les 
deux  triangles  AODet  BOC  seront  égaux,  comme  ayant  un 
côté  égal  adjacent  à  deux  angles  égaux  chacun  à  chacun  ^ 
savoir: 

AD  =  FC(n»116),  ODA  =  OBC  (n»40),  CAD  ==  OCB  (n»  40). 

Donc  OA  est  égal  à  OC ,  et  OD  est  égal  à  OB. 

Réciproque.  —  Si  les  deux  diagonales  d'un  qua- 
drilatère ABCD  se  coupent  mutuellement  en  deux  par- 
ties égales,  ce  quadrilatère  est  un  parallélograuime 
(fig.  121). 


IIO  ÉLÉMENTS    DE    GÉOMÉTRIE. 

Soit  O  le  point  d^intersection  des  deux  diagonales < 
Les  deux  triangles  AOD  et  BOC  seront  égaux ,  comme 
ayant  un  angle  égal ,  AOD  =  BOC  (n°  24) ,  compris  entre 
deux  côtés  égaux  chaun  à  chacun,  et  il  en  sera  de  même  des 
deux  triangles  AOB  et  COD.  Il  résulte  de  là  que  le  côte  AD 
est  égal  au  côté  BC ,  et  que  le  côté  AB  est  égal  au  côté  CD. 
Donc  la  figure  ABCD  est  un  parallélogramme  (n°  116, 
récipr,  ). 

ScoLiE.  —  Dans  un  parallélogramme,  la  plus  grande 
des  deux  diagonales  est  opposée  à  des  angles  obtus ,  et  la 
plus  petite  à  des  angles  aigus;  leur  point  d'intersection  se 
nomme  le  centre  du  parallélogramme. 

Théorème  XX. 

.119.  Les  deux  diagonales  y  AC  ,  BD  ,  d'un  rectangle 
ABCD  sont  égales  entre  elles ^  et  se  coupent  mutueUe" 
ment  en  deux  parties  égales  (fig.  122). 

Kn  eftet,  si  nous  comparons  les  deux  triangles  rectan- 
gles ABC  et  ABD,  nous  voyons  qu'ils  sont  égaux,  comme 
ayant  les  deux  côtés  de  Tangle  droit  égaux  chacun  à 
chacun;  savoir  :  AD  =  BC  (n?  39)  et  AB  commun. 
Donc  BD  est  égal  à  AC.  D^aiUeurs,  AB  étant  parallèle 
à  DC .  et  AD  parallèle  à  BC ,  la  figure  ABCD  est  une 
variété  du  parallélogramme,  et,  par  conséquent,  les  deux 
diagonales  AC  et  BD  se  coupent  mutuellement  en  deux 
parties  égales.  Donc,  etr, 

RtciF^OQtE,  —  6*  les  deux  diagonales  d^un  épiadri-- 
tai^rr  ABCD  >owr  «^^i/t*.f  entre  elles  ^  et  quelles  se  coupent 
mutftellfment  f  w  #/c^u^  parties  égales ,  n?  quadrUatène  est 

Il  ret^iltif,  on  ortet,  des  hypothèses  que  le  point  d'in- 
t«^r«*ctiou  iW  iUnix  dia^v^tales  est  ^ksnent  distant  des 
quativ  $^^uumHs  :  dVni  il  $uit  que  chaque  diâ|x»ale  partage 


^ 
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le  quadrilatère  en  deux   triangles  rectangles  (n^  HO, 
réctpr.).  Donc,  etc. 

ScoLiE  I.  —  Un  rectangle  est  déterminé  par  sa  base 
et  sa  hauteur  ;  par  conséquent ,  deux  i^ctangles  qui  ont 
Ttiême  base  et  même  hauteur  sont  égaux. 

ScoLiE  n.  —  Tout  rectangle  est  inscriptible  à  un  cercle 
décrit  sur  une  diagonale  comme  diamètre. 

Théorème  XXI. 

120.  Les  deux  diagonales,  AC ,  BD,  d* un  losange 
ABCD  sont  perpendiculaires  entre  elles,  et  se  coupent 
mutuellement  en  deux  parties  égales  (fîg.  i23). 

Les  quatre  côtés  d'un  losange  étant  égaux ,  chacun  des 
points  B  et  D  est  également  distant  des  deux  extrémités 
de  la  diagonale  AC ,  et  chacun  des  points  A  et  C  est  éga- 
lement distant  des  deux  extrémités  de  la  diagonale  BD. 
Donc  BD  est  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  AC ,  et  AC 
est  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  BD  (n°  33,  corolL). 

Réciproque.  —  Si  les  deux  diagonales,  AC ,  BD,  d'un 
quadrilatère  ABCD  sont  perpendiculaires  entre  elles,  et 
quelles  se  coupent  mutuellement  en  deux  parties  égales, 
ce  quadrilatère  est  un  losange  (fig.  1 23). 

Car,  BD  étant  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  AC  ^ 
et  AC  passant  par  le  milieu  de  BD ,  les  quatre  côtés  de  la 
figure  sont  égaux  (n°  33). 

ScoLiE  I.  —  Un  losange  est  déterminé  par  un  côté  *et 
un  angle;  par  conséquent,  deux  losanges  sont  égaux 
lorsqu'ils  ont  un  coté  égal  et  un  angle  égal, 

ScoLiE  n.  —  Les  deux  diagonales  d'un  losange  le  dé- 
composent en  quatre  triangles  rectangles  égaux  entre  eux , 
ayant  chacun  le  sommet  de  leur  angle  droit  au  centre  de  la 
figure  -,  d'où  il  résulte  que  tout  losange  est  circonscnptible 
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à  un  cercle  décrit  du  même  centre ,  avec  un  rayon  égal  à 
la  perpendjculaîre  abaissée  de  ce  centre  sur  un  des  côtés. 

ScolieIII.  —  Le  carré,  n'étant  autre  chose  qu'un  lo- 
sange dont  les  angles  sont  droits,  doit  jouir  en  même 
temps  des  propriétés  du  rectangle  et  de  ceUes  du  losange. 
Donc  les  deux  diagonales  d'un  carré  sont  égales ,  et  elles 
se  coupent  mutuellement  en  deux  parties  égales  et  à 
angle  droit.  Déplus,  elles  décomposent  la  figure  en  quatre 
triangles  rectangles  isocèles  égaux  entre  eux^  d'où  il  suit 
que  le  carré  est  inscriptible  et  circonscriptible , 

ScolieIV.  —  Un  carré  est  déterminé  par  son  côté,  et, 
par  conséquent ,  deux  carrés  qui  ont  un  côté  égal  sont 
égaux. 

Théorème  XXII. 

121.  Dans  un  trapèze  ABCD,  la  droite  EF,  qui  joint 
les  milieux  des  côtés  latéraux,  est  parallèle  aux  deux 
bases  y  AB,  CD,  également  distante  de  chacune  d'elles  y 
et  égale  à  leur  demi-somme  (fig.  124). 

1°.  Par  le  point  F,  milieu  de  BC,  menons  une  paral- 
lèle à  AD  ^t  soient  G  et  H  les  points  où  elle  rencontre 
la  base  AB  et  le  prolongement  de  la  base  DC.  Nous  aurons 
alors  deux  triangles ,  GFB  et  CFH,  qui  seront  égaux, 
comme  ayant  un  angle  égal  adjacent  à  deux  angles  égaux 
chacun  à  chacun  5  savoir,  BF  =  CF,  par  hypothèse , 

BFG  ==  CFH  (n»  24  )  *  et     FBG  =  FCH  (n°  40)  ; 

d'où  il  résulte  que  FG  est  égal  à  FH.  Or,  GH  étant  égal 
et  parallèle  à  AD  (n°  116) ,  les  deux  droites  GF  et  FH  sont 
respectivement  égales  et  parallèles  aux  deux  droites  AE 
et  ED ,  et ,  par  conséquent ,  les  deux  cjuadrilatères  AGFE 
et  EFHD  sont  des  parallélogrammes  (n°  117).  Donc  EF 
est  parallèle  aux  deux  bases  AB  et  CD. 
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2°.  Les  deux  parallélogrammes  AGFE  et  EFHD,  ayant 
un  angle  égal  compris  entre  deux  côtés  égaux  chacun  à 
chacun,  sont  égaux  (n°  117,  scoL) ,  et  ont  par  conséquent 
même  hauteur.  Donc  la  droite  EF  est  également  distante 
des  deux  bases. 

3*^.  Les  trois  parallèles  EF,  AG ,  DH ,  étant  égales  entre 
elles  (n**  116,  scoL)^  la  première  est  égale  à  la  demi-  * 
somme  des  deux  autres ,  de  sorte  que  Ton  a 

EF  =  |(AGH-DH)      ou      EF  =  |(AB  — GB+.DC  +  CH). 

Mais  de  l'égalité  des  deux  triangles  BFG  et  CFH  il  ré- 
sulte GB  =  CH  \  l'égalité  ci-dessus  se  réduit  donc  à 

EF  =  |(AB  -h  CD). 

Donc  la  droite  EF  est  égale  à  la  demi-somme  des  deux 
bases. 

Théorème  XXUL 

122.  Dans  tout  quadrilatère  inscriptibley  ABCD,  la 
somme  des  angles  opposés ,  pris  deux  à  deux,  est  égale 
à  deux  droits  (fig.  12  5). 

En  effet ,  l'angle  A ,  étant  inscrit ,  a  pour  mesure  la 
moitié  de  l'arc  BCD,  compris  cuire  ses  côtés  (n^  74).  De 
même,  l'angle  C  a  pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  BAD. 
Donc  la  somme  des  deux  angles  A  et  C  a  pour  mesure  la 
demi-circonférence,  et,  par  conséquent,  elle  est  égale  à 
deux  angles  droits.  On  démontrerait  de  la  même  ma- 
nière que  la  somme  des  deux  angles  B  et  D  est  égale  à 
deux  angles  droits.  Donc ,  etc. 

Réciproque.  —  Si  la  somme  de  deux  angles  opposés, 
A  et  C,  d'un  quadrilatère  ABCD  est  égale  à  deux 
droits,  ce  quadrilatère  est  inscriptible  (fig.  126). 

En  effet ,  supposons  que  l'on  ait  fait  passer  luie  cir- 
conférence par  les  trois  points  B,  A ,  D  (n°  50) 5  si  cette 
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circonférence  ne  passait  pas  par  le  point  C,  Tangle  C  se 
trouverait  placé  entre  le  centre  et  la  circonférence  ou 
hors  de  la  circonférence,  et  aurait,  par  conséquent,  pour 
mesure  un  arc  plus  grand  ou  plus  petit  que  la  moitié  de 
Tare  BAD  (n°*  77  et  78).  Donc  alors  la  somme  des  deux 
angles  A  et  C  aurait  pour  mesure  un  arc  plus  grand  ou 
plus  petit  que  la  moitié  de  la  circonférence,  et,  par  con- 
séquent ,  cette  somme  ne  serait  pas  égale  à  deux  angle» 
droits;  ce  qui  est  contre  l'hypothèse»  Donc,  etc. 

Théor*:me  XXIV. 

123.  Dans  tout  quadrilatère  circonscriptihley  ABCDy 
les  côtés  opposés,  pris  deux  à  deux,  forment  des  sommes 
égales  (ûg.  127). 

On  sait  que  les  deux  tangentes  menées  à  uu  cercle,  par 
un  point  extérieur,  sont  égales  entre  elles  (n®89).  On  a 
donc  les  ég;alités 

AH  =  AE,       I>B  =  DG^       BF=BE,       CF  =  CG, 

et ,  en  les  ajoutant  membre  à  membre ,  on  trouve 

AH  4-  DH  -4-  BF  -h  CF  =  AE  -f-  DG  -+-  BE  -f-  CG, 

ou,  en  réduisant, 

AD  4-  BC  =  AB  -f-  CD. 

Donc,  etc. 

Réciproque.  —  Si  les  cotés  opposés  d'un  quadrilatère^ 
ABCD,  pris  deux  à  deux,  forment  des  sommes  égales, 
de  telle  sorte  que  Ton  ait  AB  +  CD  =  AD  +  BC  ,  ce 
éptadrilatère  est  ciràonscriptible  (fig.  1 28). 

Soit  O  le  point  de  rencontre  des  bissectrices  des  deux 
angles  A  et  B  ^  ce  point  sera  également  distant  des  trois 
côtés  AB,  AD,  BC  (n**  34),  et  ser^,  par  conséquent,  le 
centre  d'un  cercle  tangent  à  ces  trois  côtés.  Supposons 
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pour  un  instant  que  ce  cercle  ne  touche  pas  le  quatrième 
côté  CD,  et  que  CD  lui  soit  par  exemple  extérieur.  Dans 
cette  hypothèse,  menons  la  tangente  CD',  de  manière  à 
former  le  quadrilatère  circonscrit  ABCD'  ;  nous  aurons 
alors ,  en  vertu  du  théorème  direct, 

AB  4-  CD'  =  AD'  -h  BC. 

Mais  on  a  déjà  (n«  100) 

CD  <  CD'  4-  DD', 

et,  en  ajoutant  cette  inégalité  avec  l'égalité  ci-dessus, 
on  trouve 

AB  -h  CD'  -{-  CD  <  AD'  -H  BC  -{-  CD'  -h  DD', 

ou,  en  réduisant, 

AB-4-  CD  <  AD  H-  BC; 

ce  qui  est  contradictoire  avec  l'hypothèse. 

Silec6té  CD  coupait  la  circonférence ,  on  trouverait,  en 
ajoutant  membre  à  membre  Tinégalité  CD  >  CD'  —  DD' 
(n«  100)  avec  l'égalité  AB  +  CD'=  AD'4-  BC  , 

AB  -4-  CD   >  AD  4  BC  ; 

ce  qui  est  encore  contraire  à  Thypo thèse. 

Nous  devons  donc  conclure  de  là  que  le  côté  CD  ne 
peut  ni  être  extérieur  à  la  circonférence  tangente  aux  trois 
côtés  AB,  AD,  BC ,  ni  la  couper.  Donc  il  la  touche ,  et , 
par  conséquent,  le  quadrilatère  est  circonscriptible. 

§  lY.  —  Aes  polygones  ei  général. 
Théorème  XXV. 

124.  La  somme  de  tous  les  angles  d'un  polygone 
coni^exe,  ABCDEF,  est  égale  à  autant  de  fois  deux 
angles  droits  quil  a  de  côtés  moins  deux  (fig.  loi). 

•  8. 
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En  cilet ,  si  de  Tun  des  sommets  A  ou  mène  les  diago- 
nales ÂC ,  AD,  AE , . . .  aux  sommets  de  tous  les  aqgles 
opposés ,  le  polygone  se  trouvera  décomposé  en  autant  de 
triangles,  moins  deux,  qu'il  a  de  côtés  (n°  97).  Or  la 
somme  des  angles  de  ce  polygone  est  évidemment  la 
ni6mc  que  la  somme  des  angles  de  tous  les  triangles  réu- 
nis ,  et  la  somme  des  angles  de  chaque  triangle  est  égale  à 
deux  angles  droits  (n°  101).  Donc  la  somme  des  angles 
du  polygone  est  égale  à  autant  de  fois  deux  angles  droits 
qu'il  y  a  d'unités  dans  le  nombre  de  ses  côtés  diminué  de 
deux. 

Coaollaihe  I.  —  Le  nombre  des  côtés  d'un  polygone 
(convexe  étant  représenté  par  n  ,  la  somme  de  tous  ses  an- 
gles équivaut  à  un  nombre  d'angles  droits  exprimé  par 
'x{n —  a)  ou  a/i  —  4?  c'est-à-dire  que,  pour  avoir  le 
nombre  des  angles  droits  contenus  dans  la  somme  de  tous 
les  angles  d'un  polygone  convexe,  il  faut  doubler  le 
nombre  de  ses  côtés  et  retrancher  4  du  résultat. 

ConoLLAiRE  II.  -^  Pour  connaître  la  valeur  de  chaque 
angle  d'un  polygone  équiangle,  il  faut  doubler  le  nombre 
des  côtés  de  ce  polygone  ,  retrancher  4  du  résultat ,  et 
diviser  le  reste  par  le  nombre  total  des  mêmes  côtés. 

Thi&orème  XXVI. 

428.  Dans  un  pohgone  com'exe  guelconçue,  ABCDE , 
si  /'ow  pfX>ionge  tous  les  côtés  dofis  le  même  sens,  la 
sonmw  fies  angles  extérieurs,  AM,  BCH,  CDG,  ..,  est 
égale  à  f/uatœ  angles  flivits  (fig.  129). 
'  En  HVeU  ou  a  (u^  21) 

ABI  -^  ABC  =  a»', 
Bl.ll  4  BCD  =r  a»» , 
CIK;  -h  ode  =  a"* , 
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et  ainsi  de  suite;  c'est-à-dîre  que  la  somme  des  angles 
extérieurs,  augmentée  de  la  somme  des  angles  intérieurs, 
est  égale  à  autant  de  fois  deux  droits  qu'il  y  a  de  côtés 
dans  le  polygone.  Or  la  somme  des  angles  intérieurs 
vaut,  à  elle  seule,  autant  de  fois  deux  angles  droits, 
moins  quatre,  qu'il  y  a  de  côtés  dans  le  polygone  (n°  124, 
corolL  I).  Donc  la  somme  des  angles  extérieurs  est  égale 
à  quatre  angles  droits. 

Théorème  XXVII. 

126.  Deux  polygones  com^exes,  d!un  même  nombre 
de  côtés,  sont  égaux  lorsqu'ils  ont  tous  leurs  côtés  con" 
sécutifs  moins  un  y  pris  dans  le  même  ordre,  égaux 
chacun  à  chacun ,  ainsi  que  les  angles  quils  com- 
prennent. 

Cette  proposition  se  démontre  par  la  superposition, 
comme  on  a  démontré  (n^  102)  que  deux  triangles  sont 
égaux  lorsqu'ils  ont  un  angle  égal  compris  entre  deux 
côtés  égaux  chacun  à  chacun. 

Théorème  XXVIIL 

127.  Deux  polygones  cons^exes,  d'un  même  nombre 
de  côtés  y  sont  égaux  lorsquils  ont  tous  leurs  angles  con- 
sécutifs moins  un,  pris  dans  le  même  ordre ,  égaux 
chacun  à  chacun ,  ainsi  que  les  côtés  qui  leur  sont  adja- 
cents * 

Cette  proposition  se  démontre  en  superposant  les  deux 
polygones,  de  la  manière  dont  on  a  démontré  (n^  103) 
que  deux  triangles  sont  égaux  lorsqu'ils  ont  un  côté  égal 
adjacent  à  deux  angles  égaux  chacun  à  chacun. 

ScoLiE.  —  Pour  qu'un  polygone  d'un  nombre  n  de 
côtés  soit  déterminé,  il  faut  que  l'on  connaisse  («  —  i) 
côtés ,  ainsi  que  les  (n  —  ?.)  angles  qu'ils  comprennent , 
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OU  bien  (n —  i)  angles,  ainsi  que  les  {n  —  2)  côlts  qui 
leur  sont  adjacents;  ce  qui  fait  (2/1  —  3)  conditions  ;  il 
faut  donc  généralement ,  pour  construire  un  polygone 
de  n  côtés,  avoir  (2/1  —  3)  données,  et  il  faut  de  plus 
connaître  leur  disposition. 

§  Y.  —  Questions  sur  les  triangles  et  les  polygones  en  général. 

Problème  I. 

128.  Étant  donnés  deux  angles,  A  et  B,  d'un  triangle, 
déterminer  le  troisième  (fig.  i3o). 

L'angle  cherché  étant  le  supplément  de  la  somme  des 
deux  angles  donnés  (n°  101,  coroll,  I),  prenons  un 
point  O  sur  une  droite  quelconque  MN  \  menons  par  ce 
point  une  droite  OH ,  qui  fasse  avec  OM  un  angle  MOH 
égal  à  l'un  des  angles  donnés  A(n^  83);  menons  par  le 
même  point  une  seconde  droite  OK,  qui  fasse  avec  ON 
un  angle  NOK  égal  à  l'autre  angle  donné  B  :  l'angle  HOK 
sera  l'angle  demandé. 

ScoLiE.  —  Il  faut,  pour  que  le  problème  soit  possible, 
que  la  somme  des  deux  angles  donnés  soit  moindre  que 
deux  droits. 

Problème  II. 

129.  Étant  donnes  deux  côtés  d!un  triangle,  avec 
V angle  quils  com.prennent ,  construire  ce  triangle 
(fig.  i3i). 

Traçons  sur  un  plan  une  droite  AB,  qui  soit  égale  à  l'un 
des  côtés  donnés  •,  faisons  à  l'une  des  extrémités  A  de  cette 
droite  un  angle  BAD  égal  à  l'angle  donné  (n°  83)  ;  pre- 
nons sur  AD  une  grandeur  AC  égale  au  second  côté  donné, 
et  joignons  le  point  B  au  point  G.  Le  triangle  ABC  sera  lo 
triangle  demandé  (n^  102,  scoL). 

ScoLiE.  —  Ce  pr(^lème  est  toujours  possible. 
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PnoBLiiME  m. 

130.  Etant  donnés  un  côté  et  deux  angles  d'un  triant 
ghy  construwe  ce  triangle  (fig.  iSa), 

Comme  la  connaissance  de  deux  angles  d^un  triangle 
conduit  toujours  à  celle  du  troisième  (n°  128),  nQU9 
pouvons  supposer  que  les  deux  angles  donnée  soient 
•  les  angles  adjacents  au  côté  donné.  Cela  posé,  traçons 
sur  un  plan  Une  droite  AB,  qui  soit  égale  au  côté  donné  ; 
faisons  à  l'une  de  ses  extrémités  A  un  angle  BAD  égal  à 
l'un  des  angles  donnés,  et  à  l'autre  extrémité  B  un  angle 
ÂBF  égal  à  Tautre  angle  donné  :  les  deux  droites  AD 
et  BF  se  couperont  en  un  point  C,  et  le  triangle  ABC 
sera  le  triangle  demandé  (n°  103,  scoL), 

ScoLiE.  — Pour  que  ce  problème  soit  possible,  il  faut 
que  la  somme  des  deux  angles  donnés  soit  moindre  que 
deux  angles  droits  (n^  101). 

Problème  IV, 

131.  Étant  donnés  deux  côtés  d'un  triangle  ^  at^ec 
l'angle  opposé  à  l'un  de  ces  côtés,  construire  ce  triangle 
(fig.  i33,  i34  et  i35). 

L'angle  donné  peut  être  droit,  obtus  ou  aigu. 

1^.  Si  Tangle  donné  est  droit  ou  obtus,  il  sera  le  plus 
grand  angle  du  triangle  cherché  (n°  101,  coroll,  III), 
et,  par  conséquent,  sera  opposé  au  plus  grand  des  deux 
côtés  donnés  (n^  111).  Cela  posé,  traçons  sur  un  plan  une 
droite  A6  (^fig^  '33),  qui  soit  égale  au  plus  petit  des 
deux  côtés  donnés  ;  faisons  à  Tune  de  ses  extrémités  B  un 
angle  ABD  égal  à  l'angle  donné  5  puis ,  de  l'autre  extré- 
mité A  comme  centre ,  et  d'un  rayon  égal  au  plus  grand 
des  deux  côtés  donnés,  décrivons  un  arc  de  cercle  qui 
coupe  la  droite  BD  en  un  point  C ,  et  joignons  le  point  C 
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au  point  A.  Le  triangle  ABC  sera  le  triangle  demandé 
(n«  104,  scoL). 

7?.  Si  l'angle  donné  est  aigu,  et  que  le  côté  opposé  à 
cet  angle  soit  plus  grand  que  l'autre  côté  donné ,  on  fera 
la  même  construction  que  ci-dessus ,  et  l'on  obtiendra 
ainsi  un  triangle  ABC  {fig^  i34),  qui  sera  le  triangle 
demandé.  Mais,  si  l'angle  donné  est  aigu  et  opposé  au 
plus  petit  des  deux  côtés  donnés ,  après  avoir  tracé  sur  un 
plan  une  droite  AB  égale  au  plus  grand  côté  {fig*  i35), 
on  fera  à  l'une  de  ses  extrémités  B  un  augle  ABD  égal  à 
l'angle  donné  5  puis,  de  l'autre  extrémité  A  comme  centre, 
et  d'un  rayon  égal  au  plus  petit  des  deux  côtés  donnés , 
on  décrira  un  arc  qui  coupera  généralement  la  droite  BD 
en  deux  points,  C  et  C,  et  alors,  en  joignant  chacun  de 
ces  points  au  point  A ,  on  aura  deux  triangles,  ABC ,  ABC, 
qui  satisferont  également  à  la  question. 

ScoLiE.  —  Dans  le  cas  où  l'angle  donné  doit  être  op- 
posé au  plus  grand  côté,  le  problème  est  toujours  pos- 
sible. Dans  le  cas  contraire,  il  y  a  deux  solutions  si  le 
plus  petit  des  deux  côtés  donnés  est  plus  grand  que  la 
perpendiculaire  abaissée  du  point  A  sur  la  droite  BD 
{fis*  1 35)  ;  si  le  plus  petit  des  deux  côtés  donnés  est  égal 
à  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  A  sur  BD,  il  n'y  a 
qu'une  seule  solution ,  et  l'on  a  pour  résultat  un  triangle 
ABH  rectangle  en  H  \  enfin ,  si  le  plus  petit  des  deux  côtés 
donnés  est  moindre  que  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  A  sur  BD,  le  problème  est  impossible. 

Problème  V. 

132.  Etant  donnés  les  trois  côtes  d'un  tiiangle,  con- 
struire ce  triangle  (fig.  i36). 

Traçons  sur  un  plan  une  droite  AB,  qui  soit  égale 
^  Vun  des  côtés  donnés^  de  Tune  de  ses  extrémités  A 
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comme  centre ,  et  d'un  rayon  égal  au  second  côté  donné, 
décrivons  un  arc  de  cercle  ;  àp  l'autre  extrémité  B 
comme  centre ,  et  d^un  rayon  égal  au  troisième  côté 
donné,  décrivons  un  second  arc  de  cercle  qui  coupe 
le  premier  en  un  point  C;  enfin,  joignons  le  point  C 
aux  deux  points  A  et  B.  Le  triangle  ABC  sera  le  triangle 
demandé. 

ScoLiB.  —  Pour  que  ce  problème  soit  possible,  il  faut 
que  run  quelconque  des  côtés  donnés  soit  plus  petit  ^ue 
la  somme  des  deux  autres ,  et  en  même  temps  plus  grand 
que  leur  différence  (n*^  100) 

Problème  VI, 

i  33 .  Etant  donnés  les  quatre  côtés  d 'un  quadrilatère  y 
av^ec  leur  disposition ,  et  l 'angle  compiis  par  deux  côtés 
consécutifs,  construire  ce  quadrilatère  (fig.  137). 

Faisons  sur  un  plan  un  angle  BAC  égal  à  l'angle  donné 
(n°83),  et  prenons  les  droites  ABetAC  respectivement 
égales  aux  côtés  qui  doivent  comprendre  cet  angle  ;  des  deux 
points  B  et  C  comme  centres ,  et  avec  des  rayons  respec- 
tivement égaux  aux  deux  autres  côtés  donnés ,  décrivons 
deux  arcs  de  cercle  ;  si  le  problème  est  possible ,  ces  deux 
arcs  se  couperont  en  un  point  D ,  et ,  en  joignant  ce  point 
aux  deux  points  B  et  C,  nous  aurons  un  quadrilatère 
ABDC,  qui  satisfera  aux  conditions  de  l'énoncé,  et  qui 
sera  par  conséquent  la  figure  demandée. 

ScoLiE.  —  Les  deux  arcs  décrits  des  points  B  et  C 
comme  centres  se  coupent  généralement  en  deux  points. 
Si  la  somme  de  leurs  rayons  est  moindre  que  la  somme 
des  côtés  AB  et  AC,  ces  deux  points  sont  situés  entre  les 
côtés  de  l'angle  BAC ,  et  alors  on  a  deux  quadrilatères , 
ABDC,  ABD'C  (Jig»  iSj),  qui  répondent  à  la  question. 
Dans  le  premier,  Tangle  D  est  saillant,  et,  dans  le  second, 
l'angle   D'  est  rentrant.  Si  la  somme  des  rayons  des  arcs 
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distant  des  trois  sommets,  sera  situé  sur  les  perpendicu- 
laires élevées  par  les  milieux  des  trois  côtés  AB ,  AG ,  BG 
(n®  33,  récip'r,  ) ,  et  se  trouvera  par  conséquent  à  Tinter- 
section  de  deux  de  ces  perpendiculaires. 

Il  faudra  donc ,  pour  résoudre  ce  problème ,  mener 
par  le  point  D ,  milieu  du  côté  AB ,  et  par  le  point  E , 
milieu  du  côté  AG,  deux  droites  respectivement  perpen- 
diculaires à  ces  côtés  (n*^  79)  ?  joindre  le  point  O,  où  elles 
se  rencontrent ,  à  l'un  des  sommets  A  du  triangle ,  puis 
de  ce  même  point  comme  centre ,  et  d'un  rayon  égal  à 
OA,  décrire  une  circonférence  de  cercle  :  ce  sera  la  cir- 
conférence demandée. 

Problème  X. 

•  137.  Inscrire  une  circonférence  à  un  triangle  donné 
ABC(fig.ii9). 

Le  centre  du  cercle  demandé,  devant  être  également 
distant  des  trois  côtés  AB,  AG,  BG  ,  sera  situé  sur  les 
bissectrices  des  trois  angles  (n^  34,  récipr,  ),  et  se  trou- 
vera par  conséquent  à  l'intersection  de  deux  de  ces  bis- 
sectrices. 

11  faudra  donc ,  pour  résoudre  ce  problème ,  partager 
deux  des  trois  angles ,  A  et  B  par  exemple ,  en  deu^  par- 
lies  égales  (n°86)^  du  point  O,  où  les  deux  bissectrices 
se  rencontreront ,  abaisser  sur  un  des  côtés  AB  une  per- 
pendiculaire OD  (n"  80),  puis  de  ce  même  point  comme 
centre,  et  d'un  rayon  égal  à  OD ,  décrire  une  circonfé- 
rence de  cercle  :  ce  sera  la  circonférence  demandée. 
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CHAPITRE  QUATRIÈME. 


DE   LA   SIMILITUDE   DES   FIGURES   REGTILI6NES. 


§  I.  •^-  Définitions  et  notions  générales. 

138.  L'idée  de  similitude  et  de  ressemblance  est  fami- 
lière à  tout  le  monde,  et,   lorsqu'on  entend  parler  de 
tigures  semblables  ,  on  se  représente  spontanément  deux 
figures  de  même  forme  ,  l'une  plus  grande,  l'autre  plus 
petite  ,  dont  toutes  les  parties  correspondantes  ont  entre 
elles  la  même  relation  de  grandeur.  Or,  la  détermination 
complète  d'une  figure  géométrique  se  ramenant  toujours 
à  la  construction  de  certaines  lignes  principales,  des- 
quelles dépendent  toutes  les  autres  lignes  de  la  figure  ,  on 
conçoit  que,  si  les  lignes  principales  de  deux  figures  de 
même  espèce  ont  entre  elles  un  rapport  constant ,  le  même 
rapport  doit  exister  entre  les  lignes  qui  joignent  deux  à 
deux  tous  les  points  de  l'une  de  ces  figures  et  les  lignes 
qui  joignent  deux  à  deux  les  points  correspondants  de 
l'autre.  Donc ,  puisqu'un  triangle  est  déterminé  par  ses 
trois  côtés  (n**  105,  scol.)^  deux  triangles  sont  nécessai- 
rement semblables  du  moment  que  leurs  côtés  correspon- 
dants ont  entre  eux  la  même  relation  de  grandeur. 

D'après  ces  considérations,  deux  triangles,  ABC ,  A'B'C 
{Jig'  i39  et  i4o)?  sont  dits  semblables  lorsqu'ils  ont  les 
côtés  proportionnels,  c'est-à-dire  lorsqu'on  a  entre  leurs 
côtés  la  suite  de  rapports  égaux 

AB    _    AC    __   BC 
A'B'  """  A'C  ""  B'C" 
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La  simili lude  de  deux  triangles  peut  être  directe  ou 
iiwerse:  la  première  a  lieu  lorsque  les  côtés  correspon- 
dants sont  disposés  dans  le  même  ordre  (^g:.  iSp),  et  la 
seconde  ]orsqu*il3  sont  disposés  dans  un  ordre  inverse 
{fis*  i4o).  Entre  deux  triangles  directement  semblables 
et  deux  triangles  inversement  semblables  ,  il  n'y  a  de 
différence  que  dans  la  position;  par  conséquent,  les  pro- 
priétés des  uns  sont  également  vraies  pour  les  autres.  Au 
reste ,  il  est  facile  de  voir  que ,  lorsque  deux  triangles  sont 
directement  semblables ,  et  que  l'on  retourne  l'un  des 
deux,  ils  deviennent  inversement  semblables,  et  récipro- 
quement. 

Deux  triangles  semblables  à  un  troisième  sont  néces- 
sairement semblables  entre  eux;  car,  si  l'on  désigne  par 
A'B'C  et  par  A"B"C'  deux  triangles  semblables  à  un  troi- 
sième triangle  ABC ,  on  a ,  en  vertu  de  la  définition ,  les 
deux  suites  de  rapports  égaux 


d'où  Ton  déduit 


AB 
A'B' 

AC          BC 

AB 

A"B" 

AC           BC 
"■  A"C"  "  B"C"  ' 

A'B' 

Ma     wa 

M'W      M'a'      B"C" 


Dans  deux  triangles  semblables,  les  côtés  proportion*; 
nelssont  appelés  côtés  homologues,  et  Ton  appelle  a/^g'/e.v 
homologues  les  angles  compris  entre  ces  côtés. 

i39.  Un  polygone  étant  déterminé  quand  on  connaît 
un  assemblage  de  triangles  dont  il  est  composé ,  deux 
polygones  convexes,  ABCDE,  A'B'C D'E'(yïg^.  i4i  et  142), 
sotit  dits  semblables  lorsqu'ils  peuvent  se  décomposer  en 
un  même  nombre  de  triangles  semblables  chacun  à  cha- 
cun ,  et  assemblés  de  la  même  manière. 


î  ^ 
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La  similitude  est  directe  si  les  triangles  dont  se  com- 
posent les  deux  polygones  sont  directement  semblables  et 
disposés  dans  le  même  ordre  {fig*  i40'î  ^^'^  ^^^  irn^erse 
si  ces  triangles  sont  inversement  semblables  et  disposés 
dans  un  ordre  inverse  (fig.  142)* 

Dans  deux  figures  rectilignes  semblables ,  on  appelle 
points   homologues  ,   x**  les  sommets    correspondants  , 
c'est-à-dire  les  sommets  homologues  des  triangles   sem- 
blables dont  elles  sont  composées-,  2°  les  points,  tels  que 
H  et  H'  (Jig.  i4i),  cpi  partagent  deux  côtés  correspon- 
dants ,  AB,  A'B',  en  parties  directement  proportionnelles ,. 
de  manière  que  l'on  ait  AH  :  AH'  ::  HB  :  H'B'5  3°  les 
points,  comme  K  etK',  tels  que,  si  on  les  joint. respec- 
tivement aux  extrémités  de  deux  côtés  correspondants , 
AB,  A'B',  il  en  résulte  deux  triangles ,  ABR ,  AB'K',  sem- 
blables entre  eux  et  semblablement  disposés.  On  nomme 
lignes  homologues  les  côtés  correspondants,  les  diagonales 
correspondantes ,  et  en  général  les  droites ,  telles  que 
HK  et  HK',  qui  joignent  deux  points  homologues  quel- 
conques. 

140.  Le  nombre  des  conditions  de  similitude  de  deux 
figures  rectilignes,  d'une  espèce  donnée,  est  d'autant  plus 
petit  que  le  nombre  des  lignes  qu'exige  la  détermination 
complète  d'une  figure  de  cette  espèce  est  moins  considé- 
rable. Ainsi, 

Un  rectangle  étant  déterminé  par  deux  côtés  consécu- 
tifs deux  rectangles  sont  semblables  lorsque  leurs  bases 
sont  proportionnelles  à  leurs  hauteurs. 

Un  parallélogramme  étant  déterminé  par  deux  côtés 
consécutifs  et  une  diagonale ,  deux  parallélogrammes  sont 
semblables  lorsque  deux  côtés  consécutifs  et  une  diagonale 
de  l'un  sont  proportionnels  à  deux  côtés  consécutifs  et 
à  la  diagonale  correspondante  de  l'autre. 

Un  losange  étant  déterminé  par  un  côté  et  une  diago- 
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nale ,  deux  losanges  sont  semblables  lorsqu'un  côté  et  une 
diagonale  de  Tun  sont  proportionnels  à  un  côté  et  à  une 
diagoiniéde  Tautre. 

Un  «irré  étant  déterminé  par  son  côté,  tous  les  carrés 
sont  semblables. 

1 41 .  En  supposant  que  les  deux  triangles  ABC  et  A'B'  C 
{fis*  ^^9)  soîc^^  semblables ,  on  a  la  relation 

AB  :  A'B'  ::  AC  :  a'C  ::  bc  :  B'c. 

Par  conséquent ,  si  le  côté  A'B'  est  égal  au  côté  AB,  les 
côtés  A'C  et  B'C  seront  respectivement  égaux  aux  côtés  AC 
et  BC,  et  alors  les  deux  triangles  seront  égaux  comme 
ayant  leurs  trois  côtés  égaux  chacun  à  chacun  (n^  105). 
Donc  deux  triangles  et,  en  général,  deux  polygones  sem- 
blables sont  égaux  lorsqu'ils  ont  une  ligne  homologue 
égale. 

On  voit  ainsi  que  l'égalité  des  figures  planes  recti- 
lignes  n'est  qu'un  cas  particulier  de  .leur  similitude 
directe. 

11  en  est  de  même  de  la  symétrie  par  rapport  à  la  simi- 
litude inverse. 


—  Des  droites  conpées  en  parties  proportioinelles. 

Théorème  I. 

142,  Lorsque  deux  droites,  RIN,  IM'N',  situées  dans  un 
même  plan  ,  sont  coupées  par  un  nombre  quelconque  de 
pamllèles,  AA',  BB',  CC,  DD',. . .,  si  les  segments  de 
Vune,  AB,  BC,  CD,...,  sont  égaux  entre -eux,  les 
segments  de  Vauti^,  A'B',  B'C,  CTV,  .  .  .,  sont  aussi 
égaux  entre  eux  (fig.  i43). 

Menons  par  les  points  A ,  B ,  C , .  .  .  les  droites 
AB",  liC,  CD",..,  parallèles  à  M'K',  et  terminées  res- 
poiùvement  aux  dix)ites  BB*,  CC',DD',...j  nous  forme- 


PREMIÈRE   PARTIE.    CHAPITRE    QUATRIÈME.         1 29 

rons  ainsi  des  triangles  ABB",  BCC,  CDD",...  qui  au- 
ront les  côtés  AB,  BC,  CD, . . .  égaux  par  hypothèse,  les 
angles  ABB",  BCC",  CDD", . . .  égaux  comme  correspon- 
dants ,  et  les  angles  BAB",  CBC",  DCD", . . .  égaux  par  la 
même  raison.  Tous  ces  triangles  seront  donc  égaux , 
comme  ayant  un  côté  égal  adjacent  à  deux  angles  égaux 
chacun  à  chacun,  et,  par  consécpent,  les  droites  AB", 
BC",  CD", . . .  seront  égales  entre  elles.  Or  on  a  (n**  116) 

AB"  =  A'B',       BC  =  B'C,       CD'  =  CD' .  .  . . 

Donc  les  segments  A'B',  B'C,  CD',.-  sont  é^aux  entre 
eux. 

Théorème  II. 

143.  Lorsque  deux  droites,  MN,  M'N',  situées  dans 
un  même  plan ,  sont  coupées  par  trois  parallèles,  AA', 
BB',  ce,  les  segments,  ABetBC,  A'B' et  B'C,  compris 
entre  ces  parallèles,  sont  directement  proportionnels 

(fig.  i44)- 

En  effet,  supposons  que  AB  soit  plus  grand  que  BC ,  et 
que,  m  désignant  un  nombre  entier  quelconque,  aussi 
grand  que  l'on  voudra ,  on  ait  partagé  AB  en  m  parties 
égales  ;  BC  contiendra  un  certain  nombre  de  ces  parties , 
soit  exactement,  soit  avec  un  reste.  Si  Ton  mène,  par 
tous  les  points  de  division  de  MN,  des  parallèles  aux 
droites  A  A',  BB',  CC,  le  segment  A'B'  se  trouvera  aussi 
partagé  en  m  parties  égales  (n°  142),  et  le  segment  B'C 
contiendra  un  certain  nombre  de  ces  nouvelles  parties. 
Or  il  est  évident  que,  quel  que  soit  m,  B'C  contiendra 
toujours  autant  de  partie^ de  A'B'  que  BC  contiendra  de 
parties  de  AB.  Donc  (n°  13)  on  a  la  proportion 

AB:BC  ::  A'B'  :  B'C 

Réciproque.  —  Si  deux  droites,   MN,  M'N',  situées 

9 
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dans  tin  même  plan ,  sont  coupées  par  twis  droites,  AA', 
HB',  ce ,  de  manière  que  les  segments  de  Vune  soient 
directement  proportionnels  aux  segments  de  Vautre , 
et  que  deux  de  ces  dernières,  AA',  CC,  soient  paral- 
lèles entre  elles,  la  troisième  BB'  est  parallèle  aux  deux 
premières  (fig.  i44)« 

Car,  s'il  en  était  autrement ,  on  pourrait  toujours  me- 
ner, par  le  point  B,  une  droite  BB''  parallèle  aux  deux 
droites  AA'  et  CC,  et  alors  les  trois  droites  A  A',  BB'',  CC, 
étant  parallèles  entre  elles ,  on  aurait ,  d'après  la  proposi- 
tion directe, 

AB  :  BC  ::  a'b"  :  b"C'; 

et,  comme  on  a  déjà,  par  hypothèse, 

AB  :  BC  ::  a'B'  :  b'C, 

il  en  résulterait 

a'B':B'C'  ::  a'b'':B"C', 

proportion  absurde,  puisque  A'  B'  est  plus  grand  que  A'  B", 
tandis  que  B'C  est  plus  petit  que  B^C. 

Corollaire  I.  —  Toute  droite,  B'C,  menée  dans  un 
triangle  ABC  (fig.  i45) ,  parallèlement  à  un  des  côtés, 
BC ,  partage  les  deux  autres  en  parties  proportionnelles, 
c'esiHi«dire  que  Ton  a 

AB'  :B'B::  ac  :  CC; 

et,  réciproquement,  ^2^  dans  un  triangle  ABC  y  une 
droite,  B'C,  partage  deux  côtés,  AB,  AC,  en  parties 
prçifHMwnnelles,  cette  droite  fst  parallèle  au  troisième 
côté  BC  \  car,  si  Ton  mène  par  le  sommet  A  une  droite 
£F  qui  soit  parallèle  À  BC ,  les  s^ments  AF,  B'C,  AC, 
CC,  seront  compris  entre  trois  parallèles,  EF,  B'C,  BC. 

C0R0U.AIRIS  IL — I>rux  droàes  quelconques,  MN,  M'IV' , 


PREMIÈRE    PARTIE.    CHAPITRE   QUATRIÈME.         l3l 

rencontrées  par  un  nombre  çuelconque  de  parallèles, 
AA ,  BB',  ce,  DD',.. .,  5o«f  coupées  proportionnellement 
par  ces  dernières  (fig.  146);  car,  en  considérant  les  trois 
parallèles  AA',  BB',  CC,  puis  les  trois  parallèles  BB', 
ce,  DD',  et  ainsi  de  suite,  on  a  les  proportions 

AB  :  A'B'  ::  BC  :  b'C, 
BC  :  B'c  ::  CD  :  c'd', 

etc 

desquelles  on  déduit  la  suite  de  rapports  égaux 

AB  :  A'B'  ::  bc  :  b'C  ::  cd  :  c'D',  etc. 

ScoLiE.  —  Comme,  dans  toute  proportion ,  la  somme 
des  deux  premiers  termes  est  au  premier  ou  au  second 
comme  la  somme  des  deux  derniers  est  au  troisième  ou  au 
quatrième,  la  proportion  (jftg,  i44) 

AB  :  BC  ::  a'b'  :b'C' 

conduit  aux  deux  suivantes  : 

abh-bc:ab::a'b'-i-b'C':a'b'  ou  ac:ab::a'c':A'b', 
AB-hBC:BC::A'B'-hB'C':B'c'     ou    ac:bc::a'c':B'G'. 

§  in.  —  Des  triangles  semblables. 
Théorème  III. 

144.  Toute  droite  y  B'C,  menée  dans  le  plan  d'un 
triangle  ABC ,  parallèlement  à  un  des  côtés,  BC ,  pourvu 
(pi'elle  ne  passe  pas  par  le  sommet,  détermine  ai^ec  les 
deux  autres  un  second  triangle,  AB'C,  semblable  au 
premier  (fig.  147  et  i48). 

Par  le  point  C,  menons  la  droite  CD  parallèle  à  AB  et 
terminée  au  côté  BC-,  alors,  B'C  étant  parallèle  à  BC,  et 
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CD  étant  parallèle  à  AB,  on  aura  (n°  OS)  les  deux  pro- 
portions 

AB  :  AB'  :  :  AC  :  AC, 
AC  :  AC  ::  BC  :  bd; 

et,  en  remplaçant  BD  par  B'C,  qui  lui  est  égal  (n*'  116), 
on  en  déduira  la  suite  de  rapports  égaux 

AB  :  AB'  ::  ac  :  AC  ::  BC  :  B'C. 

Donc  les  deux  triangles  ABC  et  AB'C  sont  semblables 
(n«  138). 

Théorème  IV. 

14f5.  Deux  triangles  semblables ,  ABC,  A'B'C,  sont 
éqidangles  entre  eux  (fig.  i49)« 

Soit  AB  plus  grand  que  A'B'.  Prenons  sur  AB  une  lon- 
gueur AB"  égale  à  A'B',  et,  par  le  point  B",  menons  B"C" 
parallèle  à  BC  ;  nous  formerons  ainsi  un  triangle  AB^C" 
semblable  au  triangle  ABC  (n^  144),  et  nous  aurons 

AB  :  AB"  ::  ac  :  kC  ::  bc  :  W'C". 

Mais  nous  avons  déjà ,  par  hypothèse , 

AB  :  A'  B'  :  :  AC  :  a'C  :  :  bc  :  B'C. 

En  comparant  ces  deux  suites  de  rapports  égaux ,  on 
voit  que  les  antécédents  sont  les  mêmes  :  donc,  le  con- 
séquent AB''  étant  égal ,  par  construction ,  au  consé- 
quent A'B',  on  a  aussi 

AC  =  A'C         et         B"C'  ==  B'C. 

Il  résulte  de  là  que  les  deux  triangles  AB"C  et  A'B'C  ont 
leurs  trois  côtés  égaux  chacun  à  chacun ,  et  sont  par  con- 
séquent égaux  (n^  105).  Or ,  B''C' étant  parallèle  à  BC, 
les  angles  AB"C''  et  AC"B"  sont  respectivement  égaux 
aux  angles  ABC  et  ACB  (n^  40,   coroll.  I),  de  sorte 


^     Z: 
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que  les  deux  triangles  ABC  et  AB"C'  sont  écpiiangles 
entre  eux.  Donc  les  deux  triangles  ABC  et  A'B'C'  le  sont 
aussi. 

ScoLiE  I.  —  Dans  deux  triangles  semblables ,  les  angles 
homologues  sont  égaux  chacun  à  chacun. 

ScoLiE  II.  —  Les  trois  angles  d'un  triangle  ne  suffisent 
pas  pour  le  déterminer. 

Théoriîme  V. 

i  46.  Deux  triangles  èquiangles  entre  eux,  ABC,  A'BXT, 
sont  semblables  (fig.  i49)* 

Soit  AB  plus  grand  que  A'B'.  Prenons  sur  AB  une  par- 
lie  AB"  égale  à  A'B',  et,  par  le  point  B",  menons  B"C' 
parallèle  au  côté  BC  ;  nous  formerons  ainsi  un  triangle 
AB"C'  semblable  au  triangle  ABC  (n°  144).  Mais,  B"C' 
étant  parallèle  à  BC ,  l'angle  AB"C'  est  égal  à  l'angle  ABC 
(n"  40,  corolL  I),  et,  comme  ce  dernier  est  égal,  par 
hypothèse,  à  Tangle  A'B'C,  on  a  aussi  AB^'C  =  A'B'C. 
D'ailleurs  l'angle  A  est  égal  à  l'angle  A',  et  nous  avons 
pris  AB''  égal  à  A'B'.  Il  résulte  de  là  que  les  deux  triangles 
AB"C"  et  A'B'C  ont  un  côté  égal  adjacent  à  deux  angles 
^aux  chacun  à  chacun ,  et  sont ,  par  conséquent ,  égaux 
(n°  103).  Or  le  triangle  AB''C"  est  semblable  au  triangle 
ABC.  Donc  le  triangle  A'B'C  est  aussi  semblable  au 
triangle  ABC. 

Corollaire  I.  —  Deux  triangles  sont  semblables  lors- 
(fuils  ont  deux  angles  égaux  chacun  à  chacun  \  car 
nous  avons  vu  (n°  101,  corolL  II)  qu'alors  le  troi- 
sième angle  du  premier  est  égal  au  troisième  angle  du 
second. 

Corollaire  II.  —  Deux  triangles  qui  ont  leurs  côtés 
pWTfdlèles  ou  petyendicul aires  chacun  à  chacun ,  étant 


l34  ÉLÉMEHTS    DE    GÉOMÉTRIE. 

équiangles  entre  eux  (n^  ^07),  sont  semblables  y  et  les 
côtés  homologues  sont  les  eôtés^parallèles  ou  perpendicu- 
laires. 

ScoLiE  I.  — Deux  triangles  rectangles  sont  semblables 
lorsqu'ils  ont  un  angle  aigu  égal. 

ScoLiE  n.  —  Deux  triangles  isocèles  sont  semblables 
s'ils  ont  l'angle  du  sonunet  ou  bien  un  angle  à  la  base 
égal,  et  deux  triangles  équilatéraux  sont  toujours  sem- 
blables. 

Théorème  VI. 

147.  Deux  triangles  y  ABC,  A'B'C,  sont  semblables 
lorsquils  ont  un  angle  égal,  A  :=:  A',  compris  entre  des 
côtés  y  AB  et  AC ,  A'B'  et  A'C,  proportionnels  (fig.  i49)- 

En  faisant  la  même  construction  que  dans  le  théorème 
précédent ,  nous  formerons  un  triangle  AB"C'  semblable 
au  triangle  ABC,  et  nous  aurons 

AB  :  AB'::  ac  :  ac". 

Mais  nous  avons  déjà,  par  hypothèse , 

AB  :  A'B'  ::  AC:  Ma. 

Donc ,  puisque  Ton  a  AB"  =  A'  B',  on  aura  aussi 
AC  =  A'C.  Comme  l'angle  A  est  d'ailleurs  égal  à  l'an- 
gle A',  il  résulte  de  là  que  les  deux  triangles  AB"C" 
et  A'B'C  ont  un  angle  égal  compris  entre  deux  côtés 
égaux  chacun  à  chacun ,  et  sont  par  conséquent  égaux 
(n°  102).  Or  le  triangle  AB"C"  est  semblable  au  trian- 
gle ABC.  Donc  le  triangle  A'B'C'est  aussi  semblable  au 
triangle  ABC. 

Théorème  VII. 

148.  Deux  triangles  y  ABC,  A'B'C,  sont  semblables 
lorsque  deux  côtés  y  ABet  AC,  de  Vun  sont  proportion- 


PREMIÈRE    PARTIE.    CH4P1TIIE   QUATHIÈME.         l35 


nels  à  deux  côtés,  A'B'  et  A'C,  de  l'autre,  et  que,  des 
angles  respectivement  opposés  à  ces  côtés,  deux,  B 
el  B",  sont  égaux,  et  les  deux  autres,  C  et  C,  de 
mente  espèce  (fig.  i49)- 

En  répétant  la  même  construction  que  précédemment, 
nous  aurons  deux  triangles  semblables,  ABC,  AB'C,  qui 
donneront 

AB  :  AB"  :;  AC  :  AC"; 

et,  comme  nous  avons  déjà,  par  hypothèse, 

AB  ;  A'B'  ::  AC  :  A'C, 
et  que  AB"  est  égal  à  A'  ff,  nous  aurons 
AC"  =  A'C. 

Mais ,  B"C''  étant  parallèle  à  BC ,  l'angle  AB"C"  est  égal  à 
l'angle  ÂBC,  et  l'angle  ACB"  est  égal  à  l'angle  ACB 
(n"  M,  coroll.  I):  donc,  puisque  les  deux  angles 
ABC  et  Â'B'C  sont  égaux ,  et  que  les  deux  angles  ACB  et 
A'C'B'  sont  de  même  espèce ,  l'angle  AB"C"  est  égal  à 
l'angle  A'B'C,  et  l'angle  ACB"  est  de  même  espèce  que 
l'angle  A'C  B',  Il  résulte  de  là  que  les  deux  triangles  AB"C" 
et  A'B'C  ont  deux  côtés  égaux  chacun  à  chacun  ,  ainsi 
que  l'angle  opposé  à  l'un  d'eux,  el  que  l'angle  opposé 
à  l'autre  est  de  mênLe  espèce  dans  les  deux  triangles  ; 
par  conséquent ,  ces  deux  triangles  sont  égaux  (n"  IB4). 
Or  le  triangle  AB'C"  est  semblable  au  triangle  AliC 
Donc  le  triangle  A'B'C  est  aussi  semblable  au  trian- 
gle ABC. 

Théorème  VIU. 

149.  Dan^  deux  triangles  semblables,  ABC,  A'B'C, 
les  hauteurs,  AH,  A' H",  sont  entre  elles  comme  deux 

l'àfés  homologues  ijwli nnijites  (Cg.  iSp). 

En  oli'ft ,  1rs  dficv  iLiyiisl''s  ABC  et  A'B'C  éunt  sem- 
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blables,  l'angle  B  est  égal  à  l'angle  B'  (n°  145)-,  par  con- 
séquent, les  deux  triangles  rectangles  Â6H  et  A'B'H', 
ayant  un  angle  aigu  égal ,  sont  aussi  semblables  entre 
eux(n°  146,  scol.  I).  Donc  on  a  la  proportion 

AH:  A'H'  ::  ab  :  a'b'. 

On  aurait  de  même 

AH  :  A'  H'  :  :  AC  :  A'C, 

et,  par  suite, 


AH  :  A'H'  ::  BC  :  B'C. 


Donc,  etc. 


§  IV.  —  Des  polygoaes  semblables. 

Théorème  IX. 

ISO.  Deiu:  poljgones  semblables,  ABCDE,  A'B'CD'E', 
ont  les  cotés  pr  oportionnels  et  les  angles  égaux ,  chacuTz 
à  chacun  y  et  disposés  dans  le  même  ordre  (ûg,  i4i)' 

Menons ,  dans  le  premier  polygone ,  les  diagonales  AC  , 
AD,...  et,  dans  le  second,  les  diagonales  correspon- 
dantes A'C,  A'D',."  de  manière  qu'ils  se  trouvent  dé- 
composés en  triangles.  D'après  la  définition  des  polygones 
semblables  (n°  139),  les  triangles  ABC,  ACD,  ADE  ,... 
seront  respectivement  semblables  aux  triangles  A'B'C, 
A'C'D',  A'DE'....  Or  nous  avons  vu  (nM38)  qu'on 
appelle  triangles  semblables  ceux  qui  ont  les  côtés  pro- 
portionnels ,  et  nous  avons  démontré  (n°  145)  que 
deux  triangles  semblables  sont  équiangles  entre  eux. 
Donc  : 

i^.  Nous  avons  les  suites  de  rapports  égaux 

AB  :  A'B'  ::  BC  :  B'C  ::  ac  :  A'C, 
AC  :  A'C  ::  CD  :  CD'  ::  ad  :  a'D', 
AD:  AD'::  de  :D'E'::etc.  ; 


PREMIÈRE    PARTIE.    CHAPITRE    QUATRIJSME.         lij 

d  OÙ  Ton  déduit 

AB  :  A'B'  ::  bc  :  b'C  ::  cd  :  CD'  ::  de  :  d'E'  ::  etc. 

2^.  L'aDgle  B  est  égal  à  Tangle  B';  les  deux  angles 
6CÂ  et  ACD  sont  respectivement  égaux  aux  deux  angles 
FCA'et  A'CD',  et,  par  conséquent,  Tangle  C  est  égala 
l'angle  G' ,  les  deux  angles  CDA  et  ADE  sont  respective- 
ment égaux  aux  deux  angles  CD' A'  et  A'D'E',  et,  par  con- 
séquent ,  Tangle  D  est  égal  à  l'angle  D'  -,  et  ainsi  des  autres 
angles. 

ScoLiE.  —  On  voit  en  même  temps  que  les  diagonales 
homologues  de  deux  polygones  semblables  sont  propor- 
tionnelles aux  côtés  homologues,  et  font  avec  ces  côtés  des 
angles  égaux. 

Théorème  X. 

iM .  Deux  polygones,  ABCDE,  A'B'CiyE',  sont  sem- 
llables  lorsque  leurs  côtés  y  pris  dans  le  même  ordre  y 
sont  proportionnels  et  comprennent  entre  eux  des  an- 
gles égaux  chacun  à  chacun  (fig.  i4i)' 

Menons,  dans  le  premier  polygone,  les  diagonales  AC, 
AD,...  et,  dans  le  second,  les  diagonales  homologues 
A'C,  AD'....  L'angle  B  étant  égal  à  l'angle  B',  et  les  côtés 
AB  et  BC  étant  proportionnels  aux  côtés  A'B'  et  B'C,  les 
deux  triangles  ABC  et  A'B'C  ont  un  angle  égal  compris 
entre  des  côtés  proportionnels ,  et  par  conséquent  sont 
semblables  (n°  147). 

De  cette  similitude  résulte  la  proportion 

AC  :  A'C  :  :  BC  :  b'C. 

Mais  on  a  déjà ,  par  hypothèse , 

BC:  B'C  ::  CD  :  CD'. 

Donc 

AC  :  A'C  ::  CD  :  CD'. 


I 

I 
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D'ailleurs,  l'angle  BGD  étant  égal,  par  hypothèse,  à 
l'angle  B'CD',  et  l'angle  BCA  étant  égal  à  l'angle  B'CA', 
à  cause  de  la  similitude  des  deux  triangles  ABC  e^t  A'B'C, 
il  s'ensuit  que  l'angle  ACD,  qui  est  la  différence  des  deux 
premiers,  est  égal  à  l'angle  A'CD',  qui  est  la  différence 
des  deux  derniers.  Par  conséquent,  les  deux  triangles 
ACD  et  A'C'D',  ayant  un  angle  égal  compris  entre  des  côtés 
proportionnels,  sont  semblables  (n^  147). 

On  démontrerait  de  même  la  similitude  des  triangles 
suivants. 

Donc  les  deux  polygones  proposés  ,  se  composant  d'un 
même  liombre  de  triangles  semblables ,  chacun  à  chacun , 
et  assemblés  de  la  même  manière ,  sont  semblables 
(n«  139). 

Corollaire.  —  Deux  polygones  sont  semblables  lors- 
que  leurs  côtés  y  pris  dans  le  même  ordre  y  sont  propor- 
tionnels y  parallèles  et  dirigés  dans  le  même  sens  y  cha- 
cun à  chacun  ;  car  ces  deux  polygones  ont  en  même  temps 
les  angles  égaux  (n**  43)  et  les  côtés  proportionnels. 

Théorème  XI. 

152.  Les  périmètres  de  deux  polygones  semblables  y 
ABCDE,  A'BCD'E',  sont  proportionnels  à  leurs  côtés  et 
à  leurs  diagonales  homologues  (fig.  i4i)« 

EIn  effet ,  les  deux  polygones  étant  semblables ,  nous 
avons  (n^  150) 

AB  :  A'B'  ::  BC  :  b'C  ::  CD  :  aiy  ::  de  :  d'e'  ::  etc. 

Or  on  démontre  en  arithmétique  que ,  dans  une  suite  de 
rapports  égaux ,  la  somme  des  antécédents  est  à  la  somme 
des  conséquents  comme  l'un  quelconque  des  antécédents 
est  à  son  conséquent.  Donc  on  a 

AB  -j-  BC4-CD-f-. . .  :  A'B'  +  B'C  -H  CD'  +. . .  ::  AB  :  A'B', 
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OU  bien 

pénm.  ABCDE  :  pénm.  A'B'C'iyF/  ::  AB  :  A'B'. 

Les  diagonales  homologues  de  deux  polygones  semblables 
étant  entre  elles  comme  les  côtés  homologues  (n°  150, 
scol,)^  on  peut  remplacer  le  rapport  AB  :  A'B'  par  le 
rapport  AC  :  A'C,  et,  par  conséquent,  on  a  aussi 

périm.  ABCDE  :  périm.  A'B'C'D'E'  ::  AC  :  A'C 

Donc,  etc. 

§  V.  —  Conséquences  des  propriétés  des  Sgares  semblables. 

Théorème  XII. 

1S3.  Les  portions  de  deux  parallèles  y  MN,  M'N', 
interceptées  entre  un  nombre  quelconque  de  droites  y 
OA,  OB,  OC,  OD, ...,  menées  par  un  même  point  O, 
situé  en  dehors  ou  en  dedans  de  ces  parallèles ,  sont  pro- 
portionnelles (fig.  i5o  et  i5i). 

En  effet,  les  triangles  O  A'B',  OB'C,  OC'D',...  étant 
respectivement  semblables  aux  triangles  OAB,  OBC, 
OCD, . . .  (n**  \  44) ,  on  a  les  suites  de  rapports  égaux 

OA  :  OA'  ::  ab  :  a'b'  ::  ob  :  OB', 
OB  :  OB'  ::  bc  :  b'C  ::  oc  :  oc, 
oc  :  oc  :  :  CD  :  CD'  :  :  od  :  od', 

etc 

et ,  en  ne  considérant  que  ceux  qui  composent  la  colonne 
du  milieu ,  on  en  déduit 

AB  :  A'B'  ::  BC  :  B'C  ::  CD  :  ai>'  ::  etc. 

Réciproque.  — Si  les  portions  de  deux  parallèles  y 
MN,  M'N',  interceptées  entre  un  nombre  quelconque  de 
droites  non  parallèles ^  AA! ^BB' ^  CC',...  sont  propor- 
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tionnelles,  de  sorte  que  l'on  ait  AB:A'B'::BC:B'C'..., 
toutes  ces  droites  concourent  en  un  même  point  y  situé  en 
dehors  ou  en  dedans  des  parallèles  (fig.  iSoel  i5i). 

Soit  O  le  point  de  rencontre  des  deux  droites  A  A'  et  BB'. 
Nous  avons  deux  triangles,  OAB,  OA'B',  qui  sont  sem- 
blables (n**  144),  et  qui  donnent  la  proportion 

OB:OB'  ::ab:  a'B'. 

Mais  on  a  déjà ,  par  hypothèse, 

AB:  A'B'  ::bc:b'C'. 

Donc  on  aura  aussi 

OB  :  OB'  :  :  BC  :  b'C 

L'angle  OB'C  étant  égal  à  l'angle  OBC  (n^  40,  corail.  I), 
il  réstdte  de  là  que ,  si  Ton  joint  le  point  O  aux  deux  points 
C  et  C,  les  deux  triangles  OBC  et  OB'C  seront  semblables 
(n"147),  et  que,  par  conséquent,  les  trois  points  0,C,  C, 
seront  sur  une  même  droite. 

On  démontrerait  de  la  même  manière  que  les  trois 
points  O,  D,  D',  sont  en  ligne  droite^  et  ainsi  de  suite. 

Donc  toutes  les  droites  AA',  BB',  €€',.••  concourent 
au  point  O. 

Corollaire.  —  Les  droites  menées  comme  on  voudra^ 
du  sommet  d'un  triangle  à  sa  base,  partagent  cette  base 
et  toute  droite  gui  lui  est  parallèle  en  parties  propor- 
tionnelles, 

ScoLTE.  —  A  cause  des  triangles  OAB  et  OA'B',  OBC  et 
OB'C',...  {fig*  i5o  et  i5i),  qui  sont  semblables  deux  à 
deux ,  on  a  la  suite  de  rapports  égaux 

OA  :  OA'  ::  OB  :  OB'  ::  OC:  OC  ::  etc. 

Donc  ,    lorsque  deux  parallèles  sont  coupées   par   un 
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nombre  quelconque  de  transi^ersales  menées  par  un 
même  point  y  les  portions  de  ces  transversales  comprises 
entre  ce  point  et  les  parallèles  sont  proportionnelles. 

Théorème  XIII. 

154.  Dans  un  tjîangle  ABC  ^  si  une  droite,  AD ,  par-* 
tage  un  angle  A  en  deux  parties  égales,  elle  dii^ise  le 
côté  opposé  y  BC,  en  deux  segments,  BD,  DC ,  direc- 
tement  proportionnels  aux  côtés  adjacents,  AB,  AC 
(fig.  iSa). 

Abaissons  sur  la  bissectrice  AD  ,  des  deux  sommets  B 
et  C ,  les  perpendiculaires  BE  et  CF.  Nous  aurons  d'abord 
deux  triangles  rectangles ,  BDE ,  CDF,  qui  auront  un 
angle  aigu  égal ,  BDE  =  CDF  (n°  24)  -,  ces  deux  triangles 
seront  donc  semblables  (n*'  146,  scol.  I),  et  donneront 
la  proportion 

BD  :DC::  be  :  CF. 

Mais ,  l'angle  BAD  étant  égal  à  Tangle  DAC  par  hypo- 
thèse 5  les  deux  triangles  rectangles  ABE  et  ACF  seront 
aussi  semblables  par  la  même  raison ,  et  donneront*  la 
proportion 

BE  :  CF  ::  AB  :  ac. 

De  ces  deux  proportions  il  résulte 

BD  :  DC  ::  ab  :  ac. 

Donc,  etc. 

Réciproque.  —  Si  une  droite,  AD,  passant  par  un 
des  sommets  A  d'un  triangle  ABC,  partage  le  côté 
opposé,  BC,  en  deux  segments,  BD,  DC,  directement 
proportionnels  aux  côtés  adjacents,  AB,  AC  ,  elle  divise 
l'angle  du  sommet  A  en  deux  parties  égales  (fig.  iSa). 

En  faisant  la  même  construction  que  ci-dessus  ,  les 
deux    triangles   semblables  BDE  et  CDF  donneront  la 
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proportion 

BE  :  CF  ::  bd  :  dC; 

et,  comme  on  a  déjà,  par  hypothèse , 

BD  :  DC  ::  AB  :  ac, 
il  en  résultera 

AB:  AC  ::  be  :  CF; 
d'où  il  suit  que  les  deux  triangles  rectangles  ABE  et  ACF 
seront  semblables  (n°  148),    et  que,  par  conséquent, 
l'angle  BAD  est  égal  à  l'angle  DAC  (n"  1-4S). 

Théorème  XIV. 

155.  Dans  un  triangle  AS^^  si  unedroàe,  AD,  par- 
tage le  supplément  ChS  d'un  angle  A  en  deux  parties 
égales,  elle  coupe  le  prolongement  du  côté  opposé,  BC , 
en  un  point  D  dont  les  distances,  BD,  CD,  aux  deux 
extrémités  de  ce  côté  sont  directement  proportionnelles 
auxcôtés  adjacents,  AB,  AC  (6g.  i5a). 

Des  deux  sommets  B  et  C  abaissons  sur  AD  les  per- 
pendiculaires BE  et  CF;  nous  aurons  deux  triangles 
semblables ,  BDE,  CDF,  qui  donneront  la  propor- 
tion 

BD  :  CD  :  :  BE  :  CF. 

Mais  les  angles  BAE  et  CAF,  éunt  tous  deux  ^auz  i 
Tangle  DAB*,  sont  égaux  entre  eux,  et,  par  conséquent, 
les  deux  triangles  rectangles  ABE  et  ACF  seront  aussi 
semblables,  et  donneront  la  proportion 
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Réciproque.  —  Si  une  droite,  AD,  passant  par  un 
des  sommets  A  d^un  triangle  ABC ,  coupe  le  prolonge- 
ment  du  côté  opposé  y  BC ,  en  un  point  D  dont  les  distant- 
ces ,  BD,  CD,  aux  deux  extrémàés  de  ce  côté  soient  direc- 
tement proportionnelles  aux  côtés  adjacents ,  AB,  AC, 
cette  droite  partage  le  supplément  CAK  de  Vangle  A 
en  deux  parties  égales  (fig.  i53). 

En  faisant  la  même  construction  que  pour  la  propo- 
sition directe ,  les  deux  triangles  semblables  BDE  et  CDF 
donneront  la  proportion 

BE:  CF  ::  BD:  ca); 

et,  comme  on  a  déjà,  par  hypothèse, 

BD  :  CD  ::  AB;  AC, 

il  en  résultera 

AB  :  AC  :  :  BE  :  CF. 

Il  suit  de  là  que  les  deux  triangles  rectangles  ABE  et 
ACF  seront  semblables  (n°  148).  On  a  donc  EAB=  FAC 
(n®14fS),  et,  par  conséquent, DAB'=DAC. 

Théobème  XV. 

156.  Siy  du  sommet  A  de  V angle  droit  d'un  triangle 
rectangle  ABC,  on  abaisse  une  perpendiculaire  AD 
sur  Vhjrpoténuse ,  i°  cette  perpendiculaire  partage  le 
triangle  total  en  deux  triangles  partiels,  ABD,  ACD, 
qui  lui  sont  semblables  et  sont  semblables  entre  eux; 
2*^  chaque  côté,  AB  ou  AC,  de  l'angle  droit  est  moyen 
proportionnel  entre  l'hypoténuse  entière  et  le  seg- 
ment, BD  ou.DC,  de  l'hypoténuse  qui  lui  est  adjacent; 
3**  la  perpendiculaire  AD  est  moyenne  proportion- 
nelle entre  les  deux  segments,  BD  et  DC,  de  l'hy- 
poténuse; 4^  l'hypoténuse  BC  est  à  l'un  des  côtés  de 
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i'angledroit,  AB  ou  AC,  comme  l'autre  côté,  ÂCouÂB, 
est  à  la  perpendiculaire  AD  (fig.  1 54)- 

En  effet ,  1°.  les  deux  triangles  rectangles  ABC  et  ABD, 
ayant  l'angle  aigu  B  commuD,  sont  semblables  (n"  146, 
scol.  I  )  :  il  en  est  de  même  des  deux  triangles  rectangles 
ABC  et  ADC  qui  ont  l'angle  aigu  C  commun  ;  et  les  deux 
triangles  ABD  et  ACD,  étant  l'un  et  l'autre  semblables  an 
triangle  ABC,  sont  semblables  entre  eux  (n"  138). 

i".  Le  triangle  ABC  étant  semblable  à  chacun  des  deux 
triangles  partiels  ABD  et  ADC  ,  on  a  les  deux  proportions 

BC  :  AB  ::  ab  :  bd, 
BC  :  AC  ::  ac  :  dc. 

3°.  La  comparaison  des  deux  triangles  partiels  ABD 
et  ADC ,  qui  sont  semblables  entre  eux ,  donne  la  pro- 
portion 

BD  :AD  ;;  AD  :  DC. 

4".  Enfin,  en  comparant  le  triangle  total  ABC  avec 
l'un  des  triangles  partiels,  ABD  ou  ADC,  on  trouve  la 
proportion 

BC  :  AB  ::  ac  :  ad. 

Corollaire.  —  Si  d'un  point  A,  pris  sur  une  circon- 
férence (^^.  j55),  on  abaisse  une  perpendiculaire  AD 
sur  un  diamètre  BC,  et  que  l'on  mène  deux  cordes,  AB, 
AC,  aux  extrémités  de  ce  diamètre,  i"  chaque  corde, 
AB  ou  AC  ,  est  moyenne  proportionnelle  entre  le  dia- 
mètre entierBC  et  le  segment,  BD  ou  DC,  adjacent  à 
cette  corde;  2°  la  perpendiculaire  AD  est  moyenne  pro- 
portionnelle entre  les  deux  segments,  BD,  DC,  du  dia- 
mètre; 3"  le  diamètre  entier  BC  est  à  l'une  des  cordes. 
AB,  AC,  comme  l  autre  corde  est  à  lu  f-rpendiculaire 
AD;  car,  l'aiigle  BAC  étant  ilroit  (ir  7i.  coroU.  U),  on 
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a  alors  un  triangle  rectangle  ABC ,  qui  a  pour  hypoté- 
nuse le  diamètre  BC,  et  dont  les  côtés  de  Tangle  droit 
sont  les  cordes  AB  et  AC. 

Théorème  XVI. 

157.  Dans  un  triangle  rectangle  ABC ,  le  carré  de 
rkypoténuse  BC  est  égal  à  la  somme  des  carrés  des 
deux  autres  cotés  y  AB  et  AC  (fig.  i54). 

D'après  le  théorème  précédent,  on  a  les  deux  propor- 
tions 

BC:AB::  AB:BD, 
BC:  AC::  AC:DC, 

desquelles  on  tire  les  deux  égalités 

BC  X  BD  =  AB%       BC  X  DC  =  AC*; 

et,  en  ajoutant  ces  deux  égalités  membre  à  membre,  on 
trouve 

BC  X  BD  -f-  BC  X  DC  =  AB'  -h  AC% 
ou 

BC  (BD  -4-  DC)  =  AB»  -h  AC«. 

Or  BD  H-DC  n'est  autre  chose  que  BC    On  a  donc 

BO  =  AB'  -+-  AC. 

Corollaire  L  —  De  l'égalité  BC«  =  AB«  +  AC«  on 
déduit 

AB'  =  BC'  —  AC     et     AC  =  BC  —  AB'. 

Donc ,  dans  un  tiiangle  rectangle,  le  carré  de  Vun  des 
côtés  de  V angle  droit  est  égal  au  carré  de  Vhypoténuse, 
moins  le  carré  de  l'autre  côté. 

Corollaire  II.  —  Si  d'un  point  A,  pris  sur  une  cir- 
conférence (fig'  i55),  on  mène  deux  cordes,  AB,  AC  , 

lO 
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aux  extrémités  d'un  diamètre  BC ,  le  carré  du  diamètre 
est  égala  la  somme  des  carrés  des  deux  cordes;  car 
ou  a  alors  un  triangle  rectangle  ABC ,  qui  a  le  diamètre 
BC  pour  hypoténuse ,  et  les  cordes  AB  et  AC  pour  côtés 
de  l'angle  droit. 

ScoLiE.  —  Dans  cette  proposition,  et  en  général  dans 
toutes  celles  où  il  est  question  du  carré  d'une  ligne ,  ou 
du  produit  de  deux  lignes ,  il  faut  supposer  que  ces  lignes 
aient  été  rapportées  à  une  commune  mesure  et  évaluées 
en  nombres. 

ÏHÉOROIE   XVII. 

158.  Si  y  du  sommet  A  de  V  angle  droit  d'un  tnan- 
gle  rectangle  ABC  ,  on  abaisse  une  perpendiculaire 
AD  sur  r hypoténuse,  i^  le  carré  de  lliypoténuse  BC 
est  au  carré  de  chacun  des  côtés  de  Vangle  droite  AB 
ou  AC  ^  comme  Vhjpoténuse  entière  est  au  segment , 
BD  ou  DC ,  adjacent  à  ce  côté;  'i^  les  carrés  des  deux 
côtés  de  l'angle  droite  AB  et  AC,  sont  entre  eux  comme 
les  segments ,  BD  et  DC  ,  (fui  leur  sont  adjacents 
(fig.  i54). 

Chacun  des  côtés  de  l'angle  droit  étant  moyen  propor- 
tionnel entre  Thypoténuse  chlière  et  le  segment  qui  lui 
est  adjacent  (n"  156) ,  on  a  les  deux  proportions 

BC  :  AB  :  :  AB  :  bd,       bc  :  ac  :  :  ac  :  dC; 

d'où  l'on  tire  les  égalités 

AB'  =  BC  X  BD,         AC  =  BC  X  DC. 

Or  on  a  BC*  =  BC  X  BC ,  et ,  en  comparant  cette 
relation  avec  chacune  des  égalités  ci-dessus,  on  eu 
déduit  • 

BC»  :  AB»  :  :  BC  :  BD,       bc  :  ac  :  :  BC  :  dc. 


r 


i 


PREMIÈRE    PARTIE.    CHAPITRE    QUATRIÈME.         t4y 

D'ailleurs ,  la  comparaison  de  ces  deux  égalités  entre  elles 
donne 

AB»  :  AC'  :  :  bd  :  dc. 

Donc,  etc. 

Corollaire.  —  Si  d'un  point  A ,  situé  sur  une  circon- 
férence (^gf.' 1 55),  on  abaisse  une  perpendiculaire  AD 
sur  un  diamètre  BC  ,  et  que  Ton  mène  deux  cordes, 
AB,  AC,  aux  extrémités  de  ce  diamètre,  les  carrés  du 
diamètre  BC  et  des  deux  cordes  AB  et  AC  sont  direc- 
tement  proportionnels  à  ce  diamètre  et  aux  deux  seg- 
ments BD  et  DC. 

ScOLiE.  —  Si  l'on  mène  à  une  circonférence,  par  une 
des  extrémités  d'un  diamètre  BC  {^fig-  i56),  diiférentes 
cordes,  BA,  BA',  BA",  et  que,  des  points  A,  A',  A",  on 
abaisse  sur  ce  diamètre |des  perpendiculaires,  AD,  A'D', 
A'iy,  on  a  les  relations 

BA»=BC  X  BD,     BA'^rr  BC  X  BD',     BA''»=  BC  X  BD"; 

m 

d'où  il  résulte  la  suite  de  rapports  égaux 

BA'  :  BA'^  :  BA"'  :  :  BD  :  bd'  :  bd". 

Théorème  XVIII. 

159.  Dans  un  triangle  obtusangle  ABC,  le  carré  du 
côté  AB  opposé  à  V  angle  obtus  y  C ,  est  égal  à  la  somme 
des  carrés  des  deux  autres  côtés j  plus  le  double  produit 
de  l'un  de  ces  deux  côtés ^  BC  ,  par  la  distance  du  som- 
met de  r angle  obtus  au  pied  de  la  perpendiculaire,  AD, 
abaissée  sur  ce  côté  du  sommet  A  r/ui  lui  est  opposé 
(fig.  i57). 
.  En  effet ,  le  triangle  rectangle   ABD  donne  d'abord 

q^  is7) 

Jf^  AB'=AD»4-BP\ 

^  lO. 
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Mais  OU  a 

BD=:BC+CD; 


d'où  il  résulte  (il"  8) ,  eu  élevant  les  deux  membres  au 

BD==:  BC»  +  CD»  -h  2.BCX  CD. 


carre , 


Substituant  cette  valeur  de  BD'  dans  la  première  égalité , 
ou  trouve 

AB»  =  AD» 4- BC^ -f- CD»  4- 2.BC  X  CD , 

et,  observant  enfin  que,   à  cause  du  triangle  rectangle 
ACD,  AD'+  CD*  n'est  autre  chose  que  AC*,  on  obtient 

AB»=BC»-H  AC»4-2.BCXCD. 

Théorème  XIX. 

160.  Dans  un  triangle  quelconque  ABC  ,  le  caiTc 
(Vun  côté  AB  opposé  à  un  angle  aigu,  C,  est  égal  à 
la  somme  des  carrés  des  deux  autres  côtés,  moins  le 
double  produit  de  Vun  de  ces  deux  côtés,  BC,  par  la 
distance  du  sommet  de  l'angle  aigu  que  Von  considère 
au  pied  de  la  petjyendiculaire,  AD,  abaissée  sur  ce  côté 
du  sommet  A  qui  lui  est  opposé  (fig.  i58  et  i5g). 

En  effet,  le  triangle  ABD,  qui  est  rectangle,  donne 
d'abord  (n°  157) 

AB»  =  AD'  -H  BD», 

Mais ,  suivant  que  la  perpendiculaire  AD  touche  au  de- 
dans du  triangle  (Jig^  1 58),  ou  au  dehors  (Jig*  i  Sg),  on  a 

BD=BC— DC     ou     BD=:DC  — BC; 

d'où  il  résulte  (n°  8) ,  en  élevant  les  deux  membres  au 
carré, 

BD'  r=  BC» -h  DC»  ~  2.BC  X  DC . 


■ 
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Substituant  cette  valeur  de  BD*  dans  la  première  égalité, 
on  trouve 

AB'  =  AD'4-  BC  -h  l>0  —  2.BC  X  DC , 

ou,  eu  remarquant  que  AD*  -|-  DC*  n'est  autre  chose 
que  AC*, 

AB^  =  BC^  -4-  AC  —  2.BC  X  DC. 

ScoLiE.  —  En  rapprochant  ces  deux  dernières  propo- 
sitions du  principe  relatif  au  triangle  rectangle  (n*^  157)? 
il  est  facile  de  voir  que  les  valeurs  des  trois  côtés  d'un 
triangle  font  connaître  si  Tangle  auquel  chacun  d'eux  est 
opposé  est  droit,  obtus  ou  aigu^  car  il  résulte  évidem- 
ment de  ce  qui  a  été  dit  qiiun  angle  d'un  triangle  est 
dmity  obtus  ou  aigu  y  suwant  que  le  carré  du  côté  opposé 
à  cet  angle  est  égal,  supérieur  ou  inférieur  à  la  somme 
des  canifs  des  deux  autres  côtés. 

Théobème  XX. 

161 .  Dans  un  triangle  quelconque  ABC ,  la  somme 
des  carrés  de  deux  côtés  y  AB,  AC ,  est  éqmi^alente  au 
double  du  carré  de  la  moitié  du  troisième  côté,  BC , 
plus  le  double  du  carré  de  la  droite,  AD,  qid  joint  le 
mâieu  Y)  de  ce  troisième  côté  au  sommet  A  de  Fangle 
opposé  (iig.  i6o). 

Abaissons  du  sommet  de  Tangle  A  une  pcrpelidiculaire 
AE  sur  le  côté  opposé  BC.  En  supposant,  pour  fixer  les 
idées,  que  le  pied  de  cette  perpendicidaire  tombe  plus 
près  du  point  B  que  du  point  C ,  les  deux  triangles  ABD 
et  ACD  donneront ,  en  vertu  des  deux  théorèmes  pré- 
cédents , 

AB^  =z  BD'  -f-  AD'  —  2.BD  X  DE , 
AC'  =  DC'  -h  AD  +  2.DC  X  DE; 

et,  en  ajoutant  ces  deux  égalités  membjjc  à  membre,  et 
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observant  que  DC  est  égal  à  BD ,  il  nous  viendra 

Donc,  etc. 

ScoLiE.  —  Si  le  triangle  proposé  ABC  était  isocèle  et 
avait  BC  pour  base ,  les  deux  triangles  ABD  et  ACD 
seraient  rectangles  (n^  108),  et,  en  vertu  du  principe  re- 
latif au  triangle  rectangle  (n*'  ^^7),  la  proposition  serait 
évidente  d'elle-même. 

Théorème  XXI. 

162.  Dans  un  quadrilatère  ABCD ,  la  somme  des 
cannés  des  côtés  est  égale  à  la  somme  des  carrés  des  dia- 
gonales ^  plus  quatre  fois  le  carré  de  la  droite  y  EF,  qui 
joint  les  milieux  de  ces  diagonales  (fig.  i6i). 

En  joignant  les  deux  points  B  et  D  au  point  E,  milieu 
de  la  diagonale  AC ,  on  a  (n*^  161)  les  deux  égalités 

AB*  -^  BC  =  2AE*  +  2BE% 
•    AD'  +  DC^=:2AE2-h2DE»; 

et,  en  les  ajoutant  membre  à  membre,  on  trouve 
AB'  H-  làO  -f-  AD»  H-  DC'  =  4AE^  -f-  2BE»  H-  2DE^ 

Mais,  dans  le  triangle  BED,  la  droite  EF  joignant  le 
sommet  E.au  milieu  du  côté  BC ,  on  a 

BE»  -h  DE*  =  2BF'  4-  2EF'  ; 
d'où  il  résulte 

2BE»  -f-  2DE^  =  4BF'  -h  4EF^ 
Par  conséquent ,  l'égalité  précédente  devient 

AB»  -h  BO  -h  AD'  -f-  DC^  =  4AE'  4-  4BF'  +  4EF% 
ou,  en  observan^que  4AE*  est  le  carré  de  2AE  ou  de  AC , 
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et  que  4BF*  est  le  carré  de  aBF  ou  de  BD, 

AB'  -+-  BC  -f-  AD'  +  DC^  =  AC=  4-  BD'  -h  4ëF^   * 
Donc  ,  etc. 

Corollaire.  —  Comme  les  deux  diagonales  d'un  pa- 
rallélogramme se  coupent  mutuellement  en  deux  par- 
lies  égales  (n**  118),  et  que  par  conséquent  la  droite  qui 
joint  les  milieux  de  ces  diagonales  est  nulle,  il  s'ensuit 
que,  dans  un  parallélogramme ^  la  somme  des  carrés 
des  côtés  est  égale  à  la  somme  des  carrés  des  diago- 
nales. • 

Théorème  XXII. 

163.  Dans  un  triangle  ABC ,  si  l'on  mène  du  sommet 
le  l'un  des  angles  y  A  ,  au  côté  opposé,  BC ,  une  droite , 
\D,  qui  partage  cet  angle  en  deux  parties  égales,  le 
arré  de  cette  droite  est  égal  au  produit* des  deux  côtés, 
AB,  AC  ,  qui  comprennent  V  angle  A,  moins  le  produit 
des  deux  segments,  BD,  DC ,  du  troisième  côté  (fîg.  162). 

Menons,  parle  point  C,  une  droite  CE  qui  fasse  avec 
BC  un  angle  BCE  égal  à  l'angle  BAD,  et  prolongeons 
AD  jusqu'à  la  rencontre  de  cette  droite  en  un  point  E. 

Nous  aurons  d'abord  un  triangle  DEC ,  qui  sera  sem- 
blable au  triangle  BAD^  car  ces  deux  triangles  auront 
deux  angles  égaux  chacun  à  chacun,  savoir  ,  EDC  égal  à 
BDA  (n'^24)  et  DCE  égal  à  BAD  par  construction.  Par 
conséquent,  nous  aurons  la  proportion 

AD:DC::  bd:DE; 

d'où 

AD  XDE=BDXDC. 

Nous  aurons  ensuite  un  triangle  ACE,  qui  sera  aussi 
semblable  au  triangle  ABD^  car  l'angle  EAC  est  égal,  pai 
hypothèse,  à  l'angle  BAD,  et,  les  deux  angles  EDC  et  DCE 
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étant  respectivement  égaux  aux  deux  angles  ADB  et  BAD, 
il  en  résulte  (n*'  101,  corolL  II)  que  Fangle  E  est  égal  à 
Fangle  B.  Nous  aurons  donc  la  nouvelle  proportion 

AE  :  AB  :  :  AC  :  AD  ; 

d'où 

AEXAD  =  ABXAC, 

Or  on  a ,  d'après  la  figure , 

AD  =  AE  —  DE  ; 

d'où  il  résulte,  en  multipliant  les  deux  membres  par  AD, 

AD'  =  AE  X  AD  —  AD  X  DE. 

Donc  nous  aurons ,  à  cause  des  deux  égalités  précédentes  ^ 

AD»  =  AB  X  AC  —  BD  X  DC. 

Théorème  XXHI. 

164.  Dans  un  cercle ,  les  segments,  OA  etOB,  OC 
et  OD,  de  deux  cordes,  AB,  CD,  qui  se  coupent,  en  un 
point  O,  sont  inversement  proportionnels^  c'est-à-dire 
que  Ion  a  OA  :  OC  ::  OD  :  OB  (fig.  i63). 

Menons ,  en  effet ,  les  deux  cordes  AD  et  BC  ;  nous 
aurons  alors  deux  triangles,  AOD,  BOC ,  qui  seront  équi- 
angles  entre  eux;  car  les  deux  angles  AOD  et  BOC  seront 
égaux  comme  opposés  par  le  sommet,  les  deux  angles 
ADO  et  CBO  seront  égaux  comme  inscrits  dans  un  même 
segment  (n°  74 ,  corolL  I) ,  et  il  en  sera  de  même  des 
deux  angles  DAO  et  BCO.  Donc  ces  deux  triangles  seront 
semblables  (n®  1^6),  et  donneront  la  proportion 

OA  :  OC  :  :  OD  :  OB. 

Réciproque.  —  Si  deux  droites,  AB,  CD,  ^e  coupent, 
en  un  point  O,  en  parties  in^ersem.ent  proportionnelles, 
de  sorte  que  Ton  ait  OA  :  OC  ::  OD  :  OB,  leurs  extré- 
mités sont  sur  une  même  circonférence  (fig*  i63)* 
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Car,  eu  faisant  passer  une  circonférence  par  les  trois 
points  A ,  C ,  D,  et  appelant  B'  le  point  où  elle  coupe  «la 
droite  AB,  ou  son  prolongement ,  nous  aurons ,  en  vertu 
de  la  proposition  directe, 

OA  :  OC  ::  od  :  ob', 

et,  en  comparant  cette  proportion  à  celle  de  Thypothèse , 
nous  en  déduirons  OB'  =  OB.  Donc  le  point  B'  se  confond 
avec  le  point  B.  Donc,  etc. 

Corollaire.  —  Dans  un  quadrilatère  inscrit  y  les  deux 
diagonales  se  coupent  en  parties  inversement  propor- 
tionnelles ;  et ,  réciproquement ,  si  les  deux  diagonales 
d'un  quadnlatère  se  coupent  en  parties  im^ersement 
proportionnelles,  ce  quadrilatère  est  inscriptible, 

THÉORÈafE  XXIV. 

165.  Si  d'un  point  O,  pris  hors  d'un  cercle ^  on  mène 
à  ce  cercle  deux  sécantes ^  OA,  OC,  terminées  à  la  cir^ 
conférence  y  ces  deux  sécantes  sont  inversement  pro- 
portionnelles à  leurs  parties  extérieures,  OB,  OD;  c'est- 
à-dire  que  l'on  a  OA  :  OC  ::  OD  :  OB  (fig.  164). 

En  effet ,  si  nous  joignons  le  point  B  au  point  C  et  le 
point  D  au  point  A,  nous  aurons  deux  triangles,  OAD, 
OBC ,  qui  seront  équiangles  entre  eux  5  car  ils  auront 
l'angle  O  commun ,  et  les  deux  angles  OAD  et  OCB  seront 
égaux  comme  inscrits  dans  un  même  segment  (n^  74 , 
corolL  I),  d'où  il  résulte  que  le  troisième  angle  OQA 
du  premier  sera  égal  au  troisième  angle  OBC  du  second. 
Ces  deux  triangles  seront  donc  .semblables ,  et  l'on  aura 
la  proportion 

OA  :  OC  ::  od  :  ob. 

fi^iPROQUE. — Si  deum  droites,  OA,  OC,  déterrni^ 
nées  de  grandeur,  parlent  d'un  même  point  O,  et  que 


i 
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Von  prenne  sur  ces  droites  y  à  pattir  du  point  O,  deux 
longueurs,  OB,  OD,  qui  leur  soient  inversement  propor- 
tionnelles, de  sorte  que  Ton  ait  OA  :  OC  ::  OD  :  OB,  les 
extrémités,  A^  C^  et  les  points  de  div^ision,  B  ,  D,  sont 
sur  une  même  circonférence  (fig.  i64). 

Même  raîsonnemeut  que  pour  la  réciproque  du  théo- 
rème précédent. 

Corollaire.  —  Dans  un  quadrilatère  insent,  les  dis- 
tances du  point  d'intersection  de  deux  côtés  opposés,  non 
parallèles,  aux  extrémités  de  ces  côtés  sont  inversement 
proportionnelles  ;  et ,  réciproquement ,  si  les  distances 
du  point  d'intersection  de  deux  côtés  opposés  d'un  qua- 
drilatère aux  extrémités  de  ces  côtés  sont  inversement 
proportionnelles ,  ce  quadrilatère  est  inscriptible. 

Théorème  XXV. 

166.  Si  d'un  point  O,  pris  hors  d'un  cercle,  on  mène 
à  ce  cercle  une  sécante  OA  et  une  tangente  OC ,  termi- 
nées à  la  circonférence ,  la  tangente  est  moyenne  pro- 
portioîinelle  entre  la  sécante  entière  OA  et  sa  partie 
extérieure  OB  (fig.  i63). 

En  menant  les  cordes  AC  et  BC,  nous  aurons  deux 
triangles,  OAC ,  OBC,  qui  seront  semblables  comme 
équîangles  ^  car  ils  auront  Tangle  O  commun ,  et  les  deux 
angles  OAC  et  OCB,  ayant  chacun  pour  mesure  la  moitié 
de  Tare  BC  {pP^  74  et  75),  seront  égaux  entre  eux.  .On  a 
donc  la  proportion 

OA  :  OC  ::  OC  :  OB. 

Réciproque.  —  Si  deux  droites,  OA,  OC,  déteiminées 
de  grandeur,  et  partant  d!un  même  point  O,  sont  telles 
que  la  plus  petite ,  OC  ,  soit  moyenne  proportionnelle 
entre  la  plus  grande,  OA,  et  une  partie,  OB,  de  cette 
dernière,  comptée  à  partir  de  leur  extrémité  commune, 
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de  sorte  que  l'on  ait  OA  :  OC  :  :  OC  ;  OB,  lews  extré- 
mués  non  communes,  A,  C^  et  le  point  de  dmsiony  B, 
delà  première  sont  sur  une  même  circonféf^nce  tangente 
à  la  seconde  (ûg.  i65). 

Cette  réciproque  se  démontre  comme  celles  des  deux 
propositions  précédentes ,  en  faisant  voir  que  la  circon- 
férence qui  passe  par  le  point  A ,  et  qui  touche  la  droite 
OC  au  point  C,  doit  aussi  passer  par  le  point  B. 

Corollaire.  —  Deux  tangentes,  OC ,  OD,  issues  d'un 
même  point  O  (fig.  i65),  sont  égales  entre  elles  ^  car,  si 
l'on  mène  par  le  point  O  une  sécante,  qui  coupe  la  circon- 
férence aux  deux  points  A  et  B,  on  a ,  d'après  ce  qui  vient 
d'être  démontré  5^» 

00  =  OA  X  OB,  OD'  =  OA  X  OB  ; 

d'où  il  résulte 

OC  =  OD. 

Cette  propriété  de  deux  tangentes ,  menées  à  un  cercle 
par  un  point  extérieur ,  a  déjà  été  établie  dans  le  second 
chapitre  (n*'  89). 

ScoLiE.  —  Les  trois  propositions  qui  viennent  d'être 
démontrées  peuvent  être  comprises  dans  cet  énoncé  géné- 
ral ;  Si,  par  un  point  intérieur  ou  extérieur  à  un  cercle, 
on  mène  deux  droites  qui  rencontrent  la  circonférence, 
les  distances  comptées  entre  le  point  et  le  cercle  sur  la 
premièœ  droite  sont  inversement  proportionnelles  aux 
distances  analogues  comptées  sur  la  seconde» 

Théorème  XXVI. 

167.  Dans  tout  quadrilatère  inscriptible,  ABCD,  le 
produit  des  diagonales ,  AC ,  BD  ,  est  égal  à  la  somme 
des  produits  ,  AB  X  DC,  AD*><  BC,  des  côtés  opposés 

(fig.  166). 


i 
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En  effet ,  si  nous  menons  du  point  B  la  droite  BE,  ter- 
minée sur  AC  en  E,  de  manière  que  l'angle  CBE  soîl  égal 
l\  l'angle  ABD,  nous  aurons  deux  triangles,  BEC,  BAD, 
qui  seront  semblables  comme  ayant  deux  angles  égaux 
chacun  à  chacun ,  savoir,  CBE  égal  à  ABD  par  construc- 
tion et  BCE  égal  à  ADB  (n^  74,  corolL  I).  On  a  donc  la 

proportion 

CE  :  BC  ::  AD  :  BD; 

d'où  Ton  tire  l'égalité 

CE  X  BD  =  BC  X  AD. 

Mais,  l'angle  CBE  étant  égal  à  l'angle  ABD,  il  en  ré- 
sulte que  l'angle  DBC  est  égal  à.l'anglGABE.  D'ailleurs, 
les  deux  angles  BAE  et  BDC  sont  égaux  comme  inscrits 
dans  un  même  segment.  Donc  les  deux  triangles  ABE 
et  DBC  seront  aussi  semblables,  et  donneront  la  pro- 
portion 

AE  :  AB  :  :  DC  :  BD  ; 

d'où  l'on  déduit  l'égalité 

AE  X  BD  =  AB  X  DC. 

En  ajoutant  membre  à  membre  les  deux  égalités  précé- 
dentes, et  observant  que  AE  H-  CE  n'est  autre  chose  que 
AC,  on  trouve 

AC  X  BD  =  AB  X  DC  -f-  BC  X  AD. 
Donc,  etc. 

§  \I.  —  Questions  sur  les  ligues  proportionnelles  et  sur  les  figures 

semblables. 

Problème  I. 

168.  Partager  une  droite  donnée ,  AB,  en  un  certain 
nombre  de  parties  égales  (fig.  167  et  168). 
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Supposons ,  pour  fixer  les  idées ,  qu'il  s'agisse  de  par- 
tager la  droite  AB  en  cinq  parties  égales. 

Menons,  par  rexlrémité  A  de  la  ligne  AB  {Jig>  167), 
une  droite  quelconque  AM  ;  portons  sur  cette  droite ,  à 
partir  du  point  A,  et  à  la  suite  les  unes  des  autres,  cinq 
longueurs  arbitraires ,  mais  égales  entre  elles  ,  Ac ,  cd  ^ 
de^  ef^fb  ;  joignons  le  point  b  à  l'extrémité  B  de  la  droite 
donnée,  et,  par  les  autres  points,  f^e^d^  c,  menons  des 
parallèles  à  AB.  Les  points P,  E,  D,  C,  où  ces  parallèles 
rencontreront  AB,  diviseront  cette  droite  en  cinq  parties 
égales;  car  nous  avons  vu  {ja9  142)  que,  lorsque  deux 
droites  sont  coupées  par  un  système  de  parallèles ,  si  les 
segments  de  l'une  sont  égaux,  les  segments  de  l'autre  le 
sont  aussi. 

Autre  solution.  —  Par  les  deux  extrémités  de  AB 
^fiS'  '^^)î  lïienons,  en  sens  inverse  l'une  de  l'autre,  deux 
parallèles,  AM,  BN;  portons  sur  AM ,  à  partir  du  point  A , 
et  à  la  suite  les  unes  des  autres,  cinq  longueurs  arbi- 
traires, mais  égales  entre  elles,  Ac,  cd^  de^  ^f'ifbt  et  sur 
BN,  à  partir  du  point  B ,  cinq  longueurs ,  B/  ',  f'e\  ed\ 
d'c\  c'a' ^  égales  aux  premières;  enfin ,  menons  les  droites 
ce',  dd*^  ee',.. . .  Les  points  C ,  D,  E ,  F,  où  ces  droites  ren- 
contreront AB  ,  diviseront  cette  ligne  en  cinq  parties 
égales.  On  voit  en  effet ,  en  joignant  le  point  b  au  point  B, 
et  le  point  a'  au  point  A,  que  les  quadrilatères  fh^f\ 
eff'e^ . . .  sont  des  parallélogrammes  (n*'  H  7)  ;  donc  les 
droites  b^^ff  ^  ce  ^..,  étant  parallèles,  et  interceptant  sur 
AM  des  segments  égaux,  les  segments  qu'elles  interceptent 
sur  AB  sont  aussi  égaux  (n°  142). 

ScoLiE.  —  La  première  solution ,  exigeant  la  construc- 
tion d'une  suite  de  parallèles,  présente  des  inconvénients-, 
car,  lorsque  les  parties  de  la  droite  que  l'on  veut  diviser 
doivent  être  petites ,  le  plus  léger  défaut  dans  les  pa- 
rallèles influe   beaucoup  sur  l'égalité  ou  Fi  «égalité  des 
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parties  :  la    seconde  parait  donc  devoir  mériter  la   pré- 
férence. 

Problème  II. 

169.  Partager  une  droite  donnée,  AB,  en  parties  pro- 
portionnelles  à  d'autres  droites  données  (fig.  1 6g  et  170). 

Supposons ,  pour  fixer  les  idées ,  qu'il  s'agisse  de  par- 
tager AB  en  parties  proportionnelles  à  trois  droites  repré- 
sentées par  P,  Q ,  R. 

Par  l'extrémité  A  de  la  droite  AB  (Jig»  169),  menons 
une  droite  quelconque  AM  ;  portons  sur  cette  droite ,  à 
partir  du  point  A ,  et  à  la  suite  l'une  de  l'autre ,  trois  lon- 
gueurs, Acy  cd^  dbj  respectivement  égales  aux  trois  droites 
données,  P,Q,  R5  joignons  le  point  b  à  l'autre  extré- 
mité B  de  AB,  et,  par  les  points  rf  et  c ,  menons  dD  et  cC 
parallèles  à  JB.  La  droite  AB  se  trouvera  partagée,  aux 
points  C  et  D,  en  parties  proportionnelles  aux  trois  droites 
P,  Q ,  R;  car,  les  trois  droites  cC ,  rfD,  5B,  étant  parallèles 
entre  elles,  on  a  (n°  143) 

AC  :  Ac  ::  CD  :  cd  ::  db  :  db. 

Autre  solution.  —  Par  les  deux  extrémités  de  AB 
Lfië'  ^7^)5  ïïi^iïoiis,  en  sens  contraire  l'une  de  l'autre, 
deux  parallèles,  AM,  BN  ;  prenons  sur  AM,  à  partir  du 
point  A ,  et  à  la  suite  l'une  de  l'autre ,  trois  longueurs, 
Ac,  cd^  dbj  respectivement  égales  aux  trois  droitesP,  Q,  R, 
et  surBN,  à  partir  du  pointB,  trois  longueurs,  Bd\  d'c\  ca\ 
respectivement  égales  aux  trois  droites  R ,  Q ,  P  -,  puis  joi- 
gnons le  point  d  au  point  d\  et  le  point  c  au  point  c.  Les 
droites  cc^  et  dd^  couperont  AB  en  deux  points,  C  etD,  qui 
diviseront  cette  ligne  en  parties  proportionnelles  aux  trois 
droites  données.  En  effet,  si  l'on  mène  JB  et  a' A ,  les  qua- 
drilatères dbhd\  cdd'c\  .  .  .  seront  des  parallélogrammes 
(n*^117);  par  conséquent  les  trois  droites  cC,  rfD,  JB, 
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seront  parallèles,  et  Ton  aura(n^  143) 

AC  :  Ac  ::  CD  :  r^/  ::  DB  :  db, 

ScoLiE,  —  De  même  que  dans  le  problème  du  numéro 
précédent,  la  seconde  solution  doit  être  préférée  .à  la 
première  lorsque  les  parties  de  la  droite  qu'on  veut  divi- 
ser doivent  être  petites,  ou  que  cette  ligne  elle-même  a 
peu  d'étendue. 

•         Problème  III. 

m 

170.  Trouver  une  quatrième  proportionnelle  à  trois 
droites  données  y  P,  Q,  R. 

Traçons,  sous  un  angle  quelconque,  deux  droites  indé- 
finies, AM,  AN  {fig-  1 71)  9  prenons  sur  AM  les  deux  lon- 
gueurs AB  et  AC ,  respectivement  égales  aux  deux  droites 
P  et  Q ,  et  prenons  sur  AN  une  longueur  AD  égale  à  R  5 
joignons  le  point  B  au  point  D,  et  menons  par  le  point  C, 
parallèlement  à  BD,  une  droite  qui  rencontre  AN  en  un 
point  E.  La  distance  AE  sera  la  quatrième  proportion- 

êlle  demandée  5  car.,  les  deux  droites  BD  et  CE  étant  pa- 
rallèles, ona(n°  143) 

AB  :  AC  ::  ad  :  ae      ou     p  :  q  ::  r  :  ae. 

Autre  solution.  —  Sur  mie  droite  indéfinie  A  M 
{fie'  ^7^)9  prenons  une  longueur  AB  égale  à  P  et  une 
longueur  AC  égale  à  Q  ;  tirons  du  point  B  une  droite 
quelconque  BN,  et  prenons  sur  cette  droite  une  distance 
BD  égale  à  R  ;  enfin ,  joignons  le  point  A  au  point  D,  et , 
par  le  point  C,  menons  CE  parallèle  à  BD.  La  droite  CE 
sera  la  quatrième  pVoportionnelle  demandée*,  car,  les 
deux  triangles  ABD  et  ACE  étant  semblables  (n*^  144), 
on  a 

AB  :  AC  ::  bd  :  ce       ou       p  :  q  ::  R  :  ce. 

•  ScoLiE.  —  Les  mêmes   constructions  peuvent  encore 
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servir  à  trouver  une  troisième  proportioniielle  à  deux 
droites  donnéeSy  P  et  Q5  car  la  résolution  de  cette  nouvelle 
question  revient  évidemment  à  la  détermination  d'une 
quatrième  proportionnelle  à  trois  droites  données,  P,  Q, 
Q,  dont  les  deux  dernières  sont  égales  entre  elles. 

Problème  IV. 

171.  Trouv^er  une  moyenne  proportionnelle  entre 
deux  droites  données  ^  P  et  Q.  • 

Sur  une  droite  indéfinie,  prenons  AB  égal  à  P  et  BC  égal 
à  Q  {fis*  Ï73);  sur  AC  comme  diamètre  décrivons  une 
demi-circonférence,  et,  par  le  point  B,  élevons  sur  AC 
une  perpendiculaire  BDqui  rencontre  cette  de^pi-circon- 
férence  en  un  .point  D.  La  droite  BD  sera  la  moyenne 
proportionnelle  cherchée  5  car  on  a  (n*^  1 56,  corolL) 

AB  :  BD  ::  bd  :  bc     ou     p  :  bd  ::  bd  :  q. 

Autre  solution.  —  Tirons  une  droite  AB  (fig*  174)? 
qui  soit  égale  à  la  plus  grande  P  des  deu?:  droites  données, 
et  sur  cette  droite  comme  diamètre  décrivons  une  demi- 
circonférence;  prenons  ensuite  sur  AB  une  longueur  AC 
égale  à  Q  5  par  le  point  C ,  élevons  sur  AB  une  perpen- 
diculaire qui  rencontre  la  demi-circonférence  en  un  point 
D,  et  menons  la  corde  AD.  Cette  corde  sera  la  moyenne 
proportionnelle  demandée  ;  car  on  a  (n°  156,  corolL) 

AB  :  AD  :  :  AD  :  AC     ou     p  :  ad  :  :  ad  :  q. 

Problème  V. 

172.  Troui^er  deux  longueurs  dont  la  somme  soit 
égale  à  une  droite  donnée  AB,  et  dont  la  fnoyenne  pro- 
poHionnelle  soit  une  longueur  donnée  M  (fig.  175). 

Sur  AB  comme  diamètre  décrivons  une  demi-circonfé- 
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rence,  et  élevons  par  le  point  A  une  perpendiculaire  AC 
qui  soit  égale  à  la  longueur  donnée  M;  par  le  point  C  , 
menons  à  AB  une  parallèle  qui  rencontre  la  demi-circon- 
férence décrite  en  un  point  D,  et  abaissons  de  ce  point 
une  perpendiculaire  DE  sur  le  diamètre  AB.  Les  deux 
segments  AE  et  EB  seront  les  deux  droites  demandées^ 
car  on  a  d^abord 

AE  -+-  EB  =  AB , 

et  ensuite  (n°  156,  corolL) 

AE  :  DE  ::  DE  :  EB, 

ou ,  en  observant  que  DE  est  égal  à  M  ^ 

AE  :  M  ::  M  :  eb.  ' 

ScoLiE.  —  La  droite  CD  coupe  généralement  la  demi* 
circonférence  en  deux  points  -,  mais  il  est  visible  que  les 
deux  résultats  sont  identiques.  Si  la  droite  C4D  était  tan- 
gente à  la  circonférence ,  les  deux  segments  du  diamètre 
seraient  égaux  au  rayon ,  et,  par  conséquent,  chacune  des 
longueurs  trouvées  serait  la  moitié  de  AB.  Enfin,  si  la 
droite  CD  ne  rencontrait  pas  la  circonférence,  le  pro- 
blème serait  impossible.  Il  faut  donc,  pour  que  le  pro- 
blème soit  possible,  que  la  longueur  M  n'excède  pas  la 
moitié  de  la  droite  donnée  AB. 

Problème  VL 

173.  Troui^er  deux  longueurs  dont  la  différence  soit 
égale  à  une  droite  donnée  AB,  et  dont  la  moyenne 
proportionnelle  soit  une  longueur  donnée  M.  (fig.  176). 

Sur  AB  comme  diamètre  décrivons  une  circonférence , 
élevons  au  point  A  une  perpendiculaire  AG  égale  à  la 
longueur  donnée  M,  et  menons ,  par  le  centre  de  la  cir- 

II 
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conférence  décrite,  la  sécante  CD,  qui  coupe  cette  cir- 
conférence aux  deux  points  D  et  E.  Les  deux  droites 
CD  et  CE  seront  les  deux  longueurs  demandées^  car  on 

a  d'abord 

CD— CE  =  AB, 

et  ensuite  (n°  166) 

CD  :  AC  ::  ac  :  ce, 

ou ,  en  observant  que  AC  est  égal  à  M , 

CD  :  M  ::  M  :  ce. 

Problème  VII. 

174.  Dwiser  une  droite  donnée  y  AB,  en  moyenne  et 
extrême  raison  y  c'est-à-dire  en  deux  parties  telles  que 
la  plus  grande  AC  soit  moyenne  proportionnelle  entre 
la  ligne  entière  AB  et  la  plus  petite  CB  (fig.  177  et  178). 

A  l'extrémité  B  de  la  droite  AB  (^fig*  177)5  élevons  une 
perpendiculaire  BO  égale  à  la  moitié  de  AB  ;  du  point  O 
comme  centre ,  et  d'un  rayon  égal  à  OB ,  décrivons  une 
circonférence,  et  menons  la  droite  AO,  qui  coupe  cette 
circonférence  en  un  point  D;  enfin  ,  du  point  A  comme 
centre,  et  avec  un  rayon  égal  à  AD,  décrivons  un  arc  de 
cercle  qui  rencontre  la  droite  AB  en  un  point  C  :  ce  point 
partagera  AB  en  moyenne  et  extrême  raison. 

En  effet,  la  droite  AB,  étant  perpendiculaire  à  l'extré- 
mité du  rayon  OB,  est  tangente  à  la  circonférence  (p?  64)  \ 
par  conséquent,  en  prolongeant  la  droite  AO  jusqu'à  ce 
qu'elle  rencontre  de  nouveau  la  circonférence  en  un  point 
E,  on  aura  (n°  i66)  la  proportion 

m 

AE  :  AB  ::  ab  :  ad, 

de  laquelle  on  déduit 

AE  —  AB  :  AB  ::  ab  —  ad  :  ad. 
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Or  on  a 

AE  —  AB  =  AE  —  2OB  =  AE  —  DE  =  AD  =  AC, 
et 

AB  —  AD  =  AB  —  AC  =:  CB. 
Donc 

AC  :  AB  ::  cb  :  ac, 

ou,  en  mettant  les  moyens  à  la  place  des  extrêmes,  et 
réciproquement , 

AB  :  AC  ::  ac  :  cb. 

Autre  solution.  —  Du  point  A  comme  centre,  et  d'un 
rayon  ëgal  à  la  droite  donnée  AB  {^fig*  178),  décrivons 
une  demi-cîrconférence  qui  coupe  le  prolongement  de 
BA  en  un  point  E  ;  menons  le  rayon  AD  perpendiculaire 
à  AB,  et  joignons  le  point  D  au  point  I,  milieu  de  AE  \ 
enfin ,  du  point  I  comme  centre ,  et  d'un  rayon  ég^l  à 
ID,  décrivons  un  arc  de  cercle  qui  rencontre  AB  en  un 
point  G  :  ce  point  partagera  AB  en  moyenne  et  extrême 
raison. 

En  effet ,  si  l'on  continue  l'arc  CD  jusqu'à  ce  qu'il  ren- 
contre lé  prolongement  de  BA  en  un  point  F,  on  aura 
(n^  156,  coroll) 

FA  :  AD  ::  ad  :  ac; 

d'où  l'on  déduit ,  en  remplaçant  AD  par  AB, 

FA  —  AB  :  AB  ::  AB  —  AC  :  AC 
Or  on  a 

FA  —  AB  =  FA  —  AE  =  EF  =  AC 

et 

AB  —  AC  =  CB. 

Donc 

AC  :  AB  ::  cb  :  ac, 

ou,  en  mettant  les  moyens  à  la  place  des  extrêmes,  et 
réciproquement, 

AB  :  AC  ::  ac  :  cb. 
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Problème  VIII. 

175.  Inscnre  à  un  angle  donné,  ACB,  une  droite  qui 
passe  par  un  point  O  donné  dans  cet  angle,  et  qui  soit 
partagée  en  ce  point  en  deux  parties  proportionnelles  à 
deux  droites  données,  M  et  N  (fig.  179). 

En  supposant  que  GH  soit  la  droite  demandée ,  on  aurai 
la  proportion 

GO:OH  ::  m  :n. 

Mais,  si  Ton  mène  par  le  point  O,  parallèlement  à  CA, 
une  droite  OD  qui  rencontre  CB  en  un  point  D,  on  aura 
aussi  {p?  143,  corolL  I) 

GO  :  OH  ::  cd  :  dh; 

et ,  ces  deux  proportions  ayant  Un  rapport  commun ,  il 
en  résultera 

M:N::CD:DH. 

Donc ,  pour  résoudre  ce  problème ,  il  faudra  d^abord 
mener,  par  le  point  donné  O,  une  parallèle  à  F  un  des 
côtés  5  CA,  de  l'angle  donné ,  qui  rencontre  l'autre  côtéCB 
en  un  point  D ,  puis  chercher  une  quatrième  proportion- 
nelle aux  trois  longueurs  M,  N,  CD  (n*'  170),  et  prendre 
sur  DB,  à  partir  du  point  D,  une  distance  DH  égale  à  cette 
quatrième  proportionnelle ,  enfin  joindre  le  point  H  an 
point  O  et  prolonger  HO  jusqu'à  la  rencontre  de  CA  en  un 
point  G.  La  droite  GH  sera  la  ligne  demandée. 

ScoLiE.  —  Si  la  question  proposée  exigeait  que  la 
droite  GH  fut  partagée  au  point  O  en  deux  parties  égales, 
il  suffirait  de  prendre  DH  égal  à  CD. 

Problème  IX. 

176.  Par  un  point  donné  O,  mener  une  droite  qui 
aille  passer  par  le  point  de  rencontre  de  deux  droites 
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concourantes  y  AB,  CD,  que  Von  ne  peut  pas  prolonger 
(fig.  i8o  et  i8i). 

Supposons  pour  un  instant  que  H  soit  le  point  de  con- 
cours des  deux  droites  AB  et  CD,  et  que  OH  soit  la  droite 
demandée  :  en  tirant  par  le  point  O  une  droite  quel- 
conque EF,  qui  rencontre  AB  au  point  E  et  CD  au 
point  F,  et  menant ,  parallèlement  à  EF,  une  droite  AC , 
qui  coupe  OH  en  un  point  K,  on  aura  (n°  153) 

AK  :KC  ::  ÊO:  OF. 

Donc,  pour  résoudre  ce  problème,  il  faudra  tirer  par 
le  point  donné  O  une  droite  quelconque  qui  rencontre  les 
deux  droites  données,  respectivement  aux  points  E  et  F, 
puis  mener  à  EF  une  parallèle  AC ,  et  prendre  sur  cette 
parallèle  un  point  K  tel  que  l'on  ait  AK  :  KG  :  :  EO  :  OF, 
enfin  lier  par  une  ligne  droite  les  deux  points  O  etK.  La 
droite  OK  prolongée  sera  la  droite  demandée, 

ScoLiE.  —  Lorsque  le  point  donpé  O  est  situé  entre 
les  deux  droites  données  {fig*  i8o),  il  suiBt,  pour  obte- 
nir la  position  du  point  K,  de  partager  AC  en.  parties 
proportionnelles  aux  deux  droites  EO  et  OF  (n*^  169)^ 
mais,  si  le  point  O  est  situé  en  dehors  des  deux  droites 
données  {Jig*  i8i),  il  faut,  pour  avoir  la  position  du 
point  K,  chercher  une  quatrième  proportionnelle  aux 
trois  droites  EF,  FO,  AC ,  et  la  porter  sur  le  prolonge* 
uiei^it  de  AC; 

Problème  X. 

177.  Décrire  un  cercle  qui  passe  par  deux  points 
donnés  y  C  iBt  D,  et  qui  soit  tangent  à  une  droite  don^^ 
née  AB  (fig.  182). 

Supposons  le  problème  résolu.  Soient  A  le  point  d'in- 
tersection de  AB  par  la  droite  DC,  et  E  le  point  de  contact 
de  la  ci rconféreiice  cherchée  avec  la  droite  donnée  AB; 
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nous  aurons  (p?  166)  la  proportion 

AD  :  A£  ::  ae  :  ac. 

II  suffira  donc,  pour  résoudre  le  problème,  de  mener 
Une  droite  par  les  deux  points  G  et  D,  et  de  la  prolonger 
jusqu'à  la  rencontre  de  AB  en  un  point  A,  de  chercher 
une  moyenne  proportionnelle  entre  AD  et  AC  (n**  i^i), 
de  prendre  sur  AB,  à  partir  du  point  A ,  une  distance  AE 
égale  à  cette  quatrième  proportionnelle,  et  de  faire  passer 
une  circonférence  par  les  trois  points  C ,  D,  E. 

A  cet  elTet,  après  avoir; tiré  la  droite  DC  et  l'avoir  pro- 
longée jusqu'à  la  rencontre  de  AB  en  A ,  décrivons  sur  AD 
comme  diamètre  une  demi-circonférence  ;  par  le  point  C, 
élevons  sur  ce  diamètre  une  perpeu^diculaire  qui  coupe  la 
circonférence  en  lin  point  H ,  et  menons  la  corde  AH  ^ 
enfin,  décrivons  un  arc  de  cercle  du  point  A  conmie  cen- 
tre et  d'un  rayon  égal  à  AH  :  le  point  E,  où  cet  arc  cou- 
pera AB,  sera  le  point  de  tangence.  Par  conséquent,  en 
élevant  par  le  point  E  une  perpendiculaire  sur  AB,  et  par 
le  point  F,  milieu  de  la  droite  CD,  une  perpendiculaire 
sur  celte  droite,  le  centre  du  cercle  demandé  se  trouvera  à 
l'intersection  O  de  ces  deux  perpendiculaires. 

ScoLiE  I.  —  Conmie  l'arc  de  cercle  décrit  du  point  A 
comme  centre ,  avec  un  rayon  éjfal  à  AH ,  rencontre  AB 
en  deux  points ,  E  et  E',  on  voit  que  ce  problème  est ,  en 
général ,  susceptible  de  deux  solutions. 

ScoLiE  n.  —  Si  la  droite  CD  était  parallèle  à  AB,  il 
suffirait,  pour  avoir  Iç  point  de  tangence,  de  prendre  le 
milieu  de  CD,  et  d'abaisser  de  ce  point  une  perpendicu- 
laire sur  AB  :  le  pied  de  celte  perpendiculaire  serait  le 
point  de  eontact. 

Problème  X\. 

178.  Construire  un  triangle  semblable  à  un  triangle 
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donnéy  ABC,  sur  une  droite  FC  donnée  comme  homo- 
logue de  Vun  des  côtés  (fig.  iSp  et  i4o)- 

Comme  on  peut  s'appuyer,  pour  résoudre  ce  pro- 
blème ,  sur  chacun  des  trois  principaux  caractères  de 
similitude  des  triangles,  il  en  résulte  trois  solutions  dif- 
férentes. 

Première  solution.  — Le  côté  B'C  étant  homologue  de 
BC,  menons  par  les  extrémités  K  et  C!  des  droites  qui 
forment  avec  B'C  des  angles  respectivement  égaux  aux 
angles  B  et  C  (n**  83)  ;  ces  droites  se  rencontreront  en  un 
point  A',  et  le  triangle  h!VC!  sera  semblable  au  triangle 
ABC  (n«  146). 

Deuxième  solution.  —  Faisons  au  point  B'  un  angle 
C'B'A'  égal  à  Tangle  B;  cherchons  (n**  i70)  une  quatrième 
proportionnelle  aux  trois  droites  BC,  B'C,  BA  ;  prenons 
B'A'  égal  à  cette  quatrième  proportionnelle ,  et  joignons 
le  point  A'  au  point  C  :  le  triangle  A'B'C,  ainsi  formé, 
sera  semblable  au  triangle  donné  ABC  (n°  147). 

Troisième  solution.  —  Connaissant  le  côté  B'C,  on 
aura  les  deux  autres  côtés  au  moyen  des  deux  proportions 

BC  :  B'C  ::  AB  :  a'B',       bc  :  b'C  ::  ac  :  a'c, 

et  alors  on  emploiera ,  pour  construire  le  triangle ,  le 
procédé  du  n^  132.  • 

Problème  XII. 

179.  Étant  donné  un  polygone  ABCDE,  construire  un 
polygone  semblahle  sur  une  droite  A'B'  donnée  comme 
homologue  de  Vun  y  AB,  des  côtés  (fig.  i4i  et  142)* 

Pour  résoudre  ce  problème,  on  construira  sur  A'B' 
un  triangle  A' B'C  semblable  au  triangle  ABC,  en  em- 
ployant l'un  des  procédés  du  numéro  précédent  ;  on  con- 
jstruira  de  même  sur  h! G  un  triangle  A'C'D'  semblable 


i 


l68  ÉLÉMENTS    DE    GÉOMÉTRIE. 

au  triangle  ACD  ;  et  ainsi  de  suite  :  le  polygone  A'B'CD'E', 
formé  par  Tassemblage  de  tous  ces  triangles,  sera  sem- 
l^Uble  au  polygone  donné  A6Q)E  (n*^  139), 

DES    ECHELLES   ET    DU    VERNIER. 

180.  On  appelle  échelle  toute  droite  divisée  en  parties 
égales  à  une  unité  de  longueur  quelconque,  soit  généra- 
lement adoptée,  soit  purement  conventionnelle,  et  des- 
tinée à  mesurer  d'autres  droites ,  ou  à  les  partager  en  un 
certain  nombre  de  parties  égales,  Pour  être  d'un  usage 
commode  et  facile ,  une  échelle  doit  offrir  le  moyen  d'ap- 
précier  les  parties  dé  l'unité  \  mais ,  si  cette  unité ,  qui  est 
ordinairement  représentée  par  une  droite  AB  de  peu  d'é-r 
tendue  (^gf,  i83),  était  elle-même  divisée  en  un  grand 
nombre  de  parties  égales,  les  points  de  division  que  Ton 
obtiendrait  par   les  méthodes  indiquées  précédemment 
(p?  168)  ne  seraient  pas  assez  distincts  les  uns  des  autres, 
et  il  y  aurait  inévitablement  de  la  confusion.  Pour  obvier 
à  cet  inconvénient ,  on  mène ,  par  l'une  des  extrémités  A 
de  la  droite  AB ,  une  autre  droite  AC  d'une  grandeur  quel- 
conque, sur  laquelle  on  porte,  à  partir  du  point  A,  une 
longueur  arbitraire  un  certain  nombre  de  fois,  par  exem- 
ple cinq  fois  ;  on  joint  ensuite  le  point  B  à  l'extrémité  C 
de  la  derniève  partie  de  AC ,  et  l'on  tire ,  par  tous  les  points 
de  division  de  AC,  des  droites,  DE,  FG,  HI,...,  paral- 
lèles à  AB,  que  Ton  termine  sur  BC.  Alors,  les  trian-. 
gles  CDEjCFG,  CHI,. .  ^,  étant  semblables  au  triangle CAB 
(n°  144) ,  et  les  parties  CD ,  CF,  CH , . . .  „  de  U  droite  CA , 
étant  respectivement  égales  à  {  AC,  |AC,  f  AC, ...,  on  a 

DE  =  ^AB,     FG  =  |AB,     HI  =  |  AB, 

et  ainsi  de  suite.  L'emploi  de  ce  procédé  présente  donc  un 
moyen  facile  d'apprécier  les  cinquièmes  de  AB.  On  appré- 
cierait d'une  çianière  analogue  les  dixièmes  ,  Içs  vingtiè-r. 
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mes,  etc. ,  de  cette  longueur,  quelque  petite  qu'elle  soit. 

L'échelle  la  plus  ordinaire  est  celle  au  moyen  de  laquelle 
on  peut  apprécier  les  parties  décimales  de  l'unité ,  et  que 
l'on  nomme  ,  pour  cette  raison ,  échelle  des  dixièmes  ou 
des  fUxmes.  Voici  la  manière  de  la  construire  : 

Après  avoir  porté  un  certain  nombre  de  fois  sur  une 
droite  indéfinie,  en  AB,  BC,  CD,...  {fig*  184)5  la  lon- 
gueur qui  représente  l'unité ,  on  élève  sur  cette  droite  une 
perpendiculaire  AA',  sur  laquelle  on  porte  dix  longueurs 
égales,  puis  on  mène  par  le  point  A',  extrémité  de  la 
dixième  longueur,  ainsi  que  par  tous  les  points  de  divi- 
sion de  A  A',  des  parallèles  à  AD,  et  par  les  points  B, 
C,  D,  etc. ,  des  parallèles  à  AA,  On  divise  ensuite  AB  en 
dix  parties  égales  (n°  168),  que  l'on  numérote  en  allant 
de  B  vers  A,  et  on  lie  par  une  droite  le  point  de  division  9 
au  poim  A'.  Enfin,  par  tous  les  autres  points  de  division 
de  la  droite  AB,  on  mène  des  parallèles  à  la  droite  qui 
joint  le  point  A'  au  point  9.  D'après  cette  construction, 
A'B'  étant  égal  à  AB  (jaP  39) ,  et  les  neuf  dernièrçs  divi- 
sions de  A'B'  étant  respectivement  égales  aux  neuf  pre- 
mières de  AB  (n°  li6,  scol.) ,  la  droite  A'B'  se  trouve  par- 
tagée en  dix  parties  égales,  dont  chacune  est  égale  à  un 
dixième  de  AB,  et,  par  conséquent,  les  parties  de  parallèles 
comprises  entre  BB'  etBF  représentent  des  centièmes  de 
AB.  Ainsi,  en  supposant  que  AB  soit  l'unité  de  longueur, 
chaque  partie  de  AB  ou  de  A'B'  est  égale  à  o,  i  :  la  première 
parallèle,  c'est-à-^dire  la  plus  rapprochée  du  point  B,  est 
égale  à  o^oi  ^  la  seconde  à  0,02;  la  troisième  à  o,o3^  et 
ainsi  des  autres. 

Pour  obtenir  ,  au  moyen  de  cette  échelle ,  la  longueur 
d'une  ligne  droite ,  on  prend  cette  longueur  avec  un  com- 
pas ,  et  on  la  porte  sur  l'une  des  parallèles  à  AD ,  de  ma- 
nière qne  les  pointes  du  compas  coïncident  sensiblement 
9Yec  deux  points  de  division^  et  la  distance  de  ces  deux 
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points ,  qui  se  compose  d'un  certain  nombre  de  longueurs 
égales  à  AB,  d^un  certain  nombre  de  divisions  de  A6,  et 
d'une  petite  partie  comprise  entre  BB'  et  BF,  fait  con- 
naître la  grandeur  de  la  droite  proposée.  Par  exemple ,  si 
Tune  des  pointes  du  compas  coïncidait  avec  le  point  G,  et 
l'autre  avec  le  point  H ,  la  longueur  demandée  se  compo- 
serait de  deux  fois  AB ,  de  trois  dixièmes  de  AB  et  de  cinq 
centièmes  de  AB;  par  conséquent,  en  supposant  que  AB 
représente  le  mètre,  cette  longueur  serait  égale  à  ii™|35. 
181.  Pour  évaluer  de  très-petites  portions  de  droites, 
on  peut  encore  se  servir  de  deux  règles  dîvisées  respective- 
ment en  parties  égales,  dont  Tune  MN  {fig»^  i85)  est  fixe, 
et  dont  l'autre  PQ  peut  glisser  le  long  de  la  première.  La 
règle  mobile  ,  qui  est  la  plus  petite ,  s'appelle  vernier  ou 
nonius,  du  nom  des  inventeurs  de  l'instrument.  Chaque 
partie  de  la  grande  règle  représente  Tunité  de  longueur,  et 
le  vemier,  qui  contient  un  nombre  exact  de  ces  parties , 
est  lui-même  partagé  en  autant  de  parties  égales ,  plus 
une,  qu'il  contient  d'unités.  Supposons,  pour  fixer  les 
idées,  que  le  vemier  contienne  neuf  unités  de  longueur; 
alors  il  sera  divisé  en  dix  parties  égales,  dont  chacune 
vaudra  0,9;  et  par  conséqucht ,  si  l'on  fait  coïncider  la  li- 
gne o  du  vernier,  qu'on  appelle  ligne  defoiy  avec  la  ligne  o 
de  la  règle  fixe,  la  ligne  10  du  vemier  coïncidera  avec  la 
ligne  9  de  la  règle  fixe ,  la  ligne  i  du  vernier  sera  distante 
de  o,  I  de  la  ligne  i  de  la  règle  fixe ,  la  ligne  2  du  vemier 
sera  distante  de  0,2  de  la  ligne  2  de  la  règle  fixe  ,  et  ainsi 
de  suite.  Donc,  lorsqu'on  fera  avancer  le  vemier  de  o, i, 
la  ligne  de  division  i  du  vernier  coïncidera  avec  la  ligne  i 
de  la  règle  fixe  ;  lorsqu'on  fera  avancer  le  vernier  de  0,2  , 
la  ligne  2  du  vemier  coïncidera  avec  la  ligne  2  de  la  règle 
fixe;  lorsqu'on  le  fera  avancer  de  o,3,  la  ligne  3  du  ver- 
nie? coïncidera  avec  la  ligne  3  de  la  règle  fixe  ;  et  ainsi  de 
suite;  en  sorte  que  le  nombre  'de  dixièmes  dont  le  vernier 
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aura  avancé ,  depuis  que  ses  extrémités  coïncidaient  avec 
deux  lignes  de  division  de  la  règle  fixe ,  sera  indiqué  par 
le  nombre  des  parties  du  vernier  comprises  depuis  la  ligne 
de  foi  jusqu'à  la  ligne  de  division  qui  correspondra  k  une 
des  lignes  de  division  de  la  règle  fixe. 

Soit  proposé  d'évaluer,  au  moyen  de  cet  instrument ,  la 
longueur  d'une  droite  AB  (  fig.  t86).  Portons  la  règle  fixe 
le  long  de  cette  droite  ,  en  plaçant  la  ligne  de  division  o 
sur  le  point  A  :  supposons  que  l'autre  extrémité  6  tombe 
entre  les  traits  1 2  et  1 3 ,  et  faisons  glisser  le  vernier  de 
manière  à  faire  correspondre  la  ligne  de  division  i  o  au 
point  B.  Comme  le  trait  y  coïncide  alors  avec  une  ligne 
de  division  de  la  grande  règle  ^  nous  conclurons  que  la 
longueur  de  AB  est  de  1 2  unités  et  7  dixièmes, 

La  même  méthode  est  applicable  à  l'évaluation  des  arcs; 
seulement ,  au  lieu  de  règles ,  il  faut  se  servir  de  deux  arcs 
de  cercles  concentriques. 

DU  COMPAS  DE  PROPORTION  ET  OU  COMPAS  DE 

RÉDUCTION. 

182.  Le  compas  de  proportion  {fig*  187)  n'est  autre, 
chose  qu'une  fausse  équerre  sur  les  branches  de  laquelle 
sont  comptées,  à  partir  de  leur  point  de  jonction  o ,  des 
distances,  i,  2,  3,...,  égales  entre  elles;  de  sorte  que,  si 
l'on  joint  deux  à  deux  les  points  marqués  sur  les  deux 
branches  par  les  mêmes  numéros ,  on  forme  une  suite  de 
triangles  isocèles  semblables  entre  eux. 

Pour  faire  connaître  l'usage  de  cet  instrument,  suppo-* 
sons  qu'il  s^agisse  de  partager  une  longueur  donnée  en 
parties  proportionnelles  aux  deux  nombres  donnés  5  et  3^ 
On  fera  la  somme  8  de  ces  deux  nombres ,  et  Ton  don- 
nera à  l'instrument  une  ouverture  telle  que  la  distanco 
des  deux  points  8  soit  égale  à  la  droite  donnée;  les  dis-» 
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tances  respectives  des  deux  points  5  et  des  deux  points  3 
seront  les  deux  parties  cherchées.  C'est  ce  qu'il  est  facile 
de  voir,  en  comparant  le  triangle  isocèle  qui  a  pour  base 
la  distance  des  deux  points  8  avec  les  triangles  isocèles  qui 
ont  respectivement  pour  bases  la  distance  des  deux  points  5 
et  la  distance  des  deux  points  3. 

Soit  encore  proposé  de  troui^er,  par  le  moyen  du  même 
instrument ,  une  quatrième  proportionnelle  à  trois  droites 
données  y  P,  Q,  R,  Portons  sur  Tune  des  branches,  à 
partir  du  point  de  jonction  o,  une  longueur  égale  à  P,  et 
supposons  que  son  extrémité  tombe  sur  le  point  5;  pre- 
nons sur  la  même  branche,  toujours  à  partir  du  point  de 
jonction  o ,  une  longueur  égale  à  Q ,  et  supposons  que  son 
extrémité  tombe  sur  le  point  4  ;  enfin ,  donnons  aux  deux 
branches  un  écartement  tel  que  la  distance  des  deux 
points  5  soit  égale  à  R:  alors  la  distance  des  deux 
points  4  sera  la  quatrième  proportionnelle  demandée. 
Cela  résulte  de  la  similitude  des  triangles  qui  ont  pour 
bases  respectives  la  distancedes  deux  points  g  et  la  distance 
des  deux  points  4. 

183.  Le  compas  de  réduction  est  un  instrument  que 
Ton  emploie  pour  réduire  les  lignes  d'une  figure  donnée 
dans  un  rapport  donné,  c'est-à-dire  pour  trouver  des  li- 
gnes qui  soient  avec  celles  de  cette  figure  dans  un  rapport 
déterminé.  Il  est  composé  de  deux  branches  égales ,  AB 
et  A'B'  {fig.  i88),  qui  sont  terminées  en  pointe,  et  que 
Ton  peut  joindre  à  tel  point  O'de  leur  longueur  que  Ton 
veut,  de  manière  toutefois  que  OA  soit  toujours  égal 
à  OA',  et  OB  à  OB'. 

Si  l'on  veut ,  au  moyen  de  cet  instrument ,  avoir  une 
longueur  qui  soit  à  une  longueur  donnée  comme  3  est  à  5 , 
on  placera  le  point  de  jonction  O  de  manière  que  OB  soit 
égal  aux  \  de  OA ,  et  Ton  donnera  au  compas  une  ouver- 
ture telle  que  la  distance  A  A'  soit  égale  à  la  longueur  don- 
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née^  alors ,  les  deux  triangles  OAA'  et  OBB'  étant  sembla- 
bles ,  la  distance  BB'  sera  les  \  de  cette  longueur.  On  peut 
donc,  en  faisant  usage  de  cet  instrument,  construire  une 
figure  qui  soit  semblable  à  une  figure  donnée  ^  et  dont  les 
côtés  soient  à  ceux  de  cette  figure  dans  un  rapport  donné. 
Le  compas  de  proportion  peut  servir  aux  mêmes  usages 
que  le  compas  de  réduction.  Si  l'on  veut,  par  exemple, 
réduire  les  lignes  d'une  figure  donnée  dans  le  rapport  de  5 
à  3 ,  on  donne  aux  branches  de  Tinstrument  un  écarte- 
ment  tel  que  la  distance  des  deux  points  5  soit  égale  à  3  : 
alors,  pour  réduire  dans  le  rapport  donné  une  distance 
égale  à  I ,  on  prend  la  distance  des  deux  points  i  ^  pour 
réduire  une  distance  égale  à  2  ,  on  prend  la  distance  des 
deux  points  2  ;  et  ainsi  de  suite. 
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CHAPITRE  CINQUIÈME. 

DES  POLYGONES  RÉGULIERS  ET  DE  LEURS  RELATIONS 

AVEC  LE  CERCLE. 


§  I.  —  Définitions  et  notions  générales. 

184.  On  appelle  polygone  régulier  tout  polygone  qui 
est  en  même  temps  équi angle  et  équilatëral.  Gomme,  dans 
le  triangle ,  ces  deux  conditions  ne  peuvent  être  remplies 
Tune  sans  Tautre  (n®  109,  coroll.y.^  on  est  certain  qu'un 
triangle  est  régulier  dès  que  l'on  s'est  assuré  qu'il  est 
équilatéral  ou  qu^il  est  équiangle.  Mais  il  n'en  est  pas  de 
même  quand  le  polygone  que  l'on  considère  a  plus  de  trois 
côtés  :  ainsi ,  parmi  les  quadrilatères ,  le  losange  est  équi- 
latéral sans  être  équiangle,  le  rectangle  est  équiangle  sans 
être  équilatéral ,  et  il  n'y  a  que  le  carré  qui  satisfasse  aux 
deux  conditions  à  la  fois. 

En  représentant  par  n  le  nombre  des  côtés  d'un  poly- 
gone régulier,  la  somme  de  ses  angles  est  exprimée  par 
an  —  4  Çp^  ^24,  corolL  I),  et,  par  conséquent,  chaque 

angle  est  égal  à •  Il  suit  de  là  que  deux  polygones 

réguliers  d'un  même  nombre  de  côtés  sont  nécessaire^ 
ment  éçuiangles  entre  eux. 

Un  polygone  régulier  étant  complètement  déterminé 
par  la  connaissance  d'un  angle  et  d'un  côté ,  et  la  gran- 
deur de  chaque  angle  ne  dépendant,  comme  on  vient  de 
le  voir,  que  du  nombre  des  côtés,  tous  les  polygones  ré- 
guliers d'un  même  nombre  de  côtés  sont  des  figures  sem^- 


PREMIÈRE    PARTIE.    CHAPITRE    CINQUIEME.  lyX 

blables,  et  jouissent  dès  lors  de  toutes  les  propriétés  qui 
ont  été  démontrées  sur  les  polygones  quelconques  sem- 
blables. 

Deux  polygones  réguliers  qui  ont  des  contours  ou  des 
périmètres  égaux,  sans  avoir  le  même  nombre  de  côtés, 
sont  dits  isopéiimètres. 

Une  ligne  polygonale  ou  brisée  est  dite  régulière  lors  - 
qu  elle  est  à  la  fois  équilatérale  et  équiangle ,  c'est-à-dire 
lorsque  les  segments  de  droites  dont  elle  se  compose  sont 
égaux  et  forment  entre  eux  des  angles  égaux.  Une  portion 
du  périmètre  d'un  polygone  régulier  est  une  ligne  poly- 
gonale régulière  *,  mais  une  ligne  polygonale  régulière 
peut  fort  bien  n'être  pas  susceptible  de  faire  partie  d'un 
polygone  régulier. 

Un  polygone  régulier,  ne  pouvant  pas  avoir  d'angles 
rentrants ,  est  nécessairement  convexe. 

185.  Lorsqu'on  veut  recouvrir  une  portion  de  surface 
plane  avec  des  polygones  réguliers  égaux  entre  eux ,  as- 
semblés trois  à  trois,  quatre  à  quatre,...,  autour  d'un 
sommet  commun ,  il  faut  que  l'angle  du  polygone  que 
I  on  emploie  soit  contenu  dans  4  droits  un  nombre  de  fois 
entier  et  au  moins  égal  à  3  \  car  il  doit  y  avoir  au  moins 
trois  angles  saillants  réunis  autour  d'un  même  sommet, 
et  I  on  sait  (n^  23)  que  la  sonune  de  tous  les  angles  consé- 
cutifs formés  sur  un  plan ,  autour  d'un  même  point ,  est 
égale  à  quatre  angles  droits.  Or,  d'après  la  formule  ci-des- 
sus, l'angle  du  triangle  équîlatéral  est  égal  à  \  d'angle 
droit  y  nombre  qui  est  contenu  6  fois  dans  4  droùs;  l'an- 
gle du  carré  est  égal  à  i  droit ^  et  l'angle  de  l'hexagone 
régulier  est  égal  à  -J  d'angle  di\>it,  nombre  contenu  3  fois 
dans  4  droits.  Donc  on  peut  toujours  recoux^rir  une  por- 
tion de  surface  plane,  i°  av^ec  des  triangles  équilaté^ 
raux  assemblés  six  à  six,  a**  a^ec  des  carrés  assemblés 
(juatre  à  quatre,  3®  ai^ec  des  hexagones  réguliers  assem- 
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blés  twis  à  trois.  Ce  sont  là  les  seules  figures  régulières 
que  Ton  puisse  employer;  car  Tangle  du  pentagone  régulier 
est  égal  SLjde  droit  y  nombre  qui  n'est  pas  contenu  exacte- 
ment dans  4  droits,  et ,  au  delà  de  Thexagone  régulier,  les 
angles  de  tous  les  polygones  réguliers  surpassent  le  tiers 
de  quatre  droits.  Mais  on  peut  se  servir  des  mélanges  de 
diverses  sortes  de  polygones  réguliers  :  il  sera  toujours 
possible,  par  exemple,  de  recouvrir  une  portion  de  plan 
avec  des  octogones  réguliers  et  des  carrés.  On  pourrait  le 
faire  aussi  avec  des  triangles  et  des  hexagones ,  des  trian- 
gles et  des  dodécagones,  etc. 

§  II.  —  Propriétés  générales  des  polygones  régiliers. 

Théorème  I. 

186.  Tout  polygone  régulier,  ABCDEFGH,  est  dé- 
composable  en  autant  de  triangles  isocèles,  égaux  entre 
eux,  quil  a  de  côtés  (fig.  189). 

Par  le  point  K ,  milieu  du  côté  AB,  et  par  le  point  L , 
milieu  du  côté  BC ,  élevons  les  perpendiculaires  KO  et 
LO,  et  joignons  leur  point  d'intersection  O  à  tous  les  som- 
mets*, ce  qui  décomposera  le  polygone  en  triangles,  AOB, 
BOC,  COD,  etc.  Le  point  O  étant  également  distant  des 
trois  points  A,  B,  G  (n°33),  les  deux  triangles  AOB  et  BOC 
seront  isocèles  et  égaux  entre  eux  ;  d'où  il  suit  que  l'an- 
gle OCB  est  égal  à  l'angle  OBA.  Mais,  l'angle  BCD  étant 
égal  à  l'angle  ABC  par  la  nature  du  polygone ,  il  en  résulte 
que  la  différence  OCD  des  deux  angles  BCD  et  OCB  est 
égale  à  la  différence  OBC  des  deux  angles  ABC  et  OBA. 
Par  conséquent,  les  deux  triangles  OBC  et  OCD  sont  égaux 
entre  eux,  comme  ayant  un  angle  égal  compris  entre  deux 
côtés  égaux  chacun  à  chacun,  savoir,  OCD  égal  à  OBC, 
OC  égal  à  OB  et  CD  égal  à  BC  :  donc ,  comme  le  triangle 
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OBC  est  isocèle,  le  triangle  OCD  Test  aussi.  On  démon- 
trera de  la  même  manière  que  le  triangle  ODE  est  égal 
au  triangle  OCD ,  et  par  conséquent  isocèle  5  et  ainsi  des 
autres.  On  voit  donc  que  le  polygone  proposé  se  trouve 
décomposé  en  autant  de  triangles  isocèles,  égaux  entre 
eux,  qu'il  a  de  côtés,  et  que  tous  ces  triangles  ont  pour 
sommet  commun  un  point  qui  est  également  distant, 
d'une  part,  de  tous  les  sommets,  et,  d'autre  part,  de  tous 
les  côtés  du  polygone. 

Réciproque.  —  Si  un  polygone,  ABCDEFGH,  peut  se 
décomposer  en  autant  de  triangles  isocèles ,  égaux  entre 
eux  y  et  ayant  leurs  sommets  en  un  même  point  y  situé 
dans  l'intérieur  de  la  figure,  quil  a  de  côtés,  ce  polygone 
est  régulier  (fig.  189). 

Car,  1^  tous  les  côtés ^  AB,  BC,  CD, . .. ,  sont  égaux 
comme  bases  de  triangles  isocèles  égaux  \  a*'  tous  les  angles, 
ABC,|BCD,  CDE,  . . . ,  sont  égaux  comme  composés  de 
parties  égales. 

Scolie.  —  Il  existe  des  polygones  réguliers  d'un  nom- 
bre quelconque  de  côtés  (plus  grand  que  deux)-,  car,  ayant 
formé  autour  d'un  même  point  O  un  nombre  quelconque 
d'angles  égaux  entre  eux,  et  dont  la  somme  soit  égale 
à  4  droits,  si  l'on  prend  sur  leurs  côtés  des  distances 
OA ,  OB,  OC , .  .  .  égales  entre  elles ,  et  que  l'on  mène 
AB ,  BC ,  CD , . . . ,  le  polygone  ABCD. .  .  sera  régulier. 

Théorème  II. 

187.  A  tout  polygone  rég^u/ze/',  ABCDEF,  on  peut 
circonscrire  et  inscrire  un  cercle  (fig.  190). 

En  effet,  i**.  le  sommet  commun  O  de  tous  les  triangles 
isocèles  égaux,  AOB,  BOC,  COD, .  .  .,  dans  lesquels  on 
peut  décomposer  le  polygone  (n°  186),  est  également 
distant  de  tous  les  sommets ,  A ,  B,  C ,  .  .  .  •,  par  consé- 
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quent ,  si  du  point  O  comme  centre ,  et  d'un  rayon  égal 
à  OA,  on  décrit  une  circonférence,  elle  passera  par  tous 
les  sommets ,  A ,  B  ,  C  , . . .  .  Donc  le  polygone  est  in- 
scriptible. 

2*^.  Les  triangles  isocèles  AOB,  BOC,  COD,...,  étant 
égaux  entre  eux ,  leurs  hauteurs ,  OK ,  OL ,  OM , . . . ,  sont 
égales  :  par  conséquent,  si  du  point  O  comme  centre,  et 
d'un  rayon  égal  à  OK,  on  décrit  une  circonférence,  elle 
passera  par  chacun  des  points  K ,  L ,  M , .  .  . ,  et ,  de  plus , 
sera  tangente  à  tous  les  côtés,  AB,  BC,  CD, . ..  (n**  64). 
Donc  le  polygone  est  circonscriptible. 

Réciproque.  —  Si  un  polygone  y  ABCDEF,  est  inscrip- 
tihle  à  un  cercle  y  et  en  même  temps  circonscriptible  à 
un  autre  cercle  ayant  même  centre  que  le  premiery  ce 
polygone  est  régulier  (fig.  190). 

Supposons  que  le  point  O  soit  le  centre  commun  des 
deux  circonférences.  Puisque  le  polygone  ABCDEF  est 
inscriptible ,  on  a 

OA  =  OB  =  OC  =  etc. 

D'un  autre  côté,  puisque  ce  même  polygone  est  circon- 
scriptible ,  on  a 

OK  =  OL  =  OM  =r  etc.  ; 

d'où  il  suit  que  les  cordes  AB,  BC,  CD, .  .  .  sont  égale- 
ment distantes  du  centre ,  et  par  conséquent  égales  entre 
elles  (n°  59 ,  récipr.  ).  Donc  tous  les  triangles  AOB ,  BOC , 
COD , . .  .  sont  isocèles  et  égaux  entre  eux.  Donc  le  poly- 
gone ABCDEF  est  régulier  (n°  186,  récipr,), 

ScolieL  —  Le  point  O,  centre  commun  du  cercle  cir- 
conscrit et  du  cercle  inscrit ,  s'appelle  le  centre  du  poly- 
gone régulier;  le  rayon  OA  du  cercle  circonscrit  prend  le 
nom  de  rayon  du  polygone ,  et  l'on  donne  le  nom  d^apo-- 
thème  au  rayon  OK  du  cercle  inscrit.  Chaque  angle  formé 
par  deux  rayons  consécutifs,  ou  par  deux  apothèmes  consé- 
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culifs,  se  nomme  Y  angle  au  centre  du  polygone  régulier  : 
sa  valeur  se  trouve  en  divisant  4  droits  par  le  nombre  des 
côtés  du  polygone. 

ScoLiE  U.  —  Toute  ligne  polygonale  régulière  a  aussi 
un  centre ,  un  rayon  et  un  apothème ,  et  par  conséquent 
elle  jouît  5  sous  ce  rapport ,  des  mêmes  propriétés  que  les 
polygones  réguliers. 

Théorème  III. 

188.  Si  Von  dii^ise  une  circonférence  en  un  nombre 
quelconque  de  parties  égales,  et  que,  par  les  points  de 
dii^ision  consécutifs,  A^  B,  C  ,.•.,  o/ï  mène,  en  dedans,  des 
cordes ,  AB ,  BC  ,  CD , .  .  . ,  et,  en  dehors,  des  tangentes , 
A'B',  B'C,  CT>\  .  . .,  le  polygone  inscrit  formé  par  les 
cordes  est  régulier,  et  le  polygone  circonscrit  formé  par 
les  tangentes  est  aussi  régulier  (fig.  xgi). 

En  effet,  i**.  tous  les  côtés  du  polygone  inscrit  ABCDE 
sont  égaux  comme  cordes  d'arcs  égaux  (n*'  57),  et  tous 
ses  angles  sont  aussi  égaux  comme  inscrits  dans  des  seg- 
ments égaux  (n°  74,  corolL  I).  Donc  ce  polygone  est 
régulier. 

2*^.  Si  nous  menons  les  cordes  AB ,  BC ,  CD , .  .  . ,  ces 
cordes  seront  égales  comme  sous-tendant  des  arcs  égaux 
(n*'  S7),  et  5  de  plus ,  tous  les  angles  qu'elles  formeront  avec 
les  tangentes  seront  égaux  entre  eux ,  comme  ayant  pour 
mesure  des  moitiés  d'arcs  égaux  (n**  75);  par  conséquent, 
tous  les  triangles  B'AB ,  C'BC ,  D'CD ,  .  . .  seront  iso- 
cèles et  égaux.  Donc,  d'une  part,  les  angles  A'B'C, 
B'CTD',  CIVE',...,  sont  égaux  entre  eux  comme  angles 
au  sommet  des  triangles  isocèles  égaux  B'AB,  C'BC, 
D'CD,...,  et,  de  l'autre,  les  côtés  A'B',  B'C,  CD',..., 
sont  aussi  égaux  entre  eux  comme  doubles  des  côtés  laté- 
raux des  mêmes  triangles.  Donc  le  polygone  A'B'C'D'E' 
est  régulier. 

12. 
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ScoLiE.  —  On  voit  que  la  construction  des  polygones 
réguliers  se  ramène  à  la  division  de  la  circonférence  en 
parties  égales. 

THiORÈME    IV. 

189.  Les  périmètres  de  deux  polygones  réguliers, 
ABCDE,  A'B'CD'E',  d'un  même  nombre  de  côtés  y  sont 
proportionnels  à  leurs  rayons,  OA ,  O'A',  et  à  leurs  apo- 
thèmes, OK,  OK'  (fig.  192). 

Les  deux  polygones  proposés  étant  deux  figures  sem- 
blables (n**  184),  nous  avons  (n**  152)  la  proportion 

périni.  ABG)£  :  périm.  A'B'C'D'E'  ::  AB:  A'B'. 

Or,  l'angle  O  étant  égal  à  l'angle  O'  (n«  187,  scol.  I), 
les  deux  triangles  isocèles  AOB  et  A'O'B'  sont  semblables 
(n^  146,  scol.  Il),  ei  donnent,  par  conséquent  (n°*  138 
et  149) ,  la  suite  de  rapports  égaux 

AB  :  A'B'  :  :  oa  :  o'A'  :  :  ok  :  o'k'. 

Donc ,  à  cause  du  rapport  commun  AB  :  A'B',  on  a 
périm.  ABCDE  :  périm.  A'B'C'D'E'  ::  OA  :  O'A'  ::  OK  :  O'K'. 

§  m.  —  Dimensions  relatives  de  quelques  polygones  réguliers. 

Théorème  V. 

190.  Le  côté  AB  du  carré  inscrit  dans  un  cercle  est 
égal  au  produit  du  rayon  par  la  racine  carrée  de  2 
(fig.  193). 

En  effet,  l'angle  au  centre  AOB  étant  droit  (n**  187, 
scol.  I),  le  triangle  ABO  donne  (n**  157) 

AB'  =  OA'  -h  OB'    ou     AB'  =  2OA'; 

d'où  il  résulte 

AB  =  OA  Va. 
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Corollaire.  —  Pour  inscrire  un  carré  dans  un  cercle, 
il  suffit  de  tracer  deux  diamètres,  AC,  BD  {fig-  ipî)? 
qui  se  coupent  à  angles  droits,  et  de  joindre  leurs  extré- 
mités deux  a  deux 5  car,  en  premier  lieu,  chacun  des 
angles  ABC ,  BCD , . .  .  est  droit  comme  inscrit  dans  un 
demi-cercle  (n°  74,  coroll.  Il),  et,  en  second  lieu,  les 
côtés  AB,  BC, .  .  .  sont  égaux  comme  sous-tendant  des 
arcs  égaux  (  n°  57  ) . 

Scolie  I.  — ,De  la  relation   AB  =  OA  y/â  on  déduit 

AB  — 

—  =  ^2  :  donc  le  rapport  du  côté  du  carré  au  rajon 

du  cercle  circonscrit  est  incommensurable,  ou,  en  d'au- 
tres termes ,  il  ny  a  pas  de  commune  mesure  entre  le 
côté  du  carré  inscrit  à  un  cercle  et  le  rayon  de  ce  cercle, 
Scolie  II.  —  Il  est  facile  de  voir  que  l'apothème  OP  du 
carré  inscrit  {fig-  ipî)  est  égal  à  la  moitié  du  côté  AB  : 
donc 

0P  =  ^0Av/2, 

ou ,  en  prenant  le  rayon  pour  unité , 

0P  =  I  v/2. 

Théorème  VI. 

494 .  Le  côté  AB  du  triangle  équilatéral  inscrit  dans 
un  cercle  est  égal  au  produit  du  rayon  par  la  racine 
carrée  de  3  (fîg.  194)' 

Si  nous  menons ,  en  effet ,  le  rayon  OD  perpendiculaire 
sur  le  côté  AB,  et  que  nous  joignions  chacun  des  points  O 
et  D  aux  deux  extrémités  de  ce  côté,  nous  formerons 
deixx  angles ,  AOB ,  ADB ,  qui  seront  égaux  entre  eux  ; 
car  le  premier,  ayant  son  sommet  au  centre  du  cercle ,  a 
pour  mesure  l'arc  ADB  (n°  73),  et  le  second,  étant  in- 
scrit,  a  pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  ACB  (n"  7t), 
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qui  est  double  de  l'arc  ADB.  Il  résulte  de  là  que  les  deux 
triangles  isocèles  AOB  et  ADB  sont  équiangles  entre 
eux  :  donc ,  comme  ils  ont  en  outre  la  base  AB  commune , 
ils  sont  égaux,  et,  par  conséquent,  la  figure  AOBD  est 
un  losange.  Or  nous  avons  vu  (n°  162,  coroll.)  que, 
dans  un  parallélogramme ,  la  somme  des  carrés  des  diago- 
nales est  égale  à  la  somme  des  carrés  des  côtés.  Nous  sa- 
vons d'ailleurs  (n**  H6,  coroll.)  que  le  losange  n'est 
qu'une  variété  du  parallélogramme.  Nous  aurons  donc 

AB'  -H  OD'  =  40AS 

ou  bien,  en  retranchant,  d*une  part  OD* ,  et  de  l'autre  OA*, 
qui  lui  est  égal , 

AB'  =  30A'; 
d'où  il  résulte 

AB    =  OAv/3. 

Corollaire. — Pour  inscrire  dans  un  cercle  un  triangle 
équilatéral,  il  suffit  de  mener  un  diamètre  CD,  puis 
d'élever,  par  le  milieu  de  OD ,  une  perpendiculaire  sur  ce 
diamètre,  et  de  joindre  le  point  C  aux  deux  points  A 
et  B,  où  cette  perpendiculaire  rencontre  la  circonférence. 

ScoLiE  I.  — De  la  relation  AB=:OA  J3  on  tire  -—  =  \/3  : 

OA 

donc  le  rapport  du  côté  du  triangle  éqidlatéral  inscrit 
dans  un  cercle  au  rayon  de  ce  cercle  est  irrationnel ^  ou , 
en  d'autres  termes ,  le  côté  d^un  triangle  équilatéral  et 
le  rayon  du  cercle  circonscrit  sont  deux  lignes  incom- 
mensurables entre  elles. 

ScoLiE  II.  —  Pour  la  grandeur  de  Tapotbème  ,  on  a 
OP  =  \  OD ,  ou ,  en  prenant  le  rayon  pour  imité ,  OP = \  : 
donc  la  hauteur  d^un  triangle  équilatéral  est  égale  aux  -^ 
du  diamètre  du  cercle  circonscrit  y  ou  à  trois  fois  le  rayon 
du  cercle  inscrite 
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Thiéorème  VII. 

192.  Le  côté  AB  de  l'hexagone  régulier  inscrit  dans 
un  cercle  est  égal  au  rayon  (  fig.  igS). 
•  Dans  le  triangle  ABO ,  que  l'on  forme  en  joignant  le 
centre  du  cercle  aux  deux  extrémités  du  côté  AB,  l'an- 

gle  AOB  étant  ^al  à  -^  (n^  187,  scoL  I) ,  les  deux  au- 

2^  /d 

très  angles ,  OAB ,  OBA ,  valent  ensemble  a*'  —  5-  ou  ^: 

donc ,  comme  ces  deux  angles  sont  égaux  entre  eux ,  puîs- 

que  OA  est  égal  à  OB,  chacun  d'eux  vaut  -5- .  On  voit  ainsi 

que  le  triangle  AOB  est  équiangle ,  et  par  conséquent 
équilatéral  (n^  109,  corolL)  :  donc  on  a 

AB  =  OA. 

Corollaire.  — Pour  inscrire  dans  un  cercle  un  hexagone 
régulier ,  il  suffit  de  prendre  avec  un  compas  le  rayon  du 
cercle  donné ,  et  de  le  porter  successivement ,  comme 
corde,  sur  la  circonférence. 

ScoLiE.  —  En  abaissant  OP  perpendiculaire  sur  AB 
[fig,  195),  on  forme  un  triangle  rectangle  AOP,  dans 
lequel  on  a  (n*'  457,   corail .  I) 

OP^  =  OA'  —  AP  »  =  OA'  —  |0A'  =  f  OA'; 

d'où  il  résulte ,  pour  la  longueur  de  l'apothème , 

'  OP  =  I  OAv/3, 
ou,  en  prenant  le  rayon  pour  unité, 

OP  =  iv^. 
Théorème  VIIL 

193.  Le  côté  AB  du  décagone  régulier  inscrit  dans  un 
cercle  est  égal  au  plus  grand  segment  du  rayon  OA  par- 
tagé en  moyenne  et  extrême  raison  (  fig.  196). 
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Dans  le  triangle  ABO ,  que  Ton  forme  enjoignant  le  cen- 
tre aux  deux  extrémités  du  côté  AB ,  l'angle  AOB  étant  égal 

/d  jd 

à  —  OU  -=-Cn°  iSl.  scoL  I),  la  somme  des  deux  autres  an- 
lo         5  ^  ^ 

gles,  OAB,  OBA ,  vaut  2^  —  -^-  ou  ^  :  donc ,  comme  on 

/d 

a  OA  =  OB,  chacun  d'eux  est  égal  à  ^— .   Cela  posé  ,  si 

nous  divisons  l'angle  OBA  en  deux  parties  égales  par  la 
droite  BK ,  prolongée  jusqu'à  la  rencontre  du  rayon  OA , 
le  triangle  ABO  se  trouvera  partagé  en  deux  autres  trian- 
gles ,  BKO  et  ABK ,  qui  seront  isocèles  ;  car,  d'un  côté , 

chacun  des  angles  KOB  et  KBO  est  égal  à  ^  ,  et ,  de 

l'autre ,  l'angle  AKB,  étant  égal  à  la  somime  des  deux  an- 

/d 

gles  KOB  et  KBO  (n"  101  ,  scoL)^  vaut  ~-  ,  et  par  con- 
séquent est  égal  à  l'angle  BAK.  Il  suit  de  là  que  les 
trois  droites  AB,  BK,  OK,  sont  égales  entre  elles.  Mais, 
dans  le  triangle  AOB  ,  la  droite  BK  partageant  l'angle  B 
en  deux  parties  égales ,  nous  avons  (n**  154)  la  proportion 

OB  :  AB  ::  ok  :  ak    ou    oa  :  ok  ::  ok  :  ak. 

Donc  le  rayon  OA  est  partagé  au  point  K  en  moyenne 
et  extrême  raison.  Donc,  comme  OK  est  le  plus  grand 
segment ,  et  que  AB  est  égal  à  OK ,  le  côté  du  décagone 
régulier  inscrit  est  égal ,  etc. 

CoKOLL  AIRE  I. — Soicnt  AE  le  côté  de  l'hexagone  régulier 
inscrit  et  AF  le  côté  du  décagone  {fig*  196)  j  Tare  EF 
sera ,  par  rapport  à  la  circonférence ,  ^  —  7^  ou  ^  :  donc 
la  corde  EF  sera  le  côté  du  pentédécagone  ou  polygone  ré- 
gulier inscrit  de  quinze  côtés.  Ainsi ,  Varc  sous-tendu  par 
le  côté  du  pentédécagone  régulier  inscrit  est  la  dijfférence 
des  arcs  sous-tendus  respectii^ement  par  les  côtés  d& 
r hexagone  et  du  décagone. 
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Corollaire  II. — Soit  CD  la  corde  qui  sous-tend  les  -\  de 
la  circonférence  (Jig*  196).  Les  deux  angles  AOB  et  ACD 
seront  égaux  entre  eux ,  comme  ayant  tous  deux  pour  me- 
sure la  moitié  du  même  arc  AD  (n°*  73  et  74)  :  par  consé- 
quent, les  deux  triangles  isocèles  KOB  et  OCD  seront 
semblables  (n**  146,  scoL  II) ,  et  donneront  la  proportion 

OK  :  OC  ::  OB  :  CD,     ou  bien    OK  :  OA  ::  OA  :  CD. 

Donc  la  corde  qui  sous-tend  les  ~  de  la  circonférence  est 
une  troisième  proportionnelle  au  coté  du  décagone  ré- 
gulier  inscrit  et  au  rayon, 

ScoLiE  I.  —  En  représentant  le  rayon  du  cercle  par  R , 
et  le  côté  du  décagone  régulier  inscrit  par  a: ,  on  a ,  d'après 
ce  qui  a  été  démontré  plus  haut , 

R  :  x  :  :  ar  :  R  —  x\ 

d'où  Ton  tire 

47'  -f-  R^  =  R*    ou    jc^  -4-  Rx  -f-  ;  R'  =  I  R'-. 

Or  a:*  -t-  Rx  4-  -^  est  le  carré  de  x  -f-  jR  (n**  8), 
etjR*  est  égal  à  |R'  X  5  ou  (iRv/5)'  :  donc  on  a,  en 
prenant  la  racine  carrée  des  deux  membres  de  Tégalilé 

ci-dessus , 

x-hiR  =  iRv/5; 

d  où  l'on  déduit 

a:  =  -  iR -f- -;rv^5  =  iR(— I  4- v^). 

On  voit  donc  que  le  côté  du  décagone  régulier  inscrit  est 
égal  à  ■5-R( —  i  -f-  v^5),   ou,  en  prenant  le  rayon  pour 

unité,  i-(_n-v'5). 

Quant  à  Tapothème  OP,  on  a  ,  dans  le  triangle  rec- 
tangle AOP  (n«  157,  corolL  I), 

OP»  =  OA'  —  AP% 
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et  Ton  tire  de  cette  relation ,  en  y  remplaçant  OA  par  i , 

et  AP  par  la  moitié  de  la  valeur  que  nous  venons  de 
trouver  pour  x  , 

OP  =  v/i~-iV(-H-V^5)% 
ou,  en  réduisant, 

OP  =  I V10-+-2  v^. 

ScoLiE  n.  —Si  nous  menons  CE  et  CF  (fig>  196), 
nous  formerons  un  quadrilatère  inscrit ,  AFEC,  dont  AE 
et  CF  seront  les  diagonales^  et  nous  aurons  (n°  167),  en 
supposant  le  rayon  égal  à  i ,  et  remplaçant  le  côté  AF  du 

décagone  par  sa  valeur  y  ( —  i  +  v^), 

•  __  • 

CF  =  \{—  1  -h  v^5)XCE-haEF; 
d'où  l'on  tire 

EF  =iCF  — |(--H-V^)XCE. 

Maïs ,  les  deux  triangles  ACF  et  ACE  étant  rectangles 
(n^  74,  coroU.  Il),  on  a 

CF  =  V4  — t(6  — 2v/'5)  =  I  v/io-+-2V^ , 
et 

CE  =  \^. 

Donc ,  en  substituant  ces  valeurs  de  CF  et  de  CE  dans 
l'égalité  ci-dessus,  on  obtient,  pour  la  valeur  du  côté  du 
pentédécagone  régulier  inscrit, 

EF  =  -i  (Vio  +  2v^  4-  v/3  —  ^75). 

Théorème  IX. 

194.  Le  carré  du  coté  AB  du  pentagone  régulier  in'- 
scrit  dans  un  cercle  est  égal  à  la  somme  des  carrés  du 
rayon  OA  et  du  côté  du  décagone  (fig.  197). 

Dans  le  triangle  ABO,  que  l'on  forme  en  joignant  le  cen- 
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tre  du  cercle  aux  deux  extrémités  du  côté  AB,  l'angle  AOB 
étant  égal  à  ^-  (n*'  187,  scol,  I) ,  la  somme  des  deux  angles 

OAB  et  OBA  vaut  2* —  ^  ou  =-  ;  par  conséquent,  puisque 

3d 

Ton  a  OA  =  OB,  chacun  d'eux   est   égal   à  ^*  Cela 

posé,  menons  le  rayon  OC  perpendiculaire  sur  le  côté 
AB  ;  partageons  l'angle  BOC  en  deux  parties  égales  par  la 
droite  OD,  qui  rencontre  AB  au  point  D,  et  joignons  le 
point  C  aux  trois  points  A,  B,  D.  Comme  Tangle  AOB 

est  égal  à  ^,  l'angle  AOD  est  égal  à  ^  :    donc  ,  puisque 

3d 
l'angle  OAD  vaut  aussi  ^?  le  triangle  ADO  est  isocèle. 

De  plus,  il  est  semblable  au  triangle  isocèle  AOB  (n**  146, 
scoL  II),  et,  par  conséquent,  on  a  la  proportion 

AB  :  OA  ::  ob  :  ad; 

d'où  il  résulte 

AB  X  AD  =  OA'. 

Mais ,  les  deux  triangles  BOD  et  COD  étant  égaux  entre 
eux  (n*'  102),.le  côté  DB  est  égal  au  côté  DÇ  5  de  sorte  que 
le  triangle  BDC  est  isocèle:  par  conséquent,  comme  le 
triangle  ACB  est  aussi  isocèle  (n^  58),  et  que  ces  deux 
triangles  sont  semblables  (n°  146,  scoL  H),  on  a  encore 
la  proportion 

AB  :  BC  ::  AC  :  bd; 

d'où  l'on  tire 

AB  X  BD  =  AC^ 

En  ajoutant  les  deux  égalités  ci-dessus  membre  à  mem- 
bre, on  obtient 

AB  (AD  -h  BD)  =  OA'  4-  AC% 
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OU ,  en  observant  que  AD  -f-  BD  n'est  autre  chose 
que  AB, 

AB»  =  OA'  4-  AC». 

Or  AB  est  le  côté  du  pentagone  régulier,  OA  est  le 
rayon ,  et  la  corde  AC ,  sous-tendant  un  arc  qui  n'est  que 
la  moitié  de  Tare  AB,  est  le  côté  du  décagone.  Donc,  etc. 

Corollaire  I.  —  Comme  le  carré  de  l'hypoténuse  d'un 
triangle  rectangle  est  égal  à  la  somme  des  carrés  des  deux 
autres  côtés,  le  côté  du  pentagone  régulier  inscrit  est 
égal  à  Vhypoténuse  (Tun  triangle  rectangle  dont  les 
côtés  de  V angle  droit  sont  le  rayon  et  le  côté  du  déca- 
gone régulier  inscrit. 

Corollaire  II.  —  Soient  AF  le  côté  du  pentagone  ré- 
gulier et  AG  le  côté  du  décagone  (Jig.  197).  Si  nous  me- 
nons le  diamètre  AE,  et  que  nous  joignions  le  point  E  aux 
deux  points  F  et  G,  les  deux  cordes  EF  et  EG  sous-ten- 
dront  respectivement  les  ^  et  les  ~  de  la  circonférence , 
et  nous  aurons  alors  deux  triangles  rectangles,  AEF, 
AEG,  qui  donneront  (n^  157)  les  deux  égalités 

AF'  -4"  EF*  =  AE%         AG*  -f-  EG*  =  AE*; 

d'où  il  résulte 

AG*  H-  EG*  =  AF*  -f-  EF*, 

ou,  en  ranplaçant  AF'  par  OA*  +  AG%  et  ôtant  le 
terme  AG',  commun  aux  deux  membres , 

EG*  ==  OA*  H-  EF». 

Donc  le  carré  de  la  corde  qui  sous-tend  les  -^  d'une  cir- 
conférence est  égal  à  la  somme  des  carrés  du  rayon  et  de 
la  corde  qui  sous-tend  les  -j^  de  la  même  circonférence, 

Scolie  I.  —  Le  rayon  étant  supposé  égal  à  i ,  nous  avons 
trouvé  (n°  193,  scol,  I) 

AC^i(--l-^V^5); 
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d'où  il  résulte  (n^  8) 

AC^  =  ±(i  —  2  v/5  4-  5)  =  j(3  -  ^/5). 
Donc 

et ,  par  conséquent , 

AB  =  iVio—  2v/5. 

Quant  à  l'apothème  OP,  on  a  (n**  157,  corolL  I) 

OP*  =  OA^  —  AP'  ; 

et,  en  remplaçant  dans  cette  égalité  OA  par  i  et  AP  par 
la  moitié  de  la  valeur  que  nous  venons  de  trouver  pour  AB^ 
on  obtient 

0F=i-^(io-.2v^)=:Vê(6-t-2v/5), 

ou  bien,  en  remarquant  que  6+ 2y/5  n'est  autre  chose  que 
le  carré  de  l'expression  i  +  \/5  (n^  8) , 

d'où  l'on  déduit 

op  =  Hï  +  v^)- 

ScoLiE  II.  —  Soit  AB  (Jig*  198)  le  diamètre  d'un  cercle 
donné,  dont  le  centre  est  O.  Menons  le  rayon  OH  perpen- 
diculaire sur  AB  5  du  point  I ,  milieu  de  OA,  comme  cen- 
tre, et  d'im  rayon  égal  à  IH,  décrivons  une  demi-circon- 
férence, qui  coupe  la  droite  AB  et  son  prolongement  aux 
deux  points  K  et  G,  et  tirons  les  deux  droites  HK  et  HG. 
Alors  OK  sera  le  côté  du  décagone  régulier  inscrit  dans  le 
cercle  donné,  OG  sera  la  corde  qui  sous-tend  les  —de  la 
circonférence,  HKserale  côtédu pentagone  régulier  inscrit, 
et  HG  sera  la  corde  qui  sous-tend  les  ^  de  la  circonférence. 
Car,  1°  OK  est  égal  au  plus  grand  segment  du  rayon  partagé 
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en  moyenne  et  extrême  raison  (n^  174)5  2**  OG  est  une 
troisième  proportionnelle  au  côté  du  décagone  régulier 
inscrit  et  au  rayon  (n^  1S6)  5  3^  on  a,  dans  le  triangle 
rectangle  HOK,  HK*  =OK*  +  OH*-,  4°  on  a  enfin, 
dans  le   triangle  rectangle  GOH,  HG»  =  OH*  4-OG». 

§  IV.  —  Propositions  relatiTes  ao  rapport  de  h  eireonférenee  an 

diamètre. 

Lemme  I. 

495.  Une  ligne  conuexe  fennée^  ABCDA ,  brisée  y 
courbe  ou  mixte  y  est  moindre  quune  ligne  quelconque  y 
MNOPQM,  qui  l'enveloppe  de  toutes  parts  (fig.  199). 

Supposons ,  en  effet ,  que  la  ligne  ABCA  ne  soit  pas  la 
plus  courte  de  toutes  celles  qui  peuvent  enceindre  la 
portion  de  plan  limitée  par  cette  ligne ,  et  que  ce  soit ,  par 
exemple ,  la  ligne  MNOPQM.  Menons  entre  ces  deux 
lignes  une  droite  quelconque  EF,  qui  ne  rencontre  pas  la 
ligne  enveloppée,  ou  du  moins  qui  ne  fasse  que  la  tou- 
cher: nous  aurons  alors  EF<  EMNF;  d'où  il  résultera 
EFOPQE  <  MNOPQM.  Il  est  donc  impossible  que  la 
ligne  MNOPQM  soit  la  plus  courte  de  toutes  celles  qui 
enveloppent  la  portion  de  plan  limitée  par  ABCDA.  Or 
on  peut  appliquer  le  même  raisonnement  à  toutes  les 
lignes,  différentes  de  la  ligne  ABCDA,  qui  enveloppent 
la  portion  de  plan  limitée  par  celte  dernière:  donc  celle-ci 
est  la  plus  courte  de  toutes.  Donc,  etc. 

ScoLiE  I.  —  La  même  proposition  est  applicable  au 
cas  où  la  ligne  enveloppante  et  la  ligne  enveloppée  au- 
raient une  partie  commune  ou  des  points  communs, 
pourvu  que  la  partie  enveloppée  soit  convexe  et  tourne 
8a  convexité  du  côté  de  la  ligne  enveloppante. 

ScolieII.  —  La  proposition  qui  vient  d'être  démontrée 
a  lieu  particulièrement   pour  une  circonférence  et  un 
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polygone  inscrit  ou  circonscrit  {fig*  io3  et  104)9  de  sorte 
que  la  circonférence  d'un  cercle  est  moindre  que  le  péri- 
mètre de  tout  polygone  circonscrit  y  et  plus  grande  que 
le  périmètre  de  tout  polygone  inscrit, 

Lemme  il 

196.  Les  périmètres  de  deux  polygones  réguliers  d'un 
même  nombre  de  côtés  y  l'un  inscrit  et  l'autre  circonscrit 
à  un  même  cercle,  peus^ent  différer  l'un  de  Vautre  d'aussi 
peu  qu'on  voudra ,  et,  par  conséquent ,  chacun  dUeux 
peut  approcher  autant  qu'on  voudra  de  la  circonférence 
à  laquelle  il  est  inscrit  ou  circonscrit. 

Soient  P  le  périmètre  du  polygone  circonscrit  et  P' 
celui  du  polygone  inscrit.  En  désignant  par  R  et  K'  les 
apothèmes  respectifs  de  ces  deux  polygones ,  nous  aurons 
(n*>  489) 

P:  P'  ::r:  R'; 

d'où  il  résulte 

P  — P':  P  ::  R  — R':  R, 

et ,  par  conséquent , 

PX_(R-RO 
R 

Or  l'apothème  R  du  polygone  circonscrit,  n'étant  autre 
chose  que  le  rayon  du  cercle  donné ,  est  une  quantité  con- 
stante, tandis  que  Tapothème  R'  du  polygone  inscrit  est 
d'autant  plus  grand  que  ce  polygone  a  plus  de  côtés  (n°S9). 
Il  est  d'ailleurs  évident  que  l'on  peut  toujours  multiplier 
le  nombre  des  côtés  des  deux  polygones  correspondants 
de  manière  à  rendre  la  différence  R — R'  aussi  petite  que 
l'on  voudra.  Donc  aussi  la  différence  P — P' pourra  Être 
rendue  plus  petite  que  toute  grandeur  donnée. 

ScoLiE.  —  Lorsqu'un  polygone  régulier,  circonscrit  ou 
inscrit  à  un  cercle ,  peut  avoir  autant  de  côtés  que  l'on 
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veut,  son  périmètre  ne  dififere  de  la- circonférence  du 
cercle  que  d'un  infiniment  petit;  par  conséquent,  si  l'on 
représente  par  C  la  circonférence,  et  par  a  un  infiniment 
petit  de  même  espèce  que  C,  le  périmètre  de  ce  polygone 
peut  être  représenté  par  C  +  «  ou  par  C  —  a ,  suivant 
qu'il  est  circonscrit  ou  inscrit. 

Théorème  X. 

197.  Les  circonférences  de  deux  cercles  sont  entre 
elles  comme  leurs  rayons  y  et ,  par  suite ,  comme  leurs 
diamètres. 

Soient  R  et  R',  C  et  C,  les  rayons  et  les  circonférences 
de  deux  cercles.  Si  nous  supposons  que  Ton  ait  circon- 
scrit à  ces  deux  cercles  deux  polygones  réguliers  quel- 
conques, d'un  même  nombre  de  côtés,  ces  polygones 
auront  R  et  R'  pour  apothèmes  respectifs ,  et  leurs  péri- 
mètres, qui  ne  différeront  de  C  et  de  01  que  par  des 
infiniment  petits  (n°  196,  scol,)^  pourront  être  re- 
présentés par  C  -f-  a  et  C  -f-  o/.  Or,  les  périmètres  de 
deux  polygones  réguliers  d'un  même  nombre  de  côtés 
étant  proportionnels  à  leurs  apothèmes  (n^  189),  on  aura 
alors 

c-ha  :  c'  +  a'  ::  R  :  R'; 

d'où  l'on  déduira 


C-+-a  C'-Ha 


R  R 


/      > 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 

R  "^  R  ""  R'  "^  R'" 

D'ailleurs,  a  et  et'  étant  des  infiniment  petits,  il  en  sera 
de  même  des  quantités  —  et  ^,  et  l'on  pourra  par  consé- 


P^ 
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quent  les  négliger  (n"  10).  On  aura  donc  simplement 

C      C 

-=-75  ce  qui  conduira  à  la  proportion 

G  :  G'  ::  R  :  R'   ou    g:G' ::aR  :  2K\ 

Donc,  etc. 

Corollaire.  —  Les  circonférences  de  deux  cercles  étant 
proportionnelles  à  leurs  diamètres,  il  en  résulte  que  le 
rapport  de  la  circonférence  au  diamèti'e  est  une  quoMÛé 
constante* 

ScoLiE  I.  -^  On  représente  ordinairement  le  rapport 
de  la  circonférence  au  diamètre  par  la  lettre  grec<Jue  rr. 
Alors ,  en  nommant  C  une  circonférence  dont  le  rayon 

C 
est  R ,  on  a  — —  ==  tt  ;  d'où  C  =  2  tt  R  :  telle  est  la  valeur 
'  2R 

de  la  circonférence  supposée  rectifiée. 

ScoLiE  II.  —  La  longueur  d'une  circonférence  dolit  le 
rayon  est  R  étant  exprimée  par  27rR,   la  longueur  de 

2irR 

Tare  d'un  degré  a  pour  expression  -ôt^*  P^ti*  conséquent^ 
on  obtiendra  la  longueur  d'un  arc  d'un  nombre  de  degrés 
donné  en  multipliant  -^ —  par  ce  nombre  de  degrés. 

Théorème  XL 

198.  Dans  deux  cercles  de  rayons  différents ^  les 
arcs  y  AB,  A'B',  correspondants  à  des  angles  au  centre^ 
AOB,  A'O'B',  égaux  entre  eux  y  sont  proportionnels  à 
leurs  rayons  y  OA,  O'A'  (fig.  200). 

En  effet,  un  angle  au  centre  ayant  pour  mesure  l'arc  corn-* 
pris  entre  ses  côtés ,  et  Une  circonférence  entière  étant  la 
mesure  de  quatre  angles  droits ,  on  a  les  deux  proportions 

AOB  :  4*  ::tarc  AB  :  cire  OA, 
A'O'B'  :  4^  :  :  arc  A'B'  :  cire  O' A'  ; 

i3 
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et,  puisque  Taiigle  AOB  est  égal  à  Faiigle  A'O'B',  il  en 
résulte 

arc  AB  :  arcA'B'  ::  cire  OA  :  cire  0' A'. 

Or  on  a  déjà  (n^  197) 

circOA  :  circO'A'  ::  OA  :  O'A'. 
Donc 

ai-c  AB  :   arc  A'B'  :  :  OA  :  O'A'. 

ScoLiE.  —  Dans  deux  cercles  de  rayons  différents ,  les 
arcs  qui  correspondent  à  des  angles  au  centre  égaux,  étant 
proportionnels  aux  rayons ,  sont  appelés  arcs  semblables , 
et  l'on  nomme  segments  semblables  et  secteurs  sembla- 
bles les  segments  et  les  secteurs  qui  ont  pour  bases  des 
arcs  semblables. 

Théorème  XII . 

199.  Deux  arcs  quelconques  y  AB,  A'B\  sont  propor- 
tionnels aux  produits  de  leurs  rayons,  OA,  OA',  par  les 
angles  correspondants  y  AOB,  A'OB'  (fig.  201). 

Prolongeons ,  en  effet,  l'arc  B'A' jusqu'à  la  rencontre  du 
rayon  OA ,  en  un  point  C  5  nous  aurons  alors ,  en  vertu  de 
ce  qui  a  été  démontré  dans  la  proposition  précédente , 

arc  AB  !  arc  CA'  :  :  OA  :  OA'. 
Mais  nous  avons  déjà  (n^  72) 

arc  CA'  :  arc  A'B'  :  :  AOB  :  A'OB'. 

Multipliant  ces  deux  proportions  par  ordre,  et  ôtant  le 
facteur  arc  CA',  commun  aux  deux  premiers  termes  du 
résultat ,  nous  obtiendrons 

arc  AB  :  arc  AB'  ::  OA  X  AOB  :  OA'  X  A'OB'. 

Donc,  etc. 
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G)ROLLAiRE  I.  —  On  tire  de  la  proportion  ci-dessus 

arcAB      arcA'B' 


AOB  :  A'OB'  :  : 


OA      •      OA' 


l'où  l'on  voit  que,  dans  deux  cercles  de  rayons  diffe- 
ents,  les  angles  au  centre  sont  proportionnels  aux  quo- 
lients  des  arcs  con^espondants  par  les  rayons. 

Corollaire  II.  —  En  supposant  AB  =  i,  0A'=  i  et 

A'OB'  =  i,  on  a 

arcAB 


AOB  — 


OA 


c'est-à-dire  que ,  en  prenant  pour  unité  d'angle  celui  qui 
correspond  à  Tunité  d*arc ,  dans  un  cercle  dont  le  rayon 
est  égal  à  l'unité  de  longueur,  Y  angle  au  centre  a  pour 
mesure  le  quotient  de  l'arc  qui  lui   correspond  par  le 

rayon, 

ScoLiE.  —  On  prend  ordinairement  pour  unité  d'arc 
le  quart  de  la  circonférence,  dont  le  rayon  est  égal  à 
lunité  de  longueur \  mais  il  arrive  souvent  aussi  que  l'on 
rapporte  l'arc  et  le  rayon  à  la  même  unité  linéaire,  et 
l'unité  des  arcs ,  supposée  rectifiée ,  est  alors  égale  à  l'unité 
linéaire  recliligne. 

§  y.  —  Problèmes  sur  les  polygones  régaliers  et  recherche  du 
rappoii  de  la  circonféreuce  an  diamètre. 

Problème  I. 

200.  Étant  donné  un  polygone  régulier,  ABCDEF, 
inscrit  à  un  cercle  y  circonscrire  à  ce  cercle  un  polygone 
régulier  du  même  nombre  de  côtés  (fig.  202). 

Après  avoir  mené  les  apothèmes  OP,  OQ,  OR,. . ., 
(lu  polygone  proposé,  on  les  prolongera  jusqu'à  leur  ren- 
contre avec  la  circonférence  en  P',  Q',  R',. . . ,  et,  par  ces 

i3. 
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derniers  points,  on  mènera  des  tangentes  .  le  polygone 
A'B'C'D'E'F',  ainsi  formé,  sera  le  polygone  demandé 
(nO  188). 

ScoLiE.  —  En  menant  des  tangentes  par  les  sommets, 
A,  B,  C,  D,. . .  du  polygone  donne  {fig-  191)?  on  ob- 
tiendrait un  polygone  circonscrit  qui  répondrait  encore  à 
la  question. 

Problème  II. 

201 .  Étant  donné  un  polygone  régulier  y  A'B'CD'E'F', 
circonscnt  à  un  cercle,  inscrire  à  ce  cercle  un  polygone 
régulier  du  même  nombre  de  côtés  (fig.  202). 

Soient  A,  B,  C,  D, . . .  les  points  où  les  rayons  OA', 
OB',  OC,  OD', ...  du  polygone  proposé  rencontrent  la 
circonférence.  Comme  tous  les  angles  au  centre  A' OB', 
B'OC,  C'Oiy, . . .  sont  égaux  entre  eux,  les  arcs  AB,  BC, 
CD, . . .  sont  aussi  égaux  entre  eux  (n*'  71  )  \  par  consé- 
quent, si  l'on  mène  les  cordes  AB,  BC ,  CD, . . . ,  le  poly- 
gone ABCDEF,  que  l'on  formera  ainsi ,  sera  le  polygone 
demandé  (n*^  188). 

ScoLiE.  —  En  menant  les  droites  AB,  BC,  CD, . .  . 
Lfig'  '90'  ^^^^^  ^^^  points  de  tangence  consécutifs ,  con^ 
sidérés  deux  à  deux,  on  formerait  un  polygone  inscrit  qui 
répondrait  encore  à  la  question. 

Problème  III. 

202.  Connaissant  le  côté  AB  d'un  polygone  régulier 
inscrit  à  un  cercle,  et  le  rayon  OA  de  ce  cercle,  tromper 
le  côté  AC  d'^un  polygone  régulier  inscrit  d'un  nombre 
sous-double  de  côtés  (fig.  2o3). 

Représentons  le  rayon  OA  par  r,  le  côté  donné  AB  par 
c,  et  le  côté  cherché  AC  par  C.  En  menant  le  diamètre 
BD ,  qui  sera  perpendiculaire  sur  le  milieu  E  du  côté  AC  , 
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•  

et  joignant  le  point  A  au  point  D,  on  aura  un  triangle  rec- 
tangle ABD,  qui  donnera  (n"  456)  la  proportion 

BD  :  AD  :  :  ab  :  ae  , 

ou 

2r:  AD  ::  c  :  |C; 

d'où  il  résulte 

Cr  =  ^  X  AD  , 

et ,  par  conséquent , 

C  =  -  X  AD. 
r 

Mais,  à  cause  du  triangle  rectangle  ABD,  ou  a 
AD  =  v^BD'  —  AB»  =  sj^r'  —  c\ 

On  obtiendra  donc,  en  substituant  cette  valeur  de  AD  dans 
l'égalité  ci^dessus , 


C  =  -  sl^r'  —  ç' 


Problème  IV. 

203,  Connaissant  le  côté  AC  d'un  polygone  régulier 
inscrit  à  un  cercle  ^  et  le  rajon  OA  de  ce  cercle  y  tromper 
le  côté  AB  d'un  polygone  régulier  inscrit  d\in  nombre 
double  de  côtés  (fig.  2o3). 

Représentons  le  rayon  O A  par  /*,  le  côté  donné  AC  par 
C,  et  le  côté  cherché  AB  par  c.  En  menant  le  diamètre  BD, 
qiii  sera  perpendiculaire  sur  le  milieu  E  du  côté  AC ,  et 
joignant  le  point  A  au  point  D,  on  aura  un  triangle  rec- 
tangle ABD,  qui  donnera  (n"  156)  la  proportion 

BD  :  AB  ::  ab  :  be, 

ou 

7.r  :  c  :  :  c  ;  be  ; 
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d'où  l'on  tire 

c'  z=2ry<:  BE. 

Or  on  a 

et,  par  conséquent, 

BE  =  r  —  I  v/4r»  —  C»  =  ^ 

On  aura  donc ,  en  substituant  cette  valeur  de  BE  dans  Té- 
galitë  ci-dessus,  et  simplifiant, 

c^=  r  (sr  —  v/4/-^^ "CO  ; 
d'où  il  résulte 


Problème  V. 

204.  Étant  donnés  le  côté  AB  (ïun  polygone  ré- 
gulier inscrit  à  un  cercle,  et  le  rayon  OA  de  ce  cercle ,  dé- 
lernfiner  le  côté  A'B'  du  polygone  circonscrit  sembla- 
ble  (fig.  202). 

Les  deux  triangles  isocèles  AOB  et  A'OK,  ayant  l'angle 
du  sommet  égal,  sont  semblables  (n°  146,  scol,  11)^  par 
conséquent,  leurs  hauteurs  OP  et OP' sont  proportionnelles 
à  leurs  bases  AB  et  A'B'  (n^  1^9)  5  et  l'on  a  la  proportion 

OP  :  OP'  ::  AB  :  a'B', 

ou,  en  représentant  le  rayon  du  cercle  par  r,  le  côté 
donné  AB  par  c,  et  le  côté  cherché  A'B'  par  C, 

OP  :  /•  ::  c  :  C; 

d'où  l'on  déduit 

OP 
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Mais  le  triangle  rectangle  AOP  donne 
Donc 


cr  1er 


Problème  VI. 

205.  Etant  donnés  le  côté  A'B'  d/un  polygone  régu- 
lier circonscrit  à  un  cercle ,  et  le  rayon  OA  de  ce  cercle, 
déteiminer  le  côté  AB  du  polygone  insent  semblable 
(fig.  202). 

Les  deux  triangles  isocèles  AOB  et  A'OB',  ayant  Fangle 
du  sommet  égal,  sont  semblables  (n^  146,  scol.ïï),  et 
Ton  a,  par  conséquent,  la  proportion 

OA'  :  OA  :  A'B'  :  ab, 

ou  ,  en  représentant  le  rayon  du  cercle  par  /-,  le  côté 
donné  A'B'  par  C,  et  le  côté  cherché  AB  par  c, 

OA'  :  r  ::  c  :  c; 

d'où  l'on  lire 

Cr 

Mais,  en  abaissant  OP'  perpendiculaire  sur  A'B',  on 
forme  un  triangle  rectangle  A'OP',  qui  donne 


OA'  =   v^0P'-^4-A'P'='  =   v/r'-+--iC-^  =  ly/4r'4-C\ 

Donc 

—  Cr  __         2C/' 

""   IsJ/^r'  -^C  ~"   v/4r»  -h  C^ 

Problème  VII. 

206.  Étant  donnés  le  rayon  R  et  l'apothème  A  d'mn 
polygone  régulier,  dont  le  côté  est  AB,  déterminer  Tapo-- 
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thème  A'  et  le  rayon  R'  d'un  -polygone  régulier  isopéii" 
mètre  d'un  nombre  double  de  côtés  (fig.  2o4). 

Le  polygone  dont  on  demande  l'apothème  et  le  rayon 
devant  avoir  le  même  périmètre  que  celui  dont  le  rayon 
et  Tapothème  sont  donnés,  avec  un  «ombre  double  de 
côtés,  son  angle  au  centre  et  son  côté  sont  la  moitié  de 
l'angle  au  centre  AOB  et  la  moitié  du  côté  AB  de  ce  poly- 
gcme.  Cela  posé ,  prolongeons  Tapothème  PO  d'une 
quantité  OC  égale  au  rayon  OA,  joignons  le  point  C  aux 
deux  points  A  et  B  ;  du  centre  O  abaissons  OE  perpendi- 
culaire sur  AC,  et ,  par  le  point  E,  menons  à  AB  une 
parallèle  EF ,  qui  rencontre  BC  au  point  F.  Alors  l'an- 
gle AOP,  formé  par  le  côté  OA  du  triangle  isocèle  AOC  et 
par  le  prolongement  du  côté  CO ,  sera  égal  à  Ia  somme 
des  deux  angles  OAC  et  OC  A  (n*^  101,  sco/.)^  c'est-à-dire 
double  de  l'angle  ACO-  De  même ,  l'angle  POB  sera  dou- 
ble de  Tangle  OCB.  Par  conséquent,  Tangle  ACB,  qui  est 
la  somme  des  deux  angles  ACO  et  OCB  ,  ne  sera  que  la 
moitié  de  l'angle  AOB  :  cet  angle  ACB  sera  donc  égal 
à  l'angle  au  centre  du  polygone  dont  on  cherche  l'apo- 
thème et  le  rayon.  D'ailleurs,  EF  étant  parallèle  à  AB, 
les  deux  triangles  ACB  et  ECF  sont  semblables  :  donc, 
comme  CE  n'est  que  la  moitié  de  CA ,  EF  ne  sera  aussi 
que  la  moitié  de  AB,  et  devra  ,  par  conséquent,  être  le 
côté  du  même  polygone.  Or,  ECF  étant  l'angle  au  centre, 
etEF  étant  le  côté  d'un  même  polygone  régulier,  l'apo- 
thème de  ce  polygone  sera  CD,  et  son  rayon  sera  CE.  Les 
deux  droites  CD  et  CE  sont  donc  les  lignes  qu'il  s'agit  de 
déterminer. 

Pour  cela,  nous  observerons  d'abord  que,  ED  étant 
parallèle  à  AP,  et  CE  étant  la  moitié  de  CA ,  l'apo- 
ihèmc  CD  est  la  moitié  de  CP  (n°  142)5  de  sorte  que 
Ydti  a 

CD  =  i(CO  -+-  OP)     Qu     A'  =  ^(A  -I-  R), 
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Nous  remarquerons  ensuite  que,  le  triangle  EOC 
étant  rectangle,  on  a  (n^  i56)  la  proportion 

OC  :  CE  ::  ce  :  cd   ou    r  :  r'  ::  r'  :  A'; 

d'où  l'on  tire 

R'  =  v^A'  XR  =  iv^2R(A-f-R). 

Probl*:me  VIII. 

207.  Déterminer  le  rappoft  approché  de  la  circonfé- 
rence au  diamètre. 

On  inscrit  d'abord  à  une  circonférence  un  polygone 
régulier  du  nombre  de  ceux  que  nous  avons  appris  à 
inscrire  (n***  190  ...  194)  ,  et  l'on  calcule  son  côté  et 
son  périmètre,  ainsi  que  ceux  du  pol])^one  circonscrit 
semblable  (n^  204).  On  calcule  ensuite,  au  moyen. des 
formules  établies  dans  les  n^^  203  et  204,  les  contours 
ou  périmètres  des  polygones  réguliers  inscrits  et  circon- 
scrits ,  qui  ont  deux ,  quatre,  huit , . . .  fois  autant  de 
côtés  ;  ce  qui  conduit  à  deux  séries  dénombres,  dont  l'une 
exprime  les  contours  des  polygones  inscrits ,  qui  sont  tous 
plus  petits  que  la  circonférence,  mais  qui  vont  toujours  en 
s'en  approchant,  et  dont  l'autre  exprime  les  contours 
des  polygones  circonscrits  correspondants  ,  qui  sont  tous 
plus  grands  que  cette  même  circonférence,  mais  qui  en 
approchent  aussi  de  plus  en  plus.  Les  calculs  pouvant 
être  poussés  aussi  loin  que  l'on  veut,  on  ne  s'arrête 
que  lorsque  la  différence  entre  le  contour  du  polygone 
régulier  inscrit  et  celui  du  polygone  circonscrit  semblable 
est  plus  petite  que  la  fraction  qui  marque  le  degré  d'ap- 
proximation que  l'on  veut  obtenir 5  et,  comme  la  lon- 
gueur de  la  circonférence  est  intermédiaire  aux  périmètres 
des  deux  polygones,  on  prend  pour  cette  longueur  la 
moyenne  différentielle  des  deux  valeurs  trouvées.  Enfin, 
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t*u  divisant  cette  moyenne  par  la  longueur  du  diamètre  , 
on  obtient  un  rapport  plus  ou  moins  approché  de  la  cir- 
conférence au  diamètre. 

Nous  allons  appliquer  ce  qui  précède  au  cas  où  Ton 
part  de  l'hexagone  régulier,  en  nous  bornant  toutefois  à 
indiquer  les  calculs.  Supposons  que  le  rayon  du  cercle 
soit  égal  à  I,  et  soient  c,  c,  c", .  .  . ,  p,  p',  p", ...  les 
côtés  et  les  périmètres  des  polygones  réguliers  inscrits  de 
6,  12,  24 , .  . .  côtés,  et  C,  C,  C, . . . ,  P,  F,  P", . . .  ceux 
des  polygones  circonscrits  correspondants.  Nous  aurons 

d'abord  c  =  I  (n°  192)  et  C  =  4r  =  |  s/3  C»^  204);  d'où 

il  résulte 

p=:&        et        P  =  4v/3  =  6,928 

I^a  circonférence  est  donc  comprise  entre  les  deux  nom- 
bres 6  et  6,928. . . .  Pour  calculer  les  périmètres  des  poly- 
gones réguliers  inscrit  et  circonscrit  de  1 2  côtés ,  on  ob- 
servera que  la  formule  du  n^  203  donne 


c'  =r  \/2  —  V^3, 

d'où  l'on  déduira 


y/  =  12  Va  —  s/3; 
puis  on  trouvera ,  par  le  moyen  de  la  formule  du  n"  20i, 


w_«  2  V2  —  sjZ 


si  2-+-  \/3 
ou  bien,  en  multipliant  le  numérateur  vi  le  dénomina- 
teur par  sji  —  y/3 , 

C'=4  — 2v/3, 
et  de  là  on  déduira 

P'=  12(4—2/3). 
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De  ces  derniers  polygones  on  s'élèvera  à  ceux  de  24  côtés  ; 
de  ceux  de  24  côtés  on  s'élèvera  à  ceux  de  48  ;  et  ainsi  de 
suite  (*).  Mais,  à  mesure  que  Ton  avancera  dans  les  cal- 
culs, les  périmètres  des  deux  polygones  correspondants  se 
rapprocheront  de  plus  en  plus,  et ,  en  poussant  jusqu'aux 
polygones  de  12288  côtés,  on  trouvera  que  le  contour  du 
polygone  régulier  inscrit  est  de  6, 283 1 85 2.  ,  .,  et  que 
celui  du  polygone  circonscrit  est  de  6, 283 1 854.  •• .  Comme 
ces  deux  valeurs  ne  commencent  à  différer  l'une  de  l'autre 
qu'au  septième  chiffre  décimal ,  les  six  premières  déci- 
males appartiennent  nécessairement  à  la  circonférence, 
qui  est  comprise  entre  les  périmètres  des  deux  polygones , 
et  Ton  aura  sa  longueur,  à  moins  d'un  dix-millionième 
près ,  en  prenant  une  moyenne  différentielle  entre  les 
deux  nombres  précédents.  On  trouvera,  de  cette  manière, 
6, 283 1 853.  . . ,  et,  en  divisant  cette  quantité  par  le  dia- 
mètre 2,  on  obtiendra  3,i4i5926.  .  .  .  Donc  le  nombre 
que  nous  avons  désigné  par  tt  (n**  197,  scol.)  est  égal  à 
3,14^5926,  à  un  dix^millionième  près. 


(*)  Lo  calcul  y  effectué  jusqu^aux  polygones  de  12283  c^tés,  donne  les 
résultats  suivants  : 

Nombre  des  côtés.              Périmètres  tnscrito.  Périmètres  circonscrits. 

6 6,0000000 G^gaSioSa 

la 6,2116571 6,43o^8o6 

a4 6,2652.572 6,3i93i9.() 

ifi 6,3787004 6,2931724 

96 6,a8ao639 6,2854392 

192 6,3829049 6,a83746i 

384 6,383ii52 6,2833260 

768 6,2831678 6,28332o3 

i536 6,2831809  ......  6,2831941 

307a 6,283i843 6,2831875 

6144 6,283  i85o 6,283 1858 

12288  , 6,383i852 6,283i854 


I 
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Autre  méthode.  —  Au  lieu  de  chercher  d'abord  la 
valeur  approchée  d'une  circonférence  dont  le  rayon  est 
déterminé  de  longueur,  on  peut ,  au  contraire ,  commen- 
cer par  chercher  la  valeur  du  rayon  pour  une  circonfé- 
rence dont  la  longueur  est  fixée  d'avance. 

Considérons  pour  cela  l'un  des  polygones  réguliers  que 
nous  avons  appris  à  inscrire  dans  le  cercle,  le  carré  par 
exemple  :  en  représentant  son  côté  par  i ,  son  périmètre 

sera  égal  à  4 1  son  rayon  à  y  V2,  et  son  apothème  à  |.  Con- 
cevons maintenant  que  l'on  ait  transformé  ce  carré  en  un 
octogone  régulier  de  même  périmètre,  et  que  l'on  ait 
calculé  le  rayon  et  l'apothème  de  ce  nouveau  polygone  au 
moyen  des  formules  du  n°  206  ;  son  rayon  sera  plus  petit 
que  celui  du  carré,  et  son  apothème  sera  plus  grand.  En 
transformant  cet  octogone  en  un  polygone  régulier  isopé" 
rimètre  de  seize  côtés ,  la  différence  entre  le  rayon  et 
Tapothème  sera  encore  moindre  que  dans  le  cas  du  poly- 
gone régulier  de  huit  côtés ^  et  il  est  clair  que,  si  l'on 
continue  de  transformer  ainsi  chaque  polygone  obtenu 
en  un  autre  polygone  isopérimètre  d'un  nombre  double 
de  côtés,  on  pourra  toujours  parvenir  à  un  polygone  ré- 
gulier, du  même  périmètre  4  j  dont  le  rayon  différera  de 
l'apothème  d'une  quantité  aussi  petite  que  Ton  voudra. 
Or  il  est  visible  que  tous  les  polygones  successifs  que  l'on 
obtiendra  ainsi  tendront  continuellement  à  prendre  la 
forme  d'une  circonférence,  dont  le  rayon  sera  intermé-. 
diaire  entre  leurs  rayons  et  leurs  apothèmes  :  donc  le 
rayon  de  cette  circonférence  se  trouvera  déterminé  avec 
tel  degré  d'approximation  que  l'on  voudra;  et,  comme 
on  connaîtra  d'ailleurs  la  longueur  de  cette  circonférence, 
puisqu'elle  sera  équivalente  au  périmètre  constant  des 
polygones  successifs,  c'est-à-dire  à  4  unités  linéaires,  il 
sera  facile  d'avoir  le  rapport  de  la  circonférence  au  dia- 
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mètre.  En  poussant  jusqu'au  polygone  de  8192  côtés  (*), 
on  trouve  que  la  valeur  du  rayon  et  celle  de  Tapothème 
sont  les  mêmes,  à  moins  d^une  unité  près  du  septième 
ordre  décimal ,  et  égales  à  0,6366196 ...  5  d'où  l'on  peut 
évidemment  conclure  qu'une  circonférence  égale  à  4  ^ 
pour  rayon  0,6366196. . . ,  et ,  par  conséquent,  pour  dia- 
naètre  i  ,2732392. . . .  Divisant  donc  4  pai*  i  ,2^32392 ,  on 
obtiendra  3,141^9  pour  le  rapport  de  la  circonférence  au 
diamètre,  à  moins  d'un  ccnt^imWcnie  près. 

Corollaire.  —  Nous  avons  vu  (n**  197,  scoL^  cpi^î 
77  représentant  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre, 
la  longueur  d'une  circonférence  dont  le  rayon  est  R  est 
i^préseutée  par  27:R.  Donc  une  circonférence  quelconque 
est  égale  au  produit  du  double  de  son  rayon  par  le 
notnbr^  constant  3,141^926. . , . 

ScoLiE.  — Dans  les  applications  qui  n'exigent  pas  une 
extrême  précision ,  on  emploie  deux  autres  rapports  plus 
simples  :  l'un  porte  le  nom  à^Archùnèdey  et  l'autre  celui 
iXAdiien  Métius,  Le  premier  est  ^,  et  l'autre  J-^  :  en 


(**)  Voici  le  tableau  des  ▼alcurs  de  Tapothème  et  du  rayon  pour  les 
polygones  régnlicrs  de  4»  8,  16,...,  81(^2  côtes,  dont  le  périmètre  est  rgal 
à  4  )  calculés  jusqu''à  la  septième  décimale  : 

Nombre  des  côtés.  Apothèmes.  Rayons. 

4 o,5oooooo 0,7071068 

8 0,6035534 o,65328i5 

iG 0,6284174 0,^407289 

3a 0,63457.31 0,6376435 

64 o,636io83 0,6368754 

laS 0,6364919 0,6366836 

256 0,63658:8 0,6366357 

5i2 o,6366ii7 o,G366j37 

102  i o,6366i77 0,6366207 

2048 o,6366i9i 0,636619;) 

4096 0,6366195 0,6366197 

8192 o,6366i(j6 0,6366196 
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sorte  que,  si  Ton  disigne  une  circonférence  par  C  et  son 
rayon  par  R,  on  a 

C  =  2RX^,         ou         C=2RX|ff. 

Pour  retrouver  celui  de  MétiuSy  lorsqu'on  Ta  oublié,  on 
écrit  les  uns  à  la  suite  des  autres  les  six  nombres  impairs 
i,  I,  3,  3,  5,  5,  ce  qui  forme  le  nombre  ii3355,  puis  on 
prend  l'ensemble  des  trois  derniers  chiffres  pour  numé- 
rateur et  l'ensemble  des  trois  premiers  pour  dénomi- 
nateur. 


CHAPITRE  SIXIÈME. 


DE    LA    MESURE   DES   AIRES   DES   FIGURES    PLAlNES. 


§  I    —  Définitions  et  notions  générales. 

• 

208.  L'étendue  considérée  dans  une  surface  se  nomme 
aire. 

Pour  mesurer  une  aire ,  c'est-à-dire  pour  l'évaluer  en 
nombre ,  il  faut  la  rapporter  à  une  unité  de  son  espèce  : 
ainsi ,  mesurer  Taire  d'une  surface  ,  c'est  déterminer  le 
rapport  de  cette  aire  à  une  autre  aire  prise  pour  terme  de 
comparaison. 

On  prend  ordinairement  pour  unité  d'aire  le  carré  dont 
le  côté  est  égal  à  l'unité  de  longueur.  Par  exemple ,  si  Ton 
a  choisi  le  mètre  pour  unité  de  longueur,  l'unité  d'aire 
est  le  mètre  carré,  c'est-à-dire  le  carré  qui  a  un  mètre  de 
côté.  De  même ,  si  l'on  a  choisi  pour  unité  de  longueur 
le  décimètre  ou  le  centimètre,  l'unité  d'aîre  est  le  déci- 
mètre  carré  ou  le  centmètre  carré.  D'après  cela ,  l'aire 
d'une  surface  plane  est  le  rapport  de  l'étendue  superfi- 
cielle de  cette  surface  à  l'étendue  superficielle  du  carré 
qui  a  pour  côté  l'unité  linéaire  ^  c'est  pour  cela  que  l'éva- 
luation d'une  aire  se  nomme  quadrature. 

209.  I/uiiité  de  superficie  en  usage  aujourd'hui  pour 
la  mesure  des  surfaces  agraires  est  \are:  c'est  un  carré 
qui  a  un  décamètre  de  côté;  il  présente  dix  rangées  de  dix 
mètres  carrés,  et  contient  par  conséquent  cent  mètres 
carrés.  L'are  se  partage  en  cent  parties ,  appelées  cen- 
tiares: le  centiare  est  donc  équivalent  à  un  mètre  carré. 
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Les  surfaces  d'une  certaine  étendue  s'évaluent  en  Aec- 
tares  :  l'hectare  est  un  carré  qui  a  cent  mètres  ou  dix 
décamètres  de  côté;  il  se  compose  évidemment  de  dix 
rangées  de  dix  ares^  et  contient  par  conséquent  cent  ares. 

L'hectare  remplace  l'ancien  arpent^  et  l'are  remplace 
la  perche. 

§  U.  —  Mesure  des  aires  des  Sgnres  rectiligoes. 

*  Théorème  1. 

210.  Deux  rectangles,  ABCD,  AEFD,  de  même  hau-- 
tew'y  AD)  sont  proportionnels  à  leurs  bases,  AB,  AE 
(fig.  2o5). 

Plaçons  le  plus  petit  des  rectangles  proposés  dans  le 
plus  grand ,  de  manière  que  leurs  hauteurs  coïncident, 
et  que  leurs  bases,  AB,  AE ,  soient  dirigées  suivant  une 
même  droite.  Supposons  maintenant  que,  m  désignant  un 
nombre  entier  quelconque ,  aussi  grand  que  l'on  voudra, 
on  ait  partagé  la  base  AB  en  m  parties  égales  :  l'autre  base 
AE  contiendra  un  certain  nombre  de  ces  parties,  soit 
exactement,  soit  avec  un  reste,  et,  si  l'on  élève  des  per- 
pendiculaires par  tous  les  points  de  division  de  AB,  le  rec- 
tangle ABCD  se  trouvera  divisé  en  m  rectangles  qui  au- 
ront même  base  et  même  hauteur,  et  qui  secont  par  con- 
séquent égaux  entre  eux  (n°  119,  scoL  I).  Or  il  est  clair 
que,  quel  que  soit  le  nombre  m,  le  rectangle  AEFD 
contiendra  toujours  autant  de  parties  du  rectangle  ABCD 
que  la  base  AE  du  premier  contiendra  de  parties  de 
la  base  AB  du  second.  Donc  (n°13)  on  aura  la  pro- 
portion 

ABCD  :  AEFD  :  :  AB  :  AË. 

Corollaire.  —  Comme  on  peut  prendre  la  base  et  la 
hauteur  d^un  rectangle  l'une  pour  l'autre,  il  en  résulte 
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que  deux  rectangles  de  même  base  sont  propoHionnels 
à  leurs  hauteurs. 

Théorème  IL 

%.\.Deux  rectangles  quelconques  y  ABCD,  AEFG, 
sont pi^pottionnels  aux  produits,  AB  X  AD,  AE  X  AG, 
de  leurs  bases  par  leurs  hauteurs  (fig.  206). 

Plaçons  les  deux  rectangles  de  manière  qu'ils  aient  un 
angle  opposé  en  A  ,  et  prolongeons  le  côté  CD ,  du  pre- 
mier, et  le  côté  FE,  du  second,  jusqu'à  ce  qu'ils  se  ren- 
contrent en  un  point  H.  Cela  posé,  la  comparaison  des 
deux  rectangles  ABCD  et  ADHE,  qui  auront  même  hau- 
teur AD,  conduira,  d'après  le  théorème  précédent,  à  la 
proportion 

ABCaD  :  ADHE  ::AB  :  AE5 

et  celle  des  deux  rectangles  ADHE  et  AEFG,  qui  auront 
même  base  AE ,  donnera ,  en  vertu  du  même  théorème , 

ADHE  :  AEFG  :  :  AD  :  AG. 

En  multipliant  ces  deux  proportions  par  ordre,  et 
supprimant  le  facteur  ADHE,  commun  aux  deux  termes  du 
premier  rapport  de  la  proportion  résultante,  on  trouveria 

ABCD  :  AEFG  :  :  AB  X  AD  :  AE  X  AG. 

Donc,  etc. 

Théorème  III. 

212.  L'aire  d'un  rectangle,  ABCD,  a  pourrnesure  le 
produit  de  sci  base  AB  par  sa  hauteur  AD  5  c'est-à-dire 
que  /e  nombre  d'unités  d'aire  contenues  dans  la  surface 
d'un  rectangle,  ABCD  ^  est  égal  au  nombre  d'unités  li- 
néairos  contenues  dans  sa  base  AB  multipliée  par  le 
nombre  d'unités  linéaires  contenues  dans  sa  hauteur  AD 
(fig.  207). 

i4 
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Construisons  un  petit  carré  Abcd,  dont  le  côté  Ai  soît 
égal  à  Tunité  linéaire  \  ce  carré  sera  Tunité  d'aire  (n**208), 
et,  en  comparant  le  rectangle  ABCD  à  cette  unité,  on 
aura ,  d'après  le  théorème  qui  précède , 

aire  ABCD  :  aireA^c^  ::  AB  X  AD  :  A^  X  A^; 


d'où  Ton  déduit 


aire  ABCD  _AB      AD 

aire  kbcd       kb      Ad 


ou,  en  représentant  Funité  d'aire  par  i*,  et  l'unité  li- 


néaire par  1^, 


aire  ABCD     AB      AD 

1 =  —\X—' 


r\    V              •        aire  ABCD  /       *    i  u      j»      •*' 

Or  1  expression représente  le  nombre  a  unîtes 

d'aiie  contenues  dans  le  rectangle  ABCD,  l'expression 

-y  représente  le  nombre  d'unités  linéaires  contenues  dans 

AD 
la  base  AB,  et  l'expression  — p  représente  le  nombre  d'unités 

linéaires  contenues  dans  la  hauteur  AD.  Donc  ,  etc. 

Corollaire.  —  Le  carré,  n'étant  autre  chose  qu'un 
rectangle  dont  la  hauteur  est  égale  à  la  base ,  a  pour 
mesure  la  seconde  puissance  de  son  côté, 

ScoLiE.  —  On  emploie  souvent  le  mot  dimensions 
pour  désigner  la  base  et  la  hauteur  d'un  rectangle  •,  et 
l'on  dit  alors  qu'ww  rectangle  a  pour  mesure  le  produit 
de  ses  deux  dimensions. 

Théorème  IV. 

213.  Vaire  d'un  parallélogramme ,  ABCD,  a  pour 
mesure  le  produit  de  sa  base  AB  par  sa  hauteur  AE 
(fig.  2o8). 

Par  les  points  A  et  B,  élevons  sur  AB  deux  perpeaa- 


l 
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diculaires,  AE,  BF,  et  soient  E  et  F  les  points  où  ces 
perpendiculaires  rencontrent  DC  et  son  prolongement^ 
nous  formerons  ainsi  deux  triangles,  ADE,  BCF,  qui 
seront  égaux  entre  eux,  comme  ayant  un  angle  égal  com- 
pris entre  deux  côtés  égaux ,  chacun  à  chacun ,  savoir, 
EAD=FBC(n«43),  AD  =  BC(nM16),  AE=BF(n°39). 
Maintenant,  si  de  la  figure  totale  on  retranche  le  trian- 
gle BCF,  il  restera  le  parallélogramme  ABCD ,  et,  si  de 
la  même  figure  on  retranche  le  triangle  ADE,  il  restera 
le  rectangle  ABFE  ;  par  conséquent,  les  deux  triangles 
BCF  et  ADE  étant  égaux,  le  parallélogramme  ABCD  est 
équivalent  au  rectangle  ABFE,  qui  a  même  base  et  même 
hauteur.  Or  Taire  du  rectangle  ABFE  a  pour  mesure  le 
produit  de  sa  base  par  sa  hauteur  (n*^  212).  Donc  Taire 
du  parallélogramme  ABCD  a  aussi  pour  mesure  le  pro- 
duit de  sa  base  par  sa  hauteur. 

Corollaire  I.  —  Deux  parallélogrammes  de  même 
base  et  de  même  hauteur  sont  équii^alents  entre  eux. 

Corollaire  II.  —  Deux  parallélogrammes  sont  pro- 
portionnels aux  produits  de  leurs  bases  par  leurs  hau- 
teurs ^  et,  par  conséquent,  deux  parallélogrammes  de 
même  hauteur  sont  entre  eux  comme  leurs  bases  ^  et  deux 
parallélogrammes  de  même  base  sont  entre  eux  comme 
leurs  hauteurs, 

ScoLiE.  —  Un  parallélogramme  est  toujours  équivalent 
à  un  rectangle  de  même  base  et  de  même  hauteur. 

Théorème  V, 

214.  L'aire  d'un  triangle,  ABC,  a  pour  mesure  le  pro^ 
duit  de  sa  base  BC  par  la  moitié  de  sa  hauteur  AH 
(fig.  aog). 

Par  les  deux  sommets  A  et  C ,  menons  deux  droites  res- 
pectivement parallèles  aux  deux  côtés  BC  et  AB,  et  soit  D 
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leur  point  d'intersection  ;  nous  formerons  ainsi  un  paral- 
lélogramme ABCD.  Or  les  deux  triangles  ABC  et  ACD 
seront  ^aux,  comme  ayant  leurs  trois  côtés  égaux  chacun 
à  chacun ,  savoir,  AC  commun ,  AB  =  CD  et  BC  =  AD 
(n*^  116)',  d'où  il  résulte  que  Taire  du  triangle  ABC  n'est 
que  la  moitié  de  celle  du  parallélogramme  ABCD.  Donc, 
comme  Taire  du  parallélogramme  ABCD  a  pour  mesure 
BC  X  AH  (n°  243),  celle  du  triangle  ABC  a  pour  mesure 
BC  X  \  AH. 

Corollaire  I.  —  Deux  triangles  de  même  base  et  de 
même  hauteur  sont  éqiui^alents  entre  eux. 

Corollaire  H.  —  Deux  triangles  quelconques  sont 
proportionnels  aux  produits  de  leurs  bases  par  leurs 
hauteurs ^  et,  par  conséquent,  deux  triangles  de  même 
hauteur  sont  entre  eux  comme  leurs  bases  ^  et  deux 
triangles  de  même  base  sont  entre  eux  comme  leurs 
hauteurs, 

ScoLiE  I.  —  Un  triangle  est  toujours  équivalent  à  la 
moitié  d'un  rectangle  ou  d'un  parallélogramme  de  même 
base  et  de  même  hauteur. 

ScoLiE  n.  —  Comme  un  polygone  quelconque  peut  tou- 
jours être  décomposé  en  triangles  (n*^  97),  on  obtient 
Taire  d'un  polygone  en  faisant  la  somme  des  aires  de  tous 
les  triangles  dont  il  se  compose. 

Théorème  VI. 

215.  L'aire  d'un  trapèze,  ABCD ,  a  pour  mesure  le 
produit  de  la  somme  de  ses  bases,  AB  et  CD,  par.  la 
moitié  de  sa  hauteur  DE  (fig.  a  i  o). 

En  eJQTet,  si  Ton  mène  la  diagonale  BD,  on  décomposera 
le  trapèze  ABCD  en  deux  triangles ,  ADB,  DBC,  ayant 
même  hauteur  DE ,  et  ayant  respectivement  pour  bases  les 


\ 
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deux  côtés  AB  et  CD.  On  aura  donc  (n*^  214) 

aire  ABD=  AB X  i DE, 
aire  BDC  =  CD  X  f  DE  ; 

d'où  il  résultera 

aire  ABCD  =  (  AB  H-  CD)  X  t  DE. 

ScoLiE.  —  L'expression  (  AB  -+-  CD)  X  i  DE  revient  à 
j  (  AB  H-  CD)  X  DE  :  donc ,  comme  la  demi-somme  des 
bases,  \  (AB  H-  CD),  est  égale  à  la  droite  GH ,  qui  joint 
les  milieux  des  côtés  non  parallèles  (n°  121  ),  on  voit  que 
Faire  d'un  trapèze  est  équivalente  à  celle  d'un  rectangle 
ou  d'un  parallélogramme  de  même  hauteur,  et  ayant 
pour  base  la  droite  qui  joint  les  milieux  des  côtés  latéraux. 

Théorkme  VII. 

216.  L'aire  d'un  polygone  régulier,  ABCDEF.  .  . ,  a 
pour  mesure  le  produit  de  son  périmètre  par  la  moitié 
de  son  apothème  OR  (fig.  189). 

En  effet ,  en  joignant  le  centre  O  à  tous  les  sommets ,  on 

a(n«2i4) 

aireAOB=  ABXtOK, 

aire  BOC  =  BC  X  7  OK , 

aireCOD=:CDXiOK, 

etc ; 

et,  en  ajoutant  toutes  ces  égalités  membre  à  membre  ,  on 
trouve 

aire  ABCDEF. . .  =  (  AB  -4-  BC  4-  CD  -h.  •   )  X  j  OK, 

ou ,  en  représentant  le  périmètre  du  polygone  par  P  et  son 
apothème  parR, 

aire  ABCDEF.  .  .  =  P  X  t R- 


l 
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§111.  —  Comparaison  des  aires  des  figures*  rectilignes. 

Théorème  VIII. 

217.  Lecairéy  BCED,  construit  sur  l'hypoténuse  BC 
d*un  triangle  rectangle  ABC ,  est  équi\^alent  à  la  somme 
des  carrés  y  ABGF,  ACHI,  construits  respectii^ement  sur 
les  deux  autres  cotés ,  AB,  AC  (fig.  211). 

Les  trois  carrés  étant  construits  en  dehors  du  triangle , 
abaissons  du  sommet  A  de  l'angle  droit  une  perpendicu- 
laire AK  sur  l'hypoténuse,  et  prolongeons-la  jusqu'à  la 
rencontre  de  DE ,  en  un  j)oint  L  5  le  carré  BCED  se  trou- 
vera décomposé  en  deux  rectangles ,  BKLD ,  CKLE.  Cela 
posé,  les  deux  angles  ABD  et  CBG,  étant  composés  chacun 
d'un  angle  droit  et  d'une  partie  commune  ABC  ,  sont 
égaux  :  par  conséquent,  si  nous  menons  AD  et  CG ,  nous 
aurons  deux  triangles,  ABD,  CBG,  qui  seront  égaux, 
comme  ayant  un  angle  égal  compris  entre  deux  côtés 
"égaux  chacun  à  chacun,  savoir,  ABD  =  CBG,  AB  =  BG 
et  BD=BC.  Or  le  triangle  ABD  est  la  moitié  du  rectangle 
BKLP ,  qui  a  même  base  BD  et  même  hauteur  BR ,  et 
le  triangle  CBG  est  la  moitié  du  carré  ABGF,  qui  a  même 
base  BG  et  même  hauteur  AB.  Donc ,  puisque  le  triangle 
ABD  est  égal  au  triangle  CBG ,  le  rectangle  BKLD ,  qui  est 
double  de  l'un  de  ces  triangles  ,  est  équivalent  au  carré 
ABGF,  qui  est  double  de  l'autre.  On  démontrerait  de  la 
même  manière  que  le  rectangle  CKLE  est  équivalent  au 
carré  ACHI.  Donc  le  carré  BCED  ,  qui  se  compose  des 
deux  rectangles  BKLD  et  CKLE,  est  équivalent  à  la 
somme  des  deux  carrés  ABGF  et  ACHI ,  ou ,  en  d'autres 
termes,  on  a 

BC^  =  AB'  -h  AC^ 
Co^ioi^LAiRE  I.  —  De  la  relation  BCED=ABGF-|-ACHI 
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on  déduit 

ABGF  =r  BCED  —  ACHI        et         ACHI  =  BCElî  —  ABGF , 

ou,  ce  qui  revient  au  môme, 

AB'  =  BC'  —  AO        et        AC  =  BC  —  AB». 

Donc  le  carré  construit  sur  l'un  des  côtés  de  Vangle 
droit  d'un  triangle  rectangle  est  équivalent  à  la  diffé- 
rence des  cairés  construits  sur  l'hypoténuse  et  sur  l'autre 
côté. 

Corollaire  II.  — Soient  ABCD(^g^.  99)  un  carré  et  AC 
sa  diagonale.  Le  triangle  ABC ,  étant  rectangle  et  isocèle, 

donne  AC*=2AB*,  et,  par  suite,  AC=  AB\/2.  Donc  le 
carré  construit  sur  la  diagonale  d'un  can^é  est  double  de 
ce  dernier,  et  la  diagonale  d'un  carré  est  incommensu- 
rahle  ay^ec  son  côté. 

Corollaire  III.  —  Les  deux  rectangles  BCED  etBKIJ) 
(^fig*  211),  ayant  même  hauteur,  KL,  sont  proportion- 
nels à  leurs  bases  BC  et  BK  (n''  21 0).  Or  le  rectangle  BCED 
n'est  autre  chose  que  le  carré  construit  sur  BC,  et  le  rec- 
tangle BKLD  est  équivalent  au  carré  construit  sur  AB. 
On  a  donc  la  proportion 

BC^  :  AB*  :  :  BC  :  bk. 

On  aurait  semblablement 

BC^  :  AC^  :  :  BC  :  kc. 

Donc  le  carré  construit  sur  r hypoténuse  d'un  triangle 
rectangle  est  au  catré  construit  sur  chacun  des  côtés  de 
l'angle  droit  comme  l'hypoténuse  entière  est  au  segment 
adjacent  à  ce  côté. 

Corollaire  IV.  —  Les  deux  rectangles  BKLD  et  CKLE 
Çfig»  211),  ayant  même  hauteur  KL,  sont  proportion- 
nels à  leurs  bases  BK  et  KC  (n^^  210).  Or  ces  deux  rec- 
tangles sont  respectivement  équivalents  aux  carrés  con- 
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struits  sur  AB  et  sur  AC.  On  a  donc  la  proportion 

AB'  :  AC  :  :  bk  :  kc. 

Donc  les  cannés  construits  sur  les  côtés  de  Vangle  droit 
d*un  triangle  rectangle  sont  entre  eux  comme  les  seg- 
ments de  r hypoténuse  adjacents  à  ces  côtés,  ou ,  en 
d'autres  termes ,  comme  les  projections  de  ces  côtés  sur 
l'hypoténuse, 

ScoLiE.— -Comme  le  carré  ou  la  seconde  puissance  de  la 
valeur  numérique  d'une  ligne  droite  représente  l'aire  du 
carré  construit  sur  cette  ligne  (n^  212,  corolL)^  on  voit 
que  le  théorènle  qui  vient  d'être  démontré  et  les  corol- 
laires m  et  IV  ne  sont  autre  chose  que  les  théorèmes  des 
jjos  igy  g|.  ^58^  En  observant  que  le  produit  des  valeurs 

numériques  de  deux  lignes  droites  est  l'expression  de 
l'aire  d'un  rectangle  qui  aurait  l'une  de  ces  lignes  pour 
base  et  l'autre  pour  hauteur,  on  peut  de  même  donner 
une  interprétation  toute  géométrique  aux  propositions 
analogues  qui  ont  été  démontrées  dans  les  n°*  159  eC 
suivants. 

Théorème  IX. 

218.  Deux  triangles  y  ABC,  ADE,  qui  ont  un  angle 
égal  y  A,  sont  proportionnels  aux  produits,  AB  X  AC 
et  AD  X  AE,  des  côtés  qui  comprennent    cet  angle 

(fig.  212  et  21 3). 

Plaçons  les  deux  triangles  l'un  sur  l'autre,  de  manière 
que  les  angles  égaux ,  BAC ,  DAE,  coïncident,  et  joignons 
le  point  D  au  point  C.  Les  deux  triangles  ABC  et  ADC 
pourront  être  considérés  comme  ayant  respectivement 
pour  bases  les  côtés  AB  et  AD,  et  alors  ils  auront  pour 
hauteur  commune  la  perpendiculaire  abaissée  du  som- 
met C  sur  AB;  donc  ils  seront  entre  eux  comme  leurs 
bases  (n°  214,  corolL  II),  et  l'on  aura  la  proportion 

ABC  :  ADC  ::  ab  :  ad. 

De  même,  les  deux  triangles  ADC  et  ADE ,  pouvant  être 
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considérés  comme  ayant  respectivement  pour  bases  les 
côtés  AC  et  AE ,  auront  pour  hauteur  commune  la  per- 
pendiculaire abaissée  du  point  D  sur  AC ,  et  ;  par  consé- 
quent, seront  proportionnels  à  leurs  bases;  de  sorte  que 
l'on  aura  la  nouvelle  proportion 

ADC  :  ADE  ::  AC  :  ae. 

Multipliant  ces  deux  proportions  par  ordre ,  et  suppri- 
niant,  dans  les  deux  termes  du  premier  rapport,  le  facteur 
commun  ADC ,  il  viendra 

ABC  :  ADE  ::  AB  X  AC  :  AD  X  AE. 

ScoLiE  I.  —  Si  DE  était  parallèle  à  BC  (fig-  212), 
le  triangle  ADC  serait  moyen  proportionnel  entre  les 
deux  triangles  ABC  et  ADE  5  car  on  aurait,  dans  ce  cas 
(n«143,  coroll.  I), 

AB  :  AD  :  :  AC  :  AE , 

et,  les  deux  proportions  établies  ci-dessus  ayant  alors  un 
rapport  commun ,  il  en  résulterait 

ABC  :  ADC  :  :  adc  :  ade. 

ScoLiE  II.  —  Si  DC  était  parallèle  à  BE  (fig»  218)5 
les  deux  triangles  ABC  et  ADE  seraient  équivalents  5  car 
on  aurait ,  dans  ce  cas , 

AB  :  AD  ::  ae  :  ac, 

d'où  il  résidteraît 

AB  X  AC  =  AD  X  AE , 

et ,  par  conséquent , 

ABC  =  ADE. 

Thiéorème  X. 

219.  Les  surfaces  de  deux  triangles  semblables ,  ABC, 
A'B'C,  sont  proportionnelles  aux  carrés  de  leurs  côtés 
homologues  (fig.  189  et  i4o). 
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En  effet ,  les  deux  triangles  ABC  et  A'B'C  étant  sem- 
blables ,  Tangle  A  est  égal  à  Tangle  A',  et  Ton  a  par  con- 
séquent, en  vertu  du  théorème  précédent, 

ABC  :  A'B'C  ::  ab  x  ac  :  a'b'x  a'C. 

Mais  on  a  d'ailleurs ,  à  cause  de  la  similitude  des  deux 
triangles, 

AC:  A'C  ::  AB  :  a'b'. 

Multipliant  ces  deux  proportions  par  ordre ,  et  ôtant  le 
facteur  AC ,  commun  aux  deux  antécédents  de  la  propor- 
tion résultante,  ainsi  que  le  facteur  A'C,  commun  aux 
deux  conséquents,  on  trouve 

ABC  :  A'B'C  ::  ab»  :  a'b'^ 

On  trouverait  d'une  manière  analogue 

ABC  :  A'B'C  ::  AC«  :  a'C's      abc  :  a'B'C  ::  bc^  :  b'C». 

Donc,  etc. 

ScoLiE.  —  Comme  les  hauteurs  de  deux  triangles  sem- 
blables sont  proportionnelles  à  leurs  côtés  homologues 
(n°  14f9),  les  surfaces  de  deux  triangles  semblables  sont 
aussi  entre  elles  dans  le  même  rapport  que  les  carrés  de 
leurs  hauteurs. 

Théorème  XI. 

220.  Les  surfaces  de  deux  polygones  semblables  , 
ABCDE,  A'B'C'P'E',  sont  proportionnelles  aux  carrés 
de  leurs  côtés  homologues  (fig.  i4i  et  142). 

En  effet,  les  deux  plygones  étant  composés  d'un  même 
nombre  de  triangles  semblables,  chacun  à  chacun,  et  as- 
semblés de  la  même  manière  (n^  139),  on  a,  d'après  le 
théorème  précédent. 


ABC 
ACD 
ADE 


A'B'C 
A'C'D' 
A'D'F/ 


AB 
CD 
DE 


A'B'^ 

C'D'% 

D'E". 


à 
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Mais  on  a  d'ailleurs  (n^  1^)?  à  cause  de  la  similitude 
des  polygones , 

AB   :  A'B'  ::  CD  :  CD'  ::  de  :  d'e', 

d'où,  en  élevant  au  carré, 

AB»  :  A'B'»  ::  CD=  :  c'd'=»  ::  DE'  :  d'E''; 

et  alors,  les  seconds  rapports  des  proportions  ci-dessus 
étant  égaux ,  il  en  résulte 

ABC  :  A'B'C  ::  acd  :  a'C'd'  ::  ade  :  a^d'e'. 

Or  on  sait  que  ,  dans  une  suite  de  rapports  égaux ,  la 
somme  des  antécédents  est  à  la  somme  des  conséquents 
comme  un  antécédent  esta  son  conséquent.  On  aura  donc, 
en  observant  que  la  somme  des  antécédents  n'est  autre 
chose  que  Faire  du  polygone  ABCDE ,  et  que  la  somme 
des  conséquents  n'est  autre  chose  que  Faire  du  polygone 
ABCDE', 

aire  ABCDE   :  aire  A'B'C'D'E'   ::   ABC  :  A'B'C, 

ou  bien,  en  remplaçant  le  rapport  ABC  :  A'B'C  par 
le  rapport  AB*  :  A'B'*,  qui  lui  est  égal, 

aire  ABCDE   :   aire  A'B'C'D'E'   ::   AB^  :   A'B'^ 

ScoLiE. — ^Les  diagonales  homologues  de  deux  polygones 
semblables  étant  proportionnelles  à  leurs  côtés  homo- 
logues ,  les  surfaces  de  deux  polygones  semblables  sont 
aussi  entre  elles  dans  le  même  rapport  que  les  carrés  de 
leurs  diagonales  homologues. 

Théorème  XII. 

221 .  Les  surfaces  de  deux  polygones  réguliers  d'un 
même  nombre  de  côtés,  ABCDE,  A'BX'D'E',  sont  pro- 
portionnelles aux  carrés  de  leurs  rayons,  OAy  O' A,  et  de 
leurs  apothèmes,  OK,  O'K'  (fig.  192). 

Deux  polygones  réguliers  d'un  même  nombre  de  côtés 
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étant    deux  figures  semblables   (n"  184),    nous    avons 
d'abord  (n^  220)  la  proportion 

aire  ABCDE   :  aire  A'B'C'D'E'   ::   AB»   :   A'B'^ 

Ensuite,  l'angle  AOB  étant  égal  à Fangle  A' 0'B'(n"  187, 
scol.  I)  ,  les  deux  triangles  isocèles  AOB  et  A'O'B'  sont 
semblables  (n°  146,  scol.  II),  et  donnent,  par  consé- 
quent (n*^^  138  et  149),  la  suite  de  rapports  égaux 

AB  :  A'B'    ::  OA  :  O'A'    ::  OK    :  O'K'; 

d'où  il  résulte 

AB^  :  A'B'»  ::  oa»  :  o'a"  ::  OK^  :  O'K'^ 

Donc,  à  cause  du  rapport  commun  AB*  :  A'B'*,  on  a 
aire  ABCDE  :  aire  A'B' C'D'E'  ::  OA^  :  O'A"  ::  OK'  :  O'K'^ 

Théorème  XIII. 

222.  Si  les^  lignes  homologues  de  deux  figures  sembla- 
bles sont  proportionnelles  aux  lignes  homologues  de 
deux  autres  figures  semblables ,  les  aires  des  deux  pre~ 
mières  figures  sont  proportionnelles  aux  aires  des  deux 
dernières. 

En  supposant  que ,  A  et  A'  représentant  les  aires  des 
deux  premières  figures ,  a  et  a'  soient  deux  de  leurs  ligues 
homologues ,  et  que,  B  et  B'  représentant  de  même  les 
aires  des  deux  autres  figures ,  b  eiU soient  deux  de  leurs 
lignes  homologues  ,  on  aura  les  deu^  proportions 

A  :  A'  ::  «»  :  «'%      b  :  B'  ::  b^  :  b'\ 

Or   on  a,  par  hypothèse, 

«:«'::  ^  :  ^'; 

d*où  il  résulte ,  en  élevant  tous  les  termes  au  carré , 


•  ■•. 
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Donc ,  les  seconds  rapports  des  deux  proportions  cî- 
dessus  étant  égaux  entre  eux ,  les  premiers  le  sont 
aussi ,  et  Ton   a 

A  :  A'  ::  B  :  b'. 

Réciproque. — Siles  aires  de  deux  figures  semblables 
sont  proportionnelles  aux  aires  de  deux  autres  figures 
semblables ,  les  lignes  homologues  des  deux  premières 
sont  proportionnelles  aux  lignes  homologues  des  deux 
dernières. 

Car,  si  l'on  a 

A  :  A'  ::  b  :  B', 

il  en  résulte ,  à  cause  des  deux  proportions  ci-dessus , 
et ,  par  conséquent , 

a  :  a'   ::  b  :  6'. 

ScoLiË.  — Il  n'est  pas  nécessaire  que  les  deux  dernières 
figures  soient  semblables  aux  deux  premières. 

§  lY.  —  Mesnre  et  comparaison  des  aires  des  figures  circnlaires. 

Lemme. 

223.  Les  surfaces  de  deux  polygones  réguliers  d'un 
même  nombre  de  côtés ,  l'un  inscrit  et  l'autre  circonscrit 
à  un  même  cercle  y  peuv^ent  différer  l'une  de  l'autre  d'aussi 
peu  que  l'on  voudra,  et  y  par  conséquent ,  la  surface  de 
chacun  de  ces  polygones  peut  approcher  autant  qu'on 
ojoudra  de  la  surface  du  cercle  auquel  il  est  inscrit  ou 
circonscrit. 

Soient  S  la  surface  du  polygone  circonscrit  et  S'  celle 
du  polygone  inscrit.  Si  nous  désignons  par  R  et  R'  les 
apothèmes  respectifs  de  ces  deux  polygones,  nous  aurons 
(n«  221) 


S  :  S'  ::  R'  :  R 
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d'où  il  résulte 

S  —  S'  :  S  ::  R'  —  R'*  :  R% 

et,  par  conséquent, 

S  _  S'  -  SX(R^~R^^) 

R^  ' 

Or,  l'apothème  R  du  polygone  circonscrit  étant  con- 
stant 5  quel  que  soit  le  nombre  des  côtés  de  ce  polygone , 
tandis  que  l'apothème  R'  du  polygone  inscrit  augmente 
en  même  temps  que  le  nombre  de  ses  côtés  (p?  59) ,  on 
pourra  toujours  multiplier  le  nombre  des  côtés  des  deux 
polygones  correspondants  de  manière  à  rendre  la  diffé- 
rence R'  —  R'*  aussi  petite  que  l'on  voudra.  Donc  la 
différence  S  —  S'  pourra  être  rendue  plus  petite  que  toute 
grandeur  donnée ,  et,  par  conséquent,  la  surface  de  chaque 
polygone  approchera  autant  que  l'on  voudra  de  la  sur- 
face du  cercle. 

ScoLiE. — Lorsqu'un  polygone  régulier,  circonscrit  ou 
inscrit  à  un  cercle ,  peut  avoir  autant  de  côtés  que  l'on 
veut,  sa  surface  ne  diffère  de  la  surface  du  cercle  que  d'un 
infiniment  petit*,  par  conséquent,  si  l'on  représente 
par  S  la  surface  du  cercle ,  et  par  j3  un  infiniment  petit 
de  même  espèce  que  S ,  la  surface  de  ce  polygone  peut  être 
représentée  par  S  -f -  /3  ou  par  S  —  j3 ,  suivant  qu'il  est 
circonscrit  ou  inscrit. 

Théorème  XIV- 

^i.  L'aîre  d'un  cercle  a  pour  mesure  le  produit  de 
sa  circonférence  par  la  moitié  de  son  rayon. 

Soient  R  le  rayon  d'un  cercle,  C  sa  circonférence 
et  S  sa  surface.  Si  nous  supposons  que  l'on  ait  cir- 
conscrit à  ce  cercle  un  polygone  régulier  d'un  nombre 
quelconque  de  côtés,  le  périmètre  et  la  surface  de  ce 
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polygone  différeront  aussi  peu  que  Ton  voudra  de  la 
circonférence  C  et  de  la  surface  S  (n**^  196  et  223)  5  de 
sorte  que,  en  désignant  par  a  un  infiniment  petit  de 
même  nature  que  C,  et  par  /3  un  infiniment  petit  de 
même  nature  que  S,  on  pourra  représenter  le  périmètre 
du  polygone  circonscrit  par  C  +  a ,  et  sa  surface  par 
S  +  fi.  L'apothème  étant  égal  à  R,  on  aura  donc  (n°  216) 

S  +  p  =  (C-4-a>X|R^ 
OU 

S  +  p  =  CX7R-+-aXïR; 

d'où  il  résulte ,  en  négligeant  les  infiniment  petits  j3  et 

«X^RCnMO), 

S  =  CX?R. 
Donc,  etc* 

Corollaire  I.  — Nous  avons  vu  (n°  197,  scoL)  que, 
R  étant  le  rayon  et  C  la  circonférence  d'un  cercle ,  on  a  la 
relation  C  =  27rR.  Si  l'on  substitue  cette  valeur  de  C 
dans  l'égalité  S  =C  X  ^  R  5  on  trouve  S  =7rR*.  Donc 
l'aire  d'un  cercle  a  pour  expression  le  produit  du  carré 
de  son  rayon  par  le  rapport  de  la  circonférence  au 
diamètre. 

Corollaire  II.  —  En  représentant  par  S  et  S' les  aires 
de  deux  cercles,  dont  les  rayons  respectifs  sont  R  et  R',  on 
a ,  d'après  ce  qui  vient  d'être  dit , 

S  =  7rR%  S'  =r  ttR'^»; 

d'où  il  résulte 

S  :  S'  :  :  r^  :  R'^ 

Donc  les  aires  de  deux  cercles  sont  propoitionnelles  aux 
carrés  de  leurs  rayons  ou  de  leurs  diamètres. 

Scolie.  --  On  voit,  par  le  théorème  qui  vient  d'être 
démontré ,  que  Taire  d'un  cercle  est  ^ale  à  celk  d'un 
triangle  qui  aurait  la  circonférence  rectifiée  pour  base  et 
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le  rayon  pour  hauteur,  ou  à  celle  d'un  rectangle  qui  au- 
rait la  demi-circonférence  rectifiée  pour  base  et  le  rayon 
pour  hauteur. 

Théorème  XV. 

225.  Vaire  (Tun  secteur^  AMBO,  a  pour  mesure  le  pro- 
duit de  Varc  AMB  qui  lui  sert  de  hase  par  la  moitié  du 
rayon  OA  (fig.  21 4)» 

En  effet,  nous  avons  ^n°  72,  scol!) 

sect.  AMBO  :  cerc.  OA  ::  arc  AMB  :  cire.  OA, 

et ,  en  multipliant  les  deux  derniers  termes  de  cette  pro- 
portion par  \  OA ,  il  vient 

sect.  AMBO  :  cerc.  OA  ::  arc  AMB  X  yOA  :  cire.  OA  X  7OA. 

Or  on  a  (n°  224) 

cerc.  OA  =  cire.  OA  XyOA. 
Donc 

sect.  AMBO  =  arc  AMB  X  7OA. 


ConoLLAiRE  I.  —  En  représentant  par  —  le  rapport  de 

Tangle  AOB  à  4*^?  ou  de  Tare  AMB  à  la  circonférence  en- 
tière, on  a  (n^  72,  scol,^ 

sect.  AMBO  :  ttOA'  \\  m\n\ 
d'où 

sect.  AMBO  =  wOA'  X  —• 

n 

Donc  Voire  d*un  secteur  de  cercle  s'obtient  en  mutti- 
pliant  Faire  du  cercle  dont  il  fait  partie  par  le  rapport 
de  Varc  qui  lui  sert  de  base  à  la  circonférence  entière. 

Corollaire  II.  —  Soient  AOB  et  A'O'B'  {fig*  200)  deux 
secteurs  semblables  :  en  désignant  par  —  le  rapport  de 


/ 

] 
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i'àtc  AB  à  cire.  OA  on  de  l'arc  A'B'  à  cire.  OA',  on  a 
d  après  ce  qui  vient  d'être  dit ,  ' 

sect.  AOB  =  ^OA'  X  ^,      sect.  A'O'B'  =  ^rO'A" X  -, 
et  il  résulte  de  là 

sect.  AOB  :  sect.  A'O'B'  ::  OA'  :  OA'». 

Donc  deux  secteurs  semhlaUes  sont  proportionnels  aux 
carres  de  leurs  rayons. 

ScoLiE.  -  Nous  avons  considéré,  dans  la  démonstration 
précédente,  un  secteur  AmOifig.  ^M)  dont  la  base  est 
moindre  qn  une  demi-circonférence  ;  mais  la  même  dé- 
monstration s'appliquerait  également  au  cas  où  l'on  aurait 
à  considérer  un  secteur  ANDO  plus  grand  qu'un  demi- 
cercle. 

Théorème  XVI. 

226.  La  couronne  circulaire  comprise  entre  deux  cir- 
conférences concentriques  y  cire.  OB,  cire.  OB',  est  équi-^ 
valente  à  un  cercle  qui  aurait  pour  diamètre  une  corde, 
CD,  de  la  circonférence  extérieure  menée  tangentielle^ 
ment  à  la  circonférence  intérieure  (fig.  21 5). 

En  effet,  en  représentant  par  S  et  S'  les  aires  respec- 
tives des  deux  cercles  dont  les  rayons  sont  OB  et  OB' 
on  a  (n°  224,  coro//.  I)  ' 

S  =  ttOBS       S'  =  ^OB'^j 
<l*où  il  résulte 

S  —  S'  =  ff  OB'  —  ïtOB''  =  7r(0B'  —  OB'% 

ou,  en  joignant  le  point  C  au  point  O,  et  observant  oue 

Ton  a  OB'  —  OB'»  =  OC*  —  OB'»  =  B'C» 

? . 

S  — S'  =  îrB'C^ 

Or  S  —  S'  est  évidemment  l'aire  de  la  couronne  circu- 
laire comprise  entre  les  deux  circonférences,  et  ttB'C* 

i5 
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i-epi^sentt:  l'aire  du  cercle  qui  a  B'C  pour  rayon  ou  CD 

pour  diamètre.  Donc ,  etc. 

Théorème  XVII. 

227.  Le  trapèze  circulaire,  ABB'A',  qui  est  la  d^é- 
rence  de  deux  secteurs  semblables,  AOB,  A'OB',  a  pour 
mesure  le  produit  de  la  demi-somme  des  arcs,  AB,  A'ff, 
qui  leur  servent  de  bases  par  la  différence,  BB',  de  leurs 
rayons  (fig.  216). 

Après  avoir  élevé  par  e  point  B,  sur  le  rayon  OB,  une 
perpendiculaire  BC  égale  à  l'arc  AB,  supposé  rectifié, 
joignons  le  centre  O  au  point  C,  et  menons,  dans  le 
triangle  OBC ,  B'C  parallèle  à  BC  ;  nous  aurons  alors  les 
deux  proportions 

arc  AB  :  ar<:  A'B'  :  :  OB  :  OB', 

OB  :  OB'  :  :  bc  :  B'C, 
d'où 

arc  AB  :  arc  A'B'  :  :  BC  :  B'C. 

Mais  nous  avons,  par  construction,  BC  =  arc  AB;  donc 
aussi  B'C  =  arc  A'B*. 

Il  résulte  de  là  que  les  deux  secteurs  AOB  et  A'OB'  sont 
respectivement  équivalents  aux  deux  triangles  OBC  et 
OB'C,  et  que,  par  conséquent,  le  trapèze  circulaire  ABB'A' 
est  équivalent  au  trapèze  rectiligne  BCC'B', 

Or  on  a  (n"  215) 

aire  BCCB'  =  HBC  +  B'C)  X  BB'. 
Donc 

aire  ABB'A'  =  \  (arc  AB  +  arc  A'B'  )  X  BB'. 

ScoLiE  I.  —  Prenons  le  point  D  milieu  de  AA';  du 
point  O  comme  centre ,  avec  un  rayon  égal  à  OD ,  décri- 
vons un  are  DE,  et  menons,  dans  le  triangle  OBC,  EF 
parallèle  à  BC.  Les  trois  arcs  AB,  A'B',  DE,  étant  sem- 
blabtcs,  nous  aurons,  comme  plus  haut, 

art.  AI!  ;  :in-  \'l)'  ;  an-  PK  ::   RC  :  ll'C  ;  EF, 
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OU 

arc  AB  4-  arc  A'B'  :  arc  DE  :  :  BC  -f-  B'C  :  EF; 
et,  comme  on  a  (n°  121) 

EF  =  |(BC4-B'C'), 
il  en  résulte  encore 

arc  DK  =  I  (arc  AB  -h  arc  A'B' ). 
Donc 

aire  ABB'A'  =  arc  DE  X  BB'. 

ScoLiE  n.  ~  On  peut  mesurer  Faire  d'une  couronne 
circulaire  au  moyen  d  une  formule  analogue  à  celle  que 
nous  venons  de  donner  pour  la  mesure  d  un  trapèze  cir^ 
culaire. 

Th^or^^me  XVIII, 

228.  Un  segment,  KMRk,  plus  petit  qu'un  demi^ercley 
a  pour  mesure  la  moitié  du  produit  du  rayon  OA  parla 
différence  entre  Tare  correspondant  AMB  et  son  sinus  BP^ 
et  un  segment,  ANDA,  plus  grand  qu'un  demi^cerch,  a 
pour  mesure  la  moitié  du  produit  du  rayon  OA  par  la 
somme  de  l'arc  correspondant  AND  et  de  son  sinus  DQ 
(fig.  2i4> 

En  effet,  i*^.  on  a 

segment  AMBA  =  secteur  AMBO  —  triangle  AOB, 
Or 

secteur  AMBO  ==  j  OA  X  arc  AMB  (  n«  ^M  ) , 
et  ^ 

triangle  AOB  =  |  OA  X  BP  (n«  814). 

Donc 

segment  AMBA  =  j  OA  (arc  AMB  —  BP  }. 
a*^.  On  a 

segment  ANDA  =  secteur  ANDO  -f-  triangle  AOD. 
Or 

secteur  ANDO  =  |  OA  X  arç  AND  (n*>  aiU5) , 

i5 
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et 

triaTigle  AOD  =  j  OA  X  DQ  (n«  «14). 

Donc 

segment  ANDA  =  |  OA  (arc  AND  4-  DQ  ). 

DoiK!,  etc. 

i§  Y    -^  Queslions  snr  les  aires  des  figures  planes. 

Problème  I. 

229.  Transformer  un  polygone  convexe  quelconque  y 
ABCDE,  en  un  triangle  éqidv^alent  (fig.  217). 

Tirons  la  diagonale  BD-,  par  le  point  C  menons  CF 
parallèle  à  BD,  çt  joignons  le  point  C  au  point  F,  où 
cette  parallèle  rencontre  le  prolongement  de  AB.  Nous 
aurons  alors  deux  triangles ,  DBC ,  DBF,  qui  auront  même 
base  DB,  et  qui  auront  aussi  même  hauteur,  puisque 
leurs  sommets,  C  et  F,  sont  situés  sur  une  même  droite 
parallèle  à  leur  base  :  ces  deux  triangles  seront  donc  équi- 
valents (n°  21 4f,  comlL  1) ,  et,  par  conséquent,  on  pourra 
remplacer  le  triangle  DBC  par  le  triangle  DBF;  d'où  il 
suit  que  le  quadrilatère  AFDE  est  équivalent  au  penta- 
gone ABCDE.  Tirons  maintenant  la  diagonale  AD  ;  par 
le  point  E  menons  EG  parallèle  à  AD,  et  joignons  le 
point  D  au  point  G ,  où  cette  parallèle  rencontre  le  pro- 
longement de  BA.  On  démontrera ,  comme  ci-dessus,  que 
le  triangle  DGA  est  équivalent  au  triangle  DEA ,  et  que, 
par  conséquent,  le  quadrilatère  AFDE  est  équivalent  au 
triangle  DGF.  Donc  le  triangle  DGF  est  équivalent  au 
polygone  proposé  ABCDE. 

ScoLiE.  —  Le  Inême  procédé  s'applique  à  tout  autre  po- 
lygone convexe,  quel  que  soit  le  nombre  de  ses  côtés  ;  car, 
le  nombre  des  côtés  diminuant  de  un  à  chaque  opération 
que  l'on  fait,  on  doit  nécessairement  finir  par  arriver  a  un 
triangle  équivalent  au  polygone  proposé. 
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Problème  11. 

230.  Construire  un  carré  qui  soit  équivalent  à  un  pa- 
rallélogramme ou  à  un  triangle  donné. 

Soient  B  la  base  et  H  la  hauteur  du  parallélogramme  ou 
du  triangle  donné.  Si  nous  représentons  par  X  le  côté  àa 
carré  équivalent,  nous  aurons  X'=  BxHouX'=BxîH 
(n***  213  et  214),  suivant  que  la  figure  sera  un  parallélo- 
gramme ou  un  triangle  ;  d'où  il  résultera 

B  :  X  ::  X  :  H    ou   b  :  x  ::  x  :iH. 

Donc,  pour  résoudre  ce  problème,  il  faudra  chercher 
ime  moyenne  proportionnelle  (n°  171  )  entre  la  base  B  et 
la  hauteur  H  du  parallélogramme  donné ,  ou  bien  entre 
la  base  B  et  la  moitié  de  la  hauteur  H  du  triangle  donné  ^ 
et  cette  moyenne  proportionnelle  sera  le  côté  du  carré 
demandé. 

ScoLiE.  —  Nous  avons  vu  (n*^  229)  que  tout  polygonç 
convexe  peut  être  transformé  en  triangle  \  ainsi ,  on  pourra 
toujours  construire  tm  carré  équivalent  à  un  polygone 
donné.  C'est  ce  qu'on  appelle  carrer  le  polygone  ou  çn 
trouver  la  quadrature, 

Pboblème  III. 

23i .  Construire  un  rectangle  qui  soit  équivalent  à  un 
rectangle  ou  à  un  parallélogramme  donné,  dont  la 
base  est  B  et  la  hauteur  H ,  et  qui  ait  pour  base  une  droite 
donnée  A. 

En  nommant  X  la  hauteur  du  rectangle  cherché ,  on. 
aura  (nO«  212  et  213) 

AXX  =  BXH.i 
d'où  il  résulte 

A  I  B  M  H  I  A* 
Donc ,  pour  avoir  la  hauteur  du  rectangle  demandé , 


■-■":_ 
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il  suffira  de  trouver,  par  le  problème  du  n^  170 ,  une  qua- 
trième proportionnelle  aux  trois  droites  À ,  6,  H. 

Scdlie.  —  Si ,  au  lieu  d'un  rectangle  ou  d'un  parallé- 
logramme y  on  donnait  un  triangle ,  il  faudrait  prendre 
la  moitié  de  H  et  chercher  une  quatrième  proportionnelle 
aux  trois  droites  A ,  6  et  |  H. 

Problème  IV. 

232.  Constiiùre  un  carré  qui  soit  équivalent  à  la 
somme  ou  à  la  différence  de  deux  carrés  dont  les  côtés, 
M  et  N,  sont  donnés  (fig.  218). 

1^.  S'il  s'agît  de  construire  un  carré  équivalent  à  la 
somme  des  deux  carrés  M*  et  N',  traçons  deux  droites 
indéfinies,  AH,  AK,  qui  se  coupent  à  angle  droit 5  pre- 
nons sur  ces  droites  AB  égal  à  M  et  AC  égal  à  N,  et 
joignons  le  point  B  au  point  C.  Le  carré  construit  sur  BC 
sera  le  carré  demandé  •,  car ,  le  triangle  ABC  étant  rec- 
tangle, on  a  (n^  217) 

2^.  S'il  s'agit  de  construire  un  carré  équivalent  à  la 
différence  des  deux  carrés  M'  et  N*,  faisons,  comme 
plus  haut,  un  angle  droit  HAK^  prenons,  sur  un  des 
côtés ,  une  longueur  AC  égale  au  côté  N  du  plus  petit 
des  deux  carrés  donnés ,  et ,  du  point  C  comme  centre , 
avec  un  rayon  égal  au  côté  M  du  plus  grand  carré ,  décri- 
vons un  arc  de  cercle  qui  coupe  l'autre  côté  de  l'angle 
en  un  point  B.'  Le  carré  construit  sur  AB  sera  le  carré 
demandé;  car,  en  menant  BC,  on  a  (n^  217,  corolL  I) 

AB'=  BC*  —  AC  =  M»—  N'. 

ScoLiE.  —  Par  une  suite  de  constructions  semblables, 
on  pourra  faire  un  carré  équivalent  à  la  somme  ou  à 
Ja  différence  d'un  nombre  quelconque  de  carrés  donnés, 
et  par  conséquent  aussi  faire  un  carré  double,  triple,  etc., 
d'un  carré  donné. 
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Problème  V. 

233.  Deux  polygones  semblables ,  A  et  B ,  étant 
donnés,  construire  un  troisième  polygone  X,  </ui  soit 
semblable  aux  deux  premiers,  et  équivalent  à  leur 
somme  ou  à  leur  différence. 

Soient  a  et  b  deux  côtés  homologues  des  polygones 
donnés  :  en  appelant  x  le  côté  du  polygone  X  homo- 
logue des  deux  côtés  a  et  &,  on  aura  (u^  220) 

A  :  B  :  X  ::  a^  :  b^  :  j?»; 

d'où  il  résulte 

A  +  B  :  X  ::  «*-+-  b'  :xs 

et 

A  —  B  :X  ::  fl'  — ^'  :  x\ 

On  voit  d'après  cela  que ,  si  l'on  doit  avoir  X  =  A+ B, 
on  aura  aussi  j:'=a*+6%  et  que,  si  l'on  doit  avoir 
X  =  A  —  B,  on  aura  aussi  a:*=a*— i*^  et  récipro- 
quement. 

Pour  résoudre  ce  problème,  il  faudra  donc  chercher, 
par  le  problème  précédent,  le  côté  x  d'un  carré  qui 
soit  équivalent  à  la  somme  ou  à  la  différence  des  carrés 
faits  sur  a  et  &,  puis ,  prenant  x  pour  homologue  des 
côtés  a  et  6,  construire  sur  cette  droite ,  par  le  problème 
du  n°  179  ,  un  polygone  semblable  aux  deux  polygones 
donnés  A  et  B. 

Problème  VI. 

234.  Construire  un  cercle  X  qui  soit  équivalent  à  la 
somme  ou  à  la  différence  de  deux  cercles  donnés,  A  et  B. 

Soient  a,  &,  x  les  rayons  ou  les  diamètres  respectifs  des 
trois  cercles  A,  B,  X  :  nous  aurons  (n^ 224,  coroll.  II) 

A  :  B  :  X  ::  «':  ^'  :  a:»; 

d'où  il  résulte 

A4-B  :  X  ::  a^+b".  x\ 


aSsi  élémeuts  de  géométrie. 

et 

Par  eonsëquent,  si  Ton  doit  avoir  X  =  A  +  B,  on 
aura  aussi  a:'=a*+i*,  et,  si  Ton  doit  avoir  X  =A — B, 
on  aura  aussi  x*  =  a*  —  4*5  et  réciproquement. 

Pour  résoudre  ce  problème ,  il  faudra  donc  chercher, 
par  le  problème  du  n^  232 ,  le  côté  x  du  carré  équiva- 
lent »  la  somme  ou  à  la  diilerenee  des  carrés  construits 
sur  les  rayons  ou  diamètres  aetb^  et  eette  droite  x  sera  le 
rayon  ou  le  diamètre  du  cercle  demandé.. 

SeoLiE.  —  Sur  les  trois  côtés  d'un  triangle  rectangle 
ABC  (fig-^  2 '9)  comme  diamètres,  décrivons  les  trois 
demi-cercles  BAC,  AFB,  AGC^  nous  aurons 

demi-cercle  BAC  =  demi-cercle  AFB  4-  dçmi-cerdie  AGC , 

et^  en  retranchant  des  deux  membres  de  cette  égialité 
la  somme  des  segments  ADB  et  AEC ,  il  nous  viendra 

aire  ABC  =  aire  ADBF  4-  aire  AECG  ; 

c'est-à-dire  que  l'aire  du  triangle  proposé  sera  égale  à  la 
somme  des  deux  lunules  ADBF  et  AECC 

Problème  VII. 

235.  Construire  un  carré  qui  soit  à  un  catré  donné 
comme  une  droite  donnée  M  est  à  une  autre  droite 
donnée  N  (fig.  220). 

Sur  une  droite  indéfinie,  prenons  AB  égal  à  M  et  BC 
égal  à  N  \  sur  AC  comme  diamètre  décrivons  une  demi- 
circonférence  ^  menons  la  perpendiculaire  BD,  qui  ren^ 
contre  la  circonférence  au  point  D  ,  et  tirons  les  deux 
cordes  DA  et  DC,  que  Ton  pourra  supposer  indéfiniment 
prolongées.  Si  nous  prenons  maintenant  sur  DC,  à  partir 
du  point  D,  une  longueur  DP  égale  au  côté  du  carré 
donné,  et  que  nous  menions  par  Iv.  point  F,  parallèlenvent 
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à  CA,  une  droite  FE,  qui  coupe  DB  ou  son  prolongement 
au  point  G,  et  DA  on  son  prolongement  au  point  E,  la 
longueur  DE  sera  le  côté  du  carré  demandé. 
En  effet ,  nous  avons  (p?  143) 

DE  :  DF  ::  da  :  DC, 
d'où 

DE'  :  DF'  :  :  da'  :  DC. 

Or  on  a  (n«  217,  corolL  IV) 

DA»:  DC'  ::  ab  :  bc. 

Donc ,  en  observant  que  AB  est  égal  à  M  et  que  BC  est 
égal  à  N,  on  aura  aussi 

DE'  :  DF'  ::M  :  N. 

Problème  VIII. 

236.  Construire  un  polygone  X  qui  soit  semblable 
à  un  polygone  donné  A ,  et  dont  l'aire  soit  à  celle  de 
ce  polygone  comme  une  droite  donnée  M  est  à  une 
autre  droite  donnée  N. 

Soient  a  un  des  côtés  du  polygone  donné  A ,  et  x  le 
côté  homologue  du  polygone  cherché  X  \  on  aura  (n*^  220) 

Jx    •     A.     • .     il?      «    A  I 

et,  par  conséquent, 

0?»  :  «'  :  :  m  :  n. 

Pour  résoudre  ce  problème,  il  faudra  donc  chercher, 
par  le  problème  du  numéro  précédent ,  le  côté  x  d'un 
carré  qui  soit  au  carré  fait  sur  le  côté  a  du  polygone 
donné  comme  M  est  à  N ,  et  construire  sur  x ,  comme 
homologue  de  a,  un  polygone  semblable  au  polygone 
donnéA(nM79). 

Problème  IX. 

237.  Décrire  un  cervle  X  qui  soit  à  un  cercle  donné 
A  comme  une  droite  donnée  M  est  à  une  autre  droite 
donnée  N. 
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• 

Soient  a  le  rayon  ou  le  diamètre  du  cercle  donné  et 
X  celui  du  cercle  cherché  ^  on  aura  (n"  224 ,  coroll,  II) 

et ,  par  conséquent , 

j?'  :  a'  ::  M  :  jn. 

Il  faudra  donc ,  pour  résoudre  ce  problème  ,  chercher 
le  côté  X  d'un  carré  qui  soit  au  carré  fait  sur  le  rayon  ou  le 
diamètre  du  cercle  donné  comme  M  est  à  N  (n°  235)  -,  et 
le  côté  X  sera  le  rayon  ou  le  diamètre  du  cercle  demandé. 

Problème  X. 

238.  Constniù^  un  rectangle  qui  soit  éguiValent  à 
un  carré  donné  M*,  et  dont  la  base  et  la  hauteur  fassent 
une  somme  égale  à  une  droite  donnée  AB  (fig.  178). 

Le  côté  M  du  carré  donné  devant  être  moyen  propor- 
tionnel entre  la  base  et  la  hauteur  du  rectangle  demandé, 
il  suffira ,  pour  résoudre  ce  problème ,  de  trouver  deux 
longueurs  dont  la  somme  soit  égale  à  la  droite  A6  ,  et 
dont  la  moyenne  proportionnelle  soit  égale  à  M  (n^  172). 

Problème  XL 

239.  Construire  un  rectangle  qui  soit  équivalent  à  un 
carré  donné  M*,  et  dont  la  base  et  la  hauteur  aient 
entre  elles  une  différence  égale  à  une  droite  donnée  AB 
(fig.  176). 

Le  côté  M  du  carré  donné  devant  être  moyen  propor- 
tionnel entre  la  base  et  la  hauteur  du  rectangle  demandé, 
ce  problème  revient  à  trouver  deux  longueurs  dont  la 
différence  soit  égale  à  la  droite  AB,  et  dont  la  moyenne 
proportionnelle  soit  égale  à  M  (n°  173). 

Problème  XII. 

240.  Construire  un  polygone   qui  soit  semblable  à 
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un  polygone  donné  A  et  équwalent  à  un  autre  polv- 
gone  donné  B. 

En  appelant  m  le  côté  du  carré  équivalent  au  polygone 
A,  et  /î  le  côté  du  carré  équivalent  au  polygone  B,  Taire 
du  polygone  A  sera  égale  à  m',  et  celle  du  polygone  B  sera 
égale  à  n*.  Cela  posé  ,  soit  a  un  des  côtés  du  polygone  A , 
et  soit  X  le  côté  homologue  du  polygone  cherché ,  que 
nous  désignerons  par  X  \  nous  aurons  (n°  220) 

OU  bien,  en  observant  que  Taire  du  polygone  A  est  égale 
à  m',  et  que  Taire  du  polygone  X,  qui  doit  être  équiva- 
lent au  polygone  B ,  est ,  par  cela  même ,  égale  à  n^^ 


d'où  il  résulte 


/w«  :  «'  ::  «»  :  a:».; 


•  • 


m   :   /i  ::   a   :  x. 


Donc,  pour  résoudre  ce  problème,  il  faudra  transformer 
les  deux  polygones  donnés  en  carrés  (n°*  229  et  230), 
puis  chercher  une  droite  qui  soit  quatrième  proportion- 
nelle au  côté  du  carré  équivalent  au  polygone  A,  au 
côté  du  carré  équivalent  au  polygone  B  et  à  Tun  des 
côtés  a  du  polygone  A ,  et  construire  sur  cette  droite , 
comme  homologue  de  a ,  un  polygone  semblable  au  po« 
lygone  A. 


SECONDE  PARTIE. 

GÉOMÉTRIE  DANS  L'ESPACE. 


CHAPITRE  PREMIER. 

DU   PLAN   ET  DE  LA   LIGNE   DROITE  CONSIDÉRÉE 

DANS   l'espace. 


§  I.  —  Définitions  et  notions  générales. 

241 .  De  même  qu'une  ligne  droite  est  déterminée  de 
position  par  deux  points  (n^  ^^)  )  ^6  même  la  position 
d'une  surface  plane  se  trouve  complètement  déterminée 
par  trois  points,  pourvu  que  ces  trois  points  ne  soient  pas 
situés  sur  une  même  ligne  droite. 

Pour  nous  rendre  raison  de  cette  propriété,  considérons 
trois  points ,  A ,  B ,  C  {fig*  221),  pris  arbitrairement  dans 
L'espace,  et  concevons  qu'un  plan  soit  disposé  de  manière 
à  passer  par  les  deux  points  A  et  B  :  la  droite  AB,  qui  joint 
ces  deux  points ,  y  sera  contenue  tout  entière  (n®  4)  ; 
et,  si  nous  faisons  tourner  ce  plan  autour  de  AB,  comme 
d'une  charnière ,  jusqu'à  ce  qu'il  vienne  passer  par  le 
troisième  point  C,  il  est  clair  qu'il  sera  alors  fixé  de 
position  dans  l'espace ,  c'est-à-dire  qu'il  ne  pourra  plus 
continuer  sa  révolution  autour  de  AB  sans  quitter  le 
point  C.  Trois  points,  non  en  ligne  droilCy  déterminent 
donc  la  position  d'un  plan, 

242.  On  sait  (u"29)  que,  par  un  point  pris  sui' une 
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droite ,  on  ne  peut  mener,  dans  le  plan  où  on  la  suppose 
située ,  qu'une  seule  perpendiculaire  à  cette  droite. 
Mais ,  comme  il  est  évident  que  l'on  peut  toujours  mener 
par  une  même  droite  une  infinité  de  plans ,  il  s Vnsuit  que 
par  un  point  O,  pris  sur  une  droite  AB  (Jig*  222)  ,  on 
peut  mener  une  infinité  de  perpendiculaires  distinctes. 
Nous  verrons  bientôt  (n**  254)  que  ces  perpendiculaires 
sont  toutes  dans  un  même  plan. 

Cela  posé,  un  plan  qui  est  le  lieu  des  perpendiculaires 
menées  à  une  droite,  par  un  de  ses  points,  est  dÀlperpen- 
diculaire  à  cette  droite. 

Réciproquement,  une  ligne  droite  est  dite  perpendi- 
culaire k  un  plan  lorsque,  rencontrant  cette  surface, 
elle  est  perpendiculaire  à  toutes  les  droites  que  Ton  peut 
mener  par  son  pied  dans  le  plan. 

Lorsqu'une  droite  perce  un  plan  sans  satisfaire  à  la 
condition  qui  vient  d'être  énoncée ,  elle  est  dite  oblique 
au  plan,  et  réciproquement  le  plan  est  dit  oblique  à  la 
droite.  Le  point  d'intersection  de  la  droite  et  du  plan  est 
dit  le  pied  de  l'oblique. 

243.  Une  droite  est  dite  parallèle  à  un  plan,  ou  un 
plan  est  dit  parallèle  à  une  droite,  lorsque  la  droite  et 
le  plan  ne  peuvent  pas  se  rencontrer ,  quelque  prolongés 
qu'on  les  suppose. 

Deux  plans  sont  dits  parallèles  lorsqu'ils  ne  peuvent 
jamais  se  rencontrer,  à  quelque  distance  qu'on  les  pro- 
longe l'un  et  l'autre. 

244.  Il  sera  démontré  (n°  262 ,  coroll.)  que  tant  de 
droites  que  l'on  voudra ,  menées  perpendiculairement  à 
un  plan  par  les  différents  points  d'une  même  droite,  sont 
toutes  dans  un  même  plan. 

Cela  posé ,  un  plan  qui  est  le  lieu  des  perpendiculaires 
élevées  à  un  autre  plan,  par  les  différents  points  d'une 
droite  tracée  dans  ce  plan,  est  dit  pefpendiculaire  à  cet 
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autre  plan.  Nous  verrons  plus  tard  (n^  268)  que,  récipro- 
quement ,  le  second  plan  est  perpendiculaire  au  premier. 
Pour  celte  raison ,  les  deux  plans  sont  dits  perpendicu- 
laires entre  eux. 

§11.  —  De  la  ligne  droite  et  lu  plan  en  général. 

Théorème  I. 

245.  Une  ligne  droite  ne  peut  être  en  partie  dans 
un  plan  et  en  partie  au  dehors. 

Car,  du  moment  qu^une  portion  d'une  ligne  droite  est 
dans  un  plan ,  cette  droite  a  au  moins  deux  de  ses  points 
dans  le  plan,  et  Ton  sait  (n^  4)  qu'une  droite  qui  a  deux 
de  ses  points  dans  un  plan  y  est  contenue  tout  entière. 

Théorème  II. 

246.  Deux  plans  qui  ont  trois  points  communs ,  A, 
B ,  C ,  non  en  ligne  droite,  coïncident  dans  toute  leur 
étendue  (fig.  223). 

Supposons  pour  un  instant  que  les  trois  points  A ,  B,  C, 
appartiennent  à  deux  plans  distincts,  que  nous  appellerons 
PetQ,  pour  abréger.  Si  nous  faisons  passer  uneligne droite 
par  les  deux  points  A  et  B ,  cette  ligne,  ayant  deux  points 
communs  avec  le  plan  P  et  deux  points  communs  avec  le 
plan  Q ,  sera  tout  entière  dans  chacun  de  ces  deux  plans 
(n*'  4)  •,  et ,  si  nous  faisons  passer  une  autre  ligne  droite  par 
les  deux  points  A  et  C,  cette  seconde  ligne,  ayant  également 
deux  points  communs  avec  le  plan  P  et  deux  points  com- 
muns avec  le  plan  Q,  sera  aussi  tout  entière  dans  ces  deux 
plans.  Soit  maintenant  D  un  point  quelconque  du  plan  P. 
Menons  dans  ce  plan,  par  le  point  D^  une  droite EF,  qui 
coupe  AB,  ou  son  prolongement,  en  un  point  E,  et  qui 
coupe  AC ,  ou  son  prolongement ,  en  un  point  F  :  cette 
droite,  ayant  deux  de  ses  points,  E  et  F,  dans  le  plan  Q , 
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puisque  le  plan  Q  contient  les  deux  droites  AB  et  AC , 
sera  elle-même  tout  entière  dans  ce  plan  5  par  conséquent, 
le  point  D  ,  qui  est  situé  sur  cette  droite ,  appartient  au 
plan  Q.  Or  le  point  D  a  été  pris  arbitrairement  dans  le 
plan  P.  Donc  tous  les  points  du  plan  P  appartiennent  au 
plan  Q.  On  démontrerait  de  la  mèlne  manière  que  tous 
les  points  du  plan  Q  appartiennent  au  plan  P.  Ces  deux 
plans  ont  donc  tous  leurs  points  communs:  donc  ils 
coïncident  dans  toute  leur  étendue ,  et  ne  forment  qu'un 
seul  et  même  plan. 

Corollaire  I.  —  Deux  droites  qui  se  coupent  y  AB, 
AC,  déterminent  un  plan  (fig.  aaS)*,  car,  si  Ton  prend 
respectivement  sur  chacune  d'elles ,  ou  sur  leurs  prolon- 
gements ,  les  points  E  et  F,  on  pourra  toujours  faire  passer 
un  plan  par  ïes  trois  points  A,  E,  F  (n^  241),  lequel 
plan  contiendra  les  deux  droites  AB  et  AC ,  puisque  cha- 
cune d'elles  y  aura  deux  points,  et ,  de  plus,  sera  unique , 
puisque  par  trois  points ,  non  en  ligne  droite,  on  ne  peut 
faire  passer  qu'un  seul  plan. 

Corollaire  II.  —  Deux  droites  parallèles  y  AB,  'CD, 
déteiminent  un  plan  (fig.  224)',  car,  d'après  la  définition 
(n^  20),  deux  parallèles  sont  dans  un  même  plan,  et ,  d'un 
autre  côté,  s'il  y  avait  deux  plans  passant  par  ces  droites, 
en  prenant  un  point  E  sur  Tune  d'elles,  et  deux  points,  F  et 
G,  sur  l'autre ,  on  aurait  trois  points,  non  en  ligne  droite, 
par  lesquels  on  pourrait  faire  passer  deux  plans  distincts. 

Théorème  III. 

247.  Lorsque  deux  plans  se  coupent,  leur  intersec- 
tion commune  ne  peut  être  quune  ligne  droite* 

En  efiet,  les  limites  des  surfaces  étant  des  lignes  (n^  2), 
deux  plans  ne  peuvent  se  couper  que  suivant  une  ligne; 
et,  si  celte  intersection  contenait  seulement  trois  points 
qui  ne  fussent  pas  en  ligne  droite,  les  deux  plans,  passant 
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par  ces  trois  points ,  se  confondraient  et  ne  feraient  qu'un 
seul  et  même  plan  (n"  246). 

ConoLLAmE.  —  L'intersection  commune  de  trois  plans 
est  un  point;  car  l'intersection  de  deux  de  ces  trois  plans 
est  une  ligne  droite,  et  cette  ligne  droite  ne  peut  rencon-^ 
trer  le  troisième  plan  qu  en  un  seul  point. 

THÉORicME    IV. 

248.  Deux  droites  peu\>ent  ne  pas  Se  rencontrer  y  et 
cependant  nétre  point  parallèles  (fig.  aaS). 

Soit,  en  effet,  une  droite  AB,  qui  vient  percer  un  plan 
MN  en  un  point  O.  Si  nous  traçons  dans  ce  plan  une 
droite  quelconque  CD,  qui  ne  passe  pas  par  le  point  O, 
cette  droite  et  la  droite  AB  ne  pourront  être  contenues 
dans  un  même  plan  ^  car  un  pareil  plan  ,  s'il  existait , 
passant  parle  point  O  et  renfermant  la  droite  CD,  se  con- 
fondrait avec  le  plan  RIN  (n®  246).  Il  est  d'ailleurs  évident 
que  la  droite  CD  ne  saurait  rencontrer  la  droite  AB. 
Donc  ces  deux  droites  ne  satisfont  qu'à  une  seule  des  deux 
conditions  que  doivent  remplir  deux  droites  pour  être 
parallèles ,  savoir,  d'être  situées  dans  le  même  plan  et  de 
ne  jamais  se  rencontrer  (n^  20). 

§  III.  —  Des  droites  perpendiculaires  entre  elles  ilans  l'espace,  et  des 

droites  perpendiculaires  à  des  plans. 

Théorème  V. 

249.  Si  une  droite  AB  est  perpendiculaire  à  deux 
autres  droites  y  BC,  BD,  guipassent  par  son  pied  dans  un 
plan  MN,  elle  est  perpendiculaire  à  toute  autre  droite, 
BE,  qui  passe  par  son  pied  dans  le  même  plan  y  et,  par 
conséquent,  est  perpendiculaire  à  ce  plan.  (fig.  226}. 

Prolongeons  AB,  de  l'autre  côté  du  plan  IVIN,  d'une 
quantité  BF  égale  à  BA,  tirons  la  droite  CD,  qui  coupe 
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les  trois  lignes  BC,  BD,  BE,  respectivement  aux  points 
C,  D,  E,  et  menons  AC,  AD,  AE,  FC,  FD,  FE.  Cela 
posé,  BC  étant  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  AF,  on 
a  AG  =  FC  (n^  33).  Par  une  raison  semblable,  on  a 
AD=FD.  Les  deux  triangles  ACD  et  FCD  ont  donc  leurs 
trois  côtés  égaux  chacun  à  chacun ,  et ,  par  conséquent , 
sont  égaux  ;  d'où  il  suit  que  Fangle  ACE  est  égal  à  Tangle 
FCE.  Il  résulte  de  là  que  les  deux  triangles  AEC  et  FEC 
ont  un  angle  égal  compris  entre  deux  côtés  égaux  cha- 
cun à  chacun ,  et  sont ,  par  conséquent ,  égaux.  On  a  donc 
AE  =  FE.  Mais  on  a  déjà,  par  construction ,  AB  =  FB. 
Donc  la  droite  BE  est  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  AF 
(n®  33,  corolL)  :  donc  AB  est  perpendiculaire  sur  BE. 

Théorème  VI. 

250.  Par  un  point  O,  donné  dans  un  plan  MN,  on 
peut  toujours  élever  une  perpendiculaire  à  ce  plan ,  mais 
on  nen  peut  éles^er  quune  (fig.  227). 

Traçons  à  volonté,  dans  le  plan  MN,  une  droite  BC 
qui  ne  passe  pas  par  le  point  O  \  du  point  O  abaissons  sur 
cette  droite  une  perpendiculaire  OB  j  par  le  point  B,  pied 
de  cette  perpendiculaire ,  menons  à  la  droite  BC  une  se- 
conde perpendiculaire  BA,  qui  soit  située  hors  du  planMN-, 
puis,  dans  le  plan  AOB ,  menons  par  le  point  donné  O  une 
droite  OA  qui  soit  perpendiculaire  sur  OB  :  cette  droite 
OA  sera  perpendiculaire  au  plan  MN.  En  effet,  du  point  O 
menons  à  la  droite  BC  ime  droite  quelconque  OC  \  joi- 
gnons le  point  C  au  point  d'intersection  A  de  OA  avec  BA  ; 
prolongeons ,  au-dessous  du  plan  MN,  la  droite  AO  d'une 
quantité  OA'  égale  à  OA ,  et  tirons  les^  deux  droites  B  A'  et 
CA'.  La  droite  CB,  étant  perpendiculaire  aux  deux  droites 
BO  et  BA,  qui  passent  par  son  pied  dans  le  plan  ABA',  est 
perpendiculaire  à  ce  plan  (n^  249)  \  donc  l'angle  CBA'  est 
droit.  D'un  autre  côté,  le  point  B  étant  situé  sur  la  droite 
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BO,  perpendiculaire  au  milieu  de  AA',  on  a  BA'  =  BA 
(n^  33).  Il  résulte  de  là  que  les  deux  triangles  BCA  et  BCA' 
sont  égaux  (n**  102)5  ^^  *  donc  CA'  =  CA.  Donc  la 
droite  OC ,  ayant  deux  de  ses  points ,  O  et  C ,  respective- 
ment à  égale  distance  du  point  A  et  du  point  A',  est  perpen-;- 
diculaire  sur  le  milieu  de  AA'  (ja?  33,  corolL)^  c'est-à-dire 
à  l'extrémité  de  AO.  On  voit  ainsi  que  la  droite  OA  est 
perpendiculaire  aux  deux  droites  OB  et  OC  :  donc  elle 
l'est  au  plan  MN  (n«  249). 

Cette  perpendiculaire  est  d'ailleurs  la  seule  qu'on  puisse 
élever  au  plan  MN  par  le  point  O  \  car,  s'il  y  en  avait  une 
autre,  OH ,  ces  deux  perpendiculaires  détermineraient  un 
plan ,  AOH ,  qui  couperait  le  plan  MN  suivant  une  cer- 
taine droite,  OK ,  et  les  deux  droites  OA  et  OH ,  étant  per- 
pendiculaires au  plan  MN,  le  seraient  aussi  à  la  droite  OK 
(n°  242).  On  aurait  donc,  dans  le  plan  AOH,  deux  per- 
pendiculaires à  une  droite  OR  située  dans  ce  plan ,  et  pas- 
sant par  un  même  point  de  cette  droite  \  ce  qui  est  impos- 
sible (n«  29). 

Théorème  VII. 

2S1.  Par  un  point  O^  donné  hors  d'un  plan  MÎV,  on 
peut  toujours  abaisser  une  petpendiculaire  sur  ce  plan , 
mais  on  n'en  peut  abaisser  quune  (fig.  a  a 8). 

Dans  le  plan  MN,  traçons  à  volonté  une  droite  BC ,  et 
abaissons  du  point  O  une  perpendiculaire  OB  sur  cette 
droite  •,  menons,  dans  le  même  plan  MN,  une  droite  BA 
qui  soit  perpendiculaire  sur  BC  \  enfin ,  du  point  donné, 
abaissons  OA  perpendiculaire  sur  BA  ;  cette  ligne  OA 
sera  perpendiculaire  au  plan  MN.  Pour  le  prouver,  on 
mènera  du  point  A  à  la  droite  BC  une  droite  quelconque 
AC ,  et  l'on  joindra  le  point  C  au  point  O  ;  on  prolongera 
ensuite  OA  d'une  quantité.  AO'  égale  à  AO,  puis  on  tirera 
les  deux  droites  BO'  et  CO',  et  l'on  fera  le  même  raisonne* 
ment  que  dans  la  proposition  précédente. 
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La  perpendiculaire  OA  est  d'ailleurs  la  seule  que  l'on 
puisse  abaisser  du  point  O  sur  le  plan  MN5  car,  si  l'on  en 
pouvait  abaisser  une  seconde,  OH ,  le  plan  conduit  par  ce» 
deux  perpendiculaires  couperait  le  plan  MN  suivant  une 
certaine  droite  ,  AH,  et  alors  les  deux  droites  OA  et  OH, 
étant  perpendiculaires  au  plan  MN,  le  seraient  aussi  à 
la  droite  AH.  On  pourrait  donc  mener  du  point  O,  situé 
hors  de  la  droite  AH,  deux  perpendiculaires  à  cette  droite; 
ce  qui  ne  peut  pas  avoir  lieu  (n°  30)> 

Théorème  VHL 

252.  Par  un  point  O,  pris  sur  une  droite  AB,  on  peut 
toujours  mener  un  plan  perpendiculaire  à  cette  droite ^ 
mais  on  nen  peut  m.ener  quun  (fig.  229). 

Par  le  point  O,  on  pourra  toujours  élever  à  la  droite  AB 
deux  perpendiculaires  distinctes  (n°  242),  et,  si  l'on  fait 
passer  par  ces  deux  perpendiculaires  un  plan  MN,  ce 
plan  sera  lui-même  perpendiculaire  sur  AB  (n"  249). 

Supposons  maintenant  que  l'on  puisse  mener,  par  Le 
point  O,  deux  plans,  MN,  PQ,  perpendiculaires  à  la  droite 
AB5  ces  deux  plans  se  couperont  suivant  une  certaine 
droite,  EF.  Menons  par  la  droite  AB  un  plan  qui  ne  passe 
point  par  EF,  et  soient  OC  et  OD  les  intersections  respec- 
tives de  ce  plan  avec  les  deux  plans  MN  et  PQ.  La  droite 
AB,  étant  perpendiculaire  au  plan  MN,  sera  perpendicu- 
laire à  la  droite  OC ,  qui  passe  par  son  pied  dans  ce  plan. 
Par  une  raison  semblable,  AB  sera  perpendiculaire  sur 
OD.  On  voit  donc  que ,  si  par  un  point  O,  pris  sur  une 
droite  AB,  on  pouvait  mener  deux  plans  perpendiculaires 
à  cette  droite ,  il  en  résulterait  que ,  dans  un  plan ,  on 
pourrait  mener,  par  un  point  pris  sur  une  droite,  deux 
perpendiculaires  à  cette  droite  ;  ce  qui  est  impossible 
(;n°29).  Donc,  etc. 
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Théorème  IX. 

253.  Par  un  point  O^prîs  hors  d*une  droite  AB,  on 
peut  toujours  mener  un  plan  perpendiculaire  à  cette 
droite  y  mais  on  nen  peut  mener  quun  (fig.  aSo). 

On  pourra  toujours  abaisser  du  point  O  une  perpendi- 
culaire sur  AB  (n®  30),  et ,  sî,  par  le  point  où  la  droite  AB 
est  rencontrée  par  cette  perpendiculaire,  on  lui  mène 
une  seconde  perpendiculaire,  ce  qui  est  toujours  possible 
(n**  242) ,  le  plan  conduit  suivant  ces  deux  perpendicu- 
laires sera  lui-même  perpendiculaire  sur  AB  (n®  249). 

Supposons  maintenant  que  Ton  puisse  mener,  par  le 
point  O,  deux  plans,  MN,  PQ,  perpendiculaires  sur  AB, 
et  soient  C  et  D  les  points  où  ils  sont  rencontrés  par  cette 
droite.  Ces  deux  points  ne  sauraient  coïncider  •,  car ,  si 
cela  était ,  il  en  résulterait  que ,  par  un  point  pris  sur  une 
droite ,  on  pourrait  mener  deux  plans  perpendiculaires  à 
celte  droite ,  ce  qui  est  contraire  à  ce  que  nous  avons  vu 
dans  le  théorème  précédent.  Cela  posé,  faisons  passer  un 
plan  par  le  point  O  et  par  la  droite  AB;  ce  nouveau  plan 
coupera  le  plan  MN  suivant  une  certaine  droite,  OC,  et 
le  plan  PQ  suivant  une  certaine  droite,  OD.  Alors  AB, 
étant  perpendiculaire  au  plan  MN,  sera  perpendiculaire 
à  la  droite  OC ,  qui  passe  par  son  pied  dans  ce  plan.  Par 
une  raison  semblable,  AB  sera  perpendiculaire  à  la  droite 
OD.  Donc ,  d'un  point  pris  hors  d'ime  droite  AB,  on  pour- 
rait abaisser  deux  perpendiculaires  sur  cette  droite  ;  ce  qui 
est  impossible  (n°  30).  Donc ,  etc. 

Théorème  X. 

254.  Toutes  les  perpendiculaires  y  CE ,  CD,  CF, . . . , 
élei^ées  au  même  point  C  d^une  droite  AB,  sont  dans  un 
même  plan  y  perpendiculaire  à  cette  droite  (fig.  23 1). 

En  effet ,  soit  MN  le  plan  des  deux  droites  CE  et  CF,  et 
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supposons  que  CD  ne  soit  pas  dans  ce  plan.  Si  nous  con- 
cevons un  plan  par  les  deux  droites  AB  et  CD,  ce  nouveau 
plan  coupera  le  plan  MN  suivant  une  droite ,  CD',  diffé- 
rente de  CD.  Mais  alors  la  droite  AB,  étant  perpendicu- 
laire aux  deux  droites  CE  et  CF,  qui  passent  par  son  pied 
dans  le  plan  MN ,  le  sera  aussi  à  la  droite  CD'  (n^  249)  5 
et  comme,  par  hypothèse,  AB  est  déjà  perpendiculaire  sur 
CD,,  il  résulterait  de  là  que ,  dans  un  même  plan  ACD,  il 
y  aurait  deux  perpendiculaires ,  CD,  CD',  à  une  droite  AB 
située  dans  ce  plan  -,  ce  qui  est  impossible (n®  29).  Donc,  etc. 

Théorème  XI. 

255.  Si  d'un  point  O,  situé  hors  iTun  plan  MN,  on 
abaisse  sur  ce  plan  une  perpendiculaire  OA  et  une  obli-- 
que  OB ,  la  perpendiculaire  est  plus  courte  que  V oblique 
(fig.  282). 

En  effet,  si  l'on  joint  le  point  A  au  point  B,  on  forme 
un  triangle  rectangle  AOB,  dont  OB  est  l'hypoténuse.  On 
a  doncOA<OBCnMll). 

Corollaire.  —  La  perpendiculaire  abaissée  d^un point 
sur  un  plan,  étant  plus  courte  que  toute  oblique  menée 
de  ce  point  au  même  plan ,  mesure  la  ^raie  distance  du 
point  au  plan, 

ScoLiE.  —  La  droite  AB  est  dite  la  projection  de  Yo- 
blique  OB  sur  le  plan  MN. 

ThiêorAme  XU. 

256.  Si  d'un  point  O,  situé  hors  d'un  plan  MN,  on 
abaisse  sur  ce  plan  une  peipendiculaire  et  différentes 
obliques  y  1^  deux  obliques^  OB,  OC ,  qui  s'écartent  éga- 
lement du  pied  de  la  perpendiculaire  y  sont  égales  ;  a°  de 
deux  obliques  quelconques,  OC,  OD,  celle  qui  s'en  écarte 
le  plus,  OD,  est  la  plus  longue  (fig.  232). 

1".  Menons  AB  et  AC.  Puisque,  par  hypothèse,  ces 
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deux  droites  sont  égales,  les  deux  triangles  rectangles  AOB 
et  AOC  sont  égaux  (p?  102,  corolL).  Donc  on  a  OB=OC. 
a?.  Menons  AC  et  AD.  Puisque,  par  hypothèse,  la 
droite  AD  est  plus  longue  que  la  droite  AG,  prenons 
sur  AD  une  longueur  AE  égale  à  AC,  et  menons  l'o- 
blique OE,  D'après  ce  qui  vient  d^étre  dit ,  cette  oblique 
sera  égale  k  OC.  Or,  la  perpendiculaire  OA  et  les  deux 
obliques  OD  et  OE  étant  situés  dans  un  même  plan,  on 
a  OE  <  OD  (n«  32).  Donc  on  doit  avoir  aussi  OC  <  OD. 

Réciproque.  —  Si  d'un  point  O,  situé  hors  d'un  plan 
MN,  on  abaisse  sur  ce  plan  une  perpendiculaire  OA  et  dif- 
Jérentes  obliques ^  i^  deux  obliques  égales  y  OB ,  OC ,  s'é- 
cartent également  du  pied  de  la  perpendiculaire  ;  2®  de 
deux  obliques  inégales  ^  OC,  OD,  la  plus  longue  y  OD, 
est  celle  qui  s'en  écaHe  le  plus  (fig.  23 2). 

Car,  I®.  si  l'on  avait  AB  >  ou  <  AC  ,  il  en  résulterait, 
d'après  la  proposition  directe ,  OB  >  ou  <  OC  5  ce  qui  est 
contre  l'hypothèse  :  donc  AB  est  égal  à  AC. 

2<>.  Si  Ion  avait  AC  =  AD  ou  AC  >  AD ,  il  en  résul- 
terait OC  =  OD  ou  OC  >  OD  -,  ce  qui  est  contre  l'hypo- 
thèse :  donc  AC  est  plus  petit  que  AD. 

Corollaire. — JX un  point  situé  hors  d'un  plan  on  peut 
mener  à  ce  plan  une  infinité  de  droites  égales  à  une 
droite  donnée  y  pourvu  que  cette  dernière  soit  plus  longue 
que  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  sur  le  plan. 

Théorème  XIII. 

257.  Si  y  par  le  centre  d'un  cercle  y  on  élè\^e  une  perpen- 
diculaire OA  au  plan  de  ce  cercle  y  i^  tout  point  B,  situé 
sur  cette  perpendiculaire  y  est  à  égale  distance  de  tous  les 
points  de  la  circonférence  /  2°  tout  point  C ,  situé  hors  de 
cette  perpendiculaire,  est  inégalement  distant  des  dii^ers 
points  de  la  circonférence  (fig.  233). 
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En  effet,  i^.  les  distances,  BD,  BE,  BF, .. ,  du  point  B 
aux  divers  points  de  la  circonférence ,  sont  des  obliques 
qui  s^écartent  paiement  du  pied  de  la  perpendicu- 
laire OA  :  donc  elles  sont  égales  (p?  256). 

2?.  Si,  du  point  C,  on  abaisse  sur  le  plan  du  cercle 
une  perpendiculaire  CH ,  le  pied  H  de  cette  perpendicu- 
laire ,  étant  différent  du  centre ,  sera  in^alement  distant 
des  divers  points  de  la  circonférence  :  donc  les  droites  me- 
nées du  point  C  aux  divers  points  de  la  circonférence 
sont  des  obliques  inégales  (n^  256).  Donc ,  etc. 

Réciproque.  — 1°  Tout  point  B ,  également  distant  de 
trois  points  de  la  circonférence  d'un  cercle  y  est  situé  sur 
la  perpendiculaire  élei^ée  au  plan  de  ce  cercle  par  son 
centre^  2?  tout  point  C ,  inégalement  distant  de  trois 
points  de  la  circonférence ,  est  situé  hors  de  cette  per- 
pendiculaire (fig.  233). 

En  effet,  i^.  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée 
du  point  B  sur  le  plan  du  cercle  doit  être  également 
distant  de  trois  points  de  la  circonférence  (n*256  •  récipr,). 
Or  nous  avons  vu  (n*^  60,  corolL  II)  que  le  centre  d'un 
cercle  est  le  seul  point  de  son  plan  qui  jouisse  de  cette 
propriété ,  et  nous  savons  d'ailleurs  (n^*  250  et  251) 
que  l'on  ne  peut  mener,  par  un  point  donné,  qu'une  seule 
perpendiculaire  à  un  plan.  Donc,  etc. 

a^.  Le  point  C  n'étant  également  distant  que  de  deux 
points  au  plus  de  la  circonférence ,  le  pied  de  la  pei*pen- 
diculaire  abaissée  de  ce  point  sur  le  plan  du  cercle  ne 
sera  lui-môme  également  distant  que  de  deux  points  au 
plus  de  la  circonférence ,  et  sera  par  conséquent  différent 
du  centre.  Or  nous  savons  (n^  250)  que  l'on  ne  peut  me- 
ner, par  le  centre  du  cercle,  qu'une  perpendiculaire  à 
son  plan.  Donc ,  etc. 

Corollaire.  — Comme  la  position  d'une  ligue  droite  est 
déterminée  par  deux  points,  on  doit  conclure  de  ce  qui 
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précède  que,  si  deux  points  sont  respectivement  à  égale 
distance  de  trois  points  d^une  circonférence  de  cercle , 
la  droite  menée  par  ces  deux  points  est  perpendicu- 
laire au  plan  du  cercle ,  et  passe  par  son  centre. 

ScoLiE.  —  La  perpendiculaire  élevée  sur  le  plan  d'un 
cercle ,  par  son  centre ,  se  nomme  Vaxe  de  ce  cercle. 

Théorème  XIV. 

258.  Si  y  par  le  milieu  O  d'une  droite  AB ,  on  mène 
un  plan  MN  perpendiculaire  à  cette  droite,  i^  tout 
point  C,  situé  sur  ce  plan,  est  également  distant  des  « 
deux  extrémités  de  la  droite^  a°  tout  point  D,  situé 
hors  de  ce  plan,  est  inégalement  distant  des  mêmes  ex^ 
trémités  (fig.  234)» 

En  effet,  i^.  si  nous  menons  OC  ,  cette  droite  sera 
perpendiculaire  sur  le  milieu  de  AB  :  donc  le  point  C 
est  également  distant  des  deux  points  A  et  B  (n®  33). 

ù?.  Menons  les  droites  DA  et  DB,  et  joignons  le  point  B 
au  point  C,  où  la  droite  D A  perce  le  plan  MNj  nous  aurons 

DB  <  DC  +  CB. 

Or,  d'après  ce  qui  précède,  CB  est  égal  à  CA.  On  a  donc 
DB  <  DC  •+-  CA     ou     DB  <  DA. 

Réciproque.  —  i*'.  Tout  point  également  distant  des 
deux  extrémités  d'une  droite  est  situé  sur  le  plan  mené 
perpendiculairement  à  cette  droite  par  son  milieu  y 
car,  s'il  ny  était  pas,  il  serait  inégalement  distant  des 
deux  extrémités  de  la  droite. 

2°.  Tout  point  inégalement  distant  des  deux  extré'- 
mités  d'une  droite  est  situé  hors  du  plan  perpendiculaire 
mené  par  le  milieu  de  cette  droite  /  car,  s'il  se  trouvait 
dans  ce  plan ,  il  serait  également  distant  des  deux  extré- 
mités de  la  droite. 

CoROLLAiKE.  —  Si  t/ois  points  y  non  situés  en  ligne 
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droite,  sont  respecti^efnent  à  égale  distance  des  deux 
extrémités  d'une  droite,  le  plan  mené  par  ces  trois 
points  est  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  la  droite  ;  car, 
d'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  chacun  des  trois  points 
donnés  doit  se  trouver  sur  un  plan  perpendiculaire  mené 
par  le  milieu  de  la  droite ,  et  l'on  sait  (p?  246)  que  Ton  ne 
peut  faire  passer  par  ces  trois  points  qu'un  seul  plan. 

ScoLiE.  — *  Le  plan  perpendiculaire  à  une  droite ,  mené 
par  le  milieu  de  cette  droite ,  se  nomme  plan  de  symétrie. 

Théorème  XV. 

259.  L'angle,  ABC,  (/ue  fait  une  oblique  AB  à  un 
plan  MN  ai^ec  sa  projection  BC  sur  ce  plan ,  est  plus 
petit  que  l'angle,  ABD,  que  fait  cette  même  oblique  ay^ec 
toute  autre  droite  que  l'on  peut  mener  par  son  pied  dans 
leplanMNÇÛs,  235). 

Prenons  BD  égal  à  BC ,  et  menons  AD.  La  perpendicu- 
laire AC  étant  plus  courte  que  l'oblique  AD  (n°  255),  les 
deux  triangles  ABC  et  ABD  ont  deux  côtés  égaux  chacun 
à  chacun,  et  le  troisième  côté,  AC,  du  premier  est  moindre 
que  le  troisième  côté,  AD,  du  second.  Donc  l'angle  ABC , 
opposé  au  côté  AC ,  est  moindre  que  l'angle  ABD,  opposé 
au  côté  AD  (n^  106 ,  récipr.  ). 

ScoLiE L  —  On  prouverait,  en  employant  le  même  rai- 
sonnement ,  que  les  angles  ABC,  ABD,  ABE , . . .  (fg*  ^35), 
vont  en  augmentant  depuis  l'angle  ABC ,  qui  est  leur  m*- 
nimum,  jusqu'à  l'angle  ABK,  son  supplément,  qui  est 
leur  maximum, 

ScoLiE  n.  —  L'inclinaison  d'une  oblique  sur  un  plan  se 
mesure  par  l 'angle  qu'elle  fait  avec  sa  proj  ection  sur  ce  plan . 

Théorème  XVL 

260.  Si  d'un  point  A,  pris  hors  d'un  plan  MN,  on 
abaisse  sur  ce  plan  une  perpendicidaire  AB  et  une  obli- 
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^ue  AC,  et  que  l'on  mène  dans  le  même  plan,  par  le 
pied  de  r oblique,  une  droite  DE  qui  soit  perpendicu" 
laire  à  sa  projection  BC ,  cette  droite  DE  est  en  même 
temps  perpendiculaire  à  l'oblique  AC  (fig.  236). 

En  effet,  prenons  les  deux  longueurs  CD  et  CE  égales 
entre  elles,  et  menons  AD,  AE,  BD,  BE.  Alors ,  BC  étant 
perpendiculaire  sur  le  milieu  de  DE,  on  a  BD  =  BE 
(p?  33)  5  d'où  il  résulte  que  l'oblique  AD  est  égale  à  l'o- 
blique AE  (n*^  256).  La  droite  AC  a  donc  deux  de  ses 
points ,  A  et  C ,  respectiverdent  à  égale  distance  des  deux 
extrémités  de  la  droite  DE  :  donc  elle  est  perpendiculaire 
à  cette  droite  (n°  33 ,  coroll,  ). 

ScoLiE.  —  La  droite  DE ,  étant  perpendiculaire  à  la  fois 
aux  deux  droites  AC  et  BC ,  qui  passent  par  son  pied  dans 
le  plan  ABC ,  est  perpendiculaire  à  ce  plan. 

§  IV.  —  Des  droites  parallèles  eotre  elles  dans  Tespace,  et  des  droites 

parallèles  à  des  plans. 

Théorème  XVII. 

261 .  Par  un  point  donné  Qa^  on  ne  peut  mener  dans 
l'espace  qu'une  seule  parallèle  à  une  droite  donnée  AB 
(fig.  237). 

En  effet,  si  Ton  pouvait  mener  par  le  point  C  deux 
droites ,  CD,  CE,  parallèles  à  AB,  chacune  de  ces  droites 
devrait  se  trouver  dans  le  plan  conduit  par  le  point  C  et 
par  la  droite  AB  (n^  246,  coroll.  II).  Donc  on  pourrait 
mener,  par  un  point  pris  dans  un  plan ,  deux  parallèles  à 
une  droite  si  tuée  dans  ce  plan  5  ce  qui  est  impossible  (n'^36). 

Théorème  XVIII. 

262.  Si  une  droite,  AB,  est  perpendiculaire  à  un  plan 
MN,  toute  autre  droite,  QX)^  parallèle  à  la  première,  est 
aussi  perpendiculaire  à  ce  plan  (ûg.  238). 
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Concevons  un  plan  par  les  deux  parallèles  ÂB  et  CD,  et 
^it  BD  l'intersection  de  ce  plan  avec  le  plan  MN.  Si 
nous  menons  par  le  point  D,  dans  le  plan  MN,  une 
droite  EF  perpendiculaire  à  BD ,  cette  droite  EF  sera  en 
même  temps  perpendiculaire  au  plan  ABDC  (n°  260, 
scoL  ) ,  et  par  conséquent  à  la  droite  DC ,  qui  passe  par 
son  pied  dans  ce  plan  \  d'où  il  suit  que  Tangle  CDE  sera 
droit.  Or  l'angle  CDB  est  aussi  droit*,  car,  ÂB  étant  per- 
pendiculaire à  BD,  sa  parallèle  CD  Test  aussi  (n^  37). 
Donc  la  droite  CD  est  perpendiculaire  à  la  fois  aux  deux 
droites  DBetDE,  qui  passent  par  son  pied  dans  le  plan  MN  : 
donc  elle  est  perpendiculaire  à  ce  plan  (n°  249). 

Réciproque.  —  Deux  droites ^  AB,  CD,  perpendicu- 
laires à  un  même  plan  MN ,  sont  parallèles  entre  elles 
(fig.  238). 

Car,  si  CD  n'était  pas  parallèle  à  AB,  on  pourrait 
toujours  mener,  par  le  point  D,  une  droite  DK  parallèle 
à  AB,  et,  d'après  ce  qui  vient  d'être  dît,  cette  droite  DK 
serait  perpendiculaire  au  plan  MN  :  donc  on  pourrait 
mener,  par  le  point  D,  deux  perpendiculaires  au  plan  MN  ; 
ce  qui  est  impossible  (n^  250). 

Corollaire.  —  Toutes  les  perpendiculaires  menées  à 
un  plan  y  par  les  différents  points  d'une  même  droite  y 
devant  être  parallèles  entre  elles,  sont  nécessairement 
dans  un  mêm^e  plan. 

Théorème  XIX. 

263.  Deux  droites  y  AB,  CD,  parallèles  à  une  troisième  y 
EF,  dans  V espace ,  sont  parallèles  entre  elles  (ûg.  aSg). 

Par  un  point  O,  pris  sur  EF,  menons  un  plan  MN  per- 
pendiculaire à  cette  droite.  D'après  le  théorème  précé- 
dent, les  deux  droites  AB  et  CD,  étant  parallèles  à  la 
droite  EF,  seront  perpendiculaires  au  plan  MN  ;  donc  elles 
sont  parallèles  entre  elles. 
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Corollaire.  — Soient  AB  et  CD  {fig^  240)  deux  droites 
parallèles.  Si  nous  faisons  passer  par  ces  droites  deux* 
plans ,  AF,  CF,  qui  se  coupent,  et  que  nous  menions,  par 
un  point  E  de  leur  intersection  EF,  une  droite  parallèle 
à  AB ,  cette  droite ,  d'après  ce  qui  vient  d'être  démontré , 
sera  aussi  parallèle  à  CD  ;  d'où  il  suit  qu'elle  sera  située 
dans  le  plan  CF.  Or  elle  doit  aussi  se  trouver  dans  le 
plan  AF,  puisqu'elle  est  parallèle  à  AB.  Donc  elle  n'est 
autre  chose  que  l'intersection  EF.  Donc,  si  Von  mène  y  par 
deux  droites  parallèles  y  deux  plans  qui  se  coupent, 
V intersection  de  ces  plans  est  elle-même  parallèle  aux 
deux  droites. 

Théorème  XX. 

264.  Toute  droite,  AB,  parallèle  à  une  autre  droite  y 
CD ,  située  dans  un  plan  MN ,  est  parallèle  à  ce  plan 
(fig.  241). 

Les  deux  droites  AB  et  CD ,  étant  parallèles  entre  elles , 
sont  dans  un  même  plan,  et  Tintersection  de  ce  plan 
avec  le  plan  MN  ne  peut  être  que  CD.  Donc ,  si  AB  ren- 
contrait le  plan  MN ,  ce  ne  pourrait  être  qu'en  un  des 
points  de  CD,  et  alors  les  deux  droites  AB  et  CD  ne  seraient 
point  parallèles  •,  ce  qui  est  contre  Phypotlièse. 

Réciproque.  —  Si  une  droite  y  AB,  est  parallèle  à  un 
plan  donné  MN,  tout  autre  plan  y  AD,  mené  suii^ant 
cette  droite  y  et  non  parallèle  au  plan  donné,  coupe  ce 
dernier  suii^ant  une  droite  y  CD,  parallèle  à  la  droite 
donnée  AB  (fig.  241). 

Car  les  deux  droites  AB  et  CD  sont  dans  un  même  plan , 
et  la  droite  AB  ne  pourrait  rencontrer  la  droite  CD 
qu'en  rencontrant  le  plan  MNj  ce  qui  est  contre  l'hypo- 
thèse. 

Théorème  XXI. 

265.  Si  une  droite  y  AB,  est  perpendiculaire  à  un  plan 
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MN,  toute  droite f  AC,  perpendiculaire  à  la  première, 
est  parallèle  au  même  plan  (fig.  24^)* 

Soit  6D  Fintersection  du  plan  MN  par  le  plan  BAC. 
La  droite  A6 ,  étant  perpendiculaire  au  plan  MN ,  sera 
perpendiculaire  sur  BD  (n°  242),  et,  comme  elle  est  déjà, 
par  hypothèse ,  perpendiculaire  sur  AC ,  les  deux  droites 
AC  et  BD  seront  parallèles  (n^  35).  On  voit  ainsi  que  la 
droite  AG  est  parallèle  à  une  droite  située  dans  le  plan 
MN  :  donc  elle  est  parallèle  à  ce  plan  (n°  264). 

Réciproque.  — Deux  droites  concourantes  y  AB,  AC, 
sont  perpendiculaires  entre  elles  lorsque  l'une,  AB ,  est 
perpendiculaire,  et  l'autre ,  AC  ,  parallèle  à  un  même 
plan  MN  (fig.  242). 

L'intersection  BD  du  plan  MN  par  le  plan  BAC  est 
parallèle  à  la  droite  AC  (pP  264,  récipr.).  Maïs  elle  est 
aussi  perpendiculaire  sur  AB ,  puisque  AB  est  perpendi- 
culaire au  plan  MN.  Donc ,  la  droite  BD  étant  perpendi- 
culaire à  la  droite  AB ,  il  en  est  de  même  de  sa  paral- 
lèle AC  (n<^  37). 

Théorème  XXIL 

266.  Lorsqu'une  droite,  AB,  est  parallèle  à  un  plan 
MN,  toute  parallèle,  CD,  à  cette  droite,  menée  par  un 
point  C  du  plan,  est  tout  entière  dans  ce  plan  (ûg.  241). 

En  effet,  si  la  droite  CD  n'était  pas  située  dans  le 
plan  MN,  le  plan  des  deux  droites  AB  et  CD  couperait  le 
plan  MN  suivant  une  droite  différente  de  CD ,  laquelle 
droite  serait  parallèle  à  AB  (n**  264,  récipr.).  Donc  on 
pourrait  mener,  par  le  point  C,  deux  parallèles  à  la  droite 
AB  •,  ce  qui  est  impossible  (n**  261). 

Réciproque.  —  Lorsque  deux  droites,  AB,  CD,  sont 
parallèles,  tout  plan ,  MN,  parallèle  à  l'une  d'elles,  AB, 
et  passant  par  un  point  C  pris  sur  l'autre,  contient  celle- 
ci  tout  entière  (fig.  241). 
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Celte  réciproque  se  démontre  absolument  de  la  même 
manière  que  là  proposition  directe. 

CoROLLAiBE.  —  Lorsquujie  dix>ite  est  parallèle  à  deux 
plans  qui  se  coupent ,  elle  est  parallèle  à  leur  intersec^ 
tion.  Car,  si  Ton  mène,  par  un  point  de  l'intersection, 
une  parallèle  à  cette  droite,  cette  parallèle  doit  se  trouver 
dans  chacun  des  deux  plans  •,  donc  elle  n'est  autre  chose 
que  leur  intersection. 

Théorème  XXUL 

267,  Deux  parallèles ^  CD,  EF,  comprises  entre  une 
droite  K& et  un planMN parallèles,  sont  égales (Gq,  243). 

En  effet ,  le  plan  des  deux  parallèles  CD  et  EF  coupe  le 
plan  MN  suivant  une  droite ,  DF,  parallèle  à  AB  (n°  264* , 
récipr.^  :  donc  la  figure  CDFE  est  un  parallélogramme , 
et,  par  conséquent,  CD  est  égal  à  EF  (n°  H6). 

CoKOLLAiiiE.  — Si  les  droites  CD  etEF  étaient  perpendi- 
culaires au  plan  MN,  elles  le  seraient  aussi  à  la  droite  AB 
(n°  265,  récipr.)'^  la  figure  CDFE  serait  donc  un  rectan- 
gle ,  et  l'on  aurait  encore  CD  =  EF.  Donc  un  plan  et  une 
droite  parallèles  sont  panout  également  distants  T un  de 
l'autre, 

§  y.  —  Des  plans  perpendiculaires  entre  eu. 

Théorème  XXIV. 

268.  Si  un  plan,  VQ^  est  perpendiculaire  à  un  autre 
plan,  MN ,  réciproquement  le  second  plan  MN  est  per- 
pendiculaire au  premier  PQ  (fig.  244)* 

Par  un  point  quelconque  Bde  TintersectionEFdes  deux 
plans ,  menons,  dans  le  plan  MN,  une  droite  BA  perpen- 
diculaire à  cette  intersection.  Par  un  autre  point  C  de  EF, 
élevons  une  perpendiculaire  CD  au  plan  MN  ;  cette  per- 
pendiculaire sera  située  dans  le  plan  PQ  (n"  242),  et,  si 
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nous  joignons  un  point  D  de  cette  perpendiculaire  au 
point  B,  la  droite  DB  sera  perpendiculaire  à  la  droite  AB 
(n^  260).  La  droite  AB  sera  donc  perpendiculaire  en 
même  temps  aux  deux  droites  BE  et  BD,  et ,  par  consé- 
quent, elle  sera  perpendiculaire  au  plan  PQ  (n°249).  Elle 
est  d'ailleurs  la  seule  que  l'on  puisse  mener  à  ce  plan  par 
le  point  B  de  l'intersection  EF  (n*^  250).  Donc  la  perpen- 
diculaire élevée  sur  le  plan  PQ ,  par  un  point  quelconque 
de  son  intersection  avec  le  plan  MN ,  est  située  dans  ce 
dernier  plan.  Donc  le  plan  MN  est  perpendiculaire  au 
plan  PQ. 

Théorème  XXV. 

269.  Si  une  droite  y  AB,  est  perpendiculaire  à  un  plan 
MN,  tout  plan  y  PQ,  mené  suii^ant  cette  droite,  est  per^ 
pendiculaire  au  même  plan  (fig.  245). 

Soit  EF  l'intersection  des  deux  plans  MN  et  PQ.  Si 
nous  élevons ,  par  un  point  quelconque  C  de  cette  inter- 
section ,  une  perpendiculaire  CD  au  plan  MN ,  cette  per- 
pendiculaire sera  parallèle  à  AB  (n"  262,  récipr.)^  et 
sera,  par  conséquent,  située  dans  le  plan  PQ  (n°  246). 
Donc  le  plan  PQ  contiendra  toutes  les  perpendiculaires 
élevées  au  plan  MN  par  les  différents  points  de  l'intersec- 
tion EF  des  deux  plans.  Donc  ce  plan  PQ  est  perpendicu- 
laire au  plan  MN. 

Théorème  XXVI. 

270,  Lorsque  deux  plans ,  MN,  PQ,  sont perpendi-- 
culaires  entre  eux  y  toute  droite  y  AB,  menée  dans  Vun 
d'eux  y  PQ,  perpendiculairement  à  leur  intersection  EF\ 
est  perpendiculaire  à  Vautre  MN  (fig.  246)* 

En  effet,  si  nous  élevons,  par  un  point  quelconque  C 
de  l'intersection  EF,  une  perpendiculaire  CD  au  plan  PQ, 
cette  perpendiculaire  sera  située  dans  le  plan  MN(n*'242); 
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et,  si  nous  joignons  le  point  B  à  un  point  quelconque  D 
pris  sur  cette  perpendiculaire ,  nous  aurons  une  droite  BD, 
qui  sera  perpendiculaire  à  la  droite  AB  (n°  260).  Donc 
la  droite  AB ,  étant  perpendiculaire  aux  deux  droites  BD 
et  B£,  qui  passent  par  son  pied  dans  le  plan  MN,  est 
perpendiculaire  à  ce  plan  (n^  249). 

Réciproque.  —  Lorsque  deux  plans  y  MN,  PQ,  sont 
perpendiculaires  entre  eux,  toute  perpendiculaire  à  F  un 
d'eux,  MN ,  menée  par  un  point  A  pris  sur  l'autre ,  PQ , 
est  tout  entière  dans  ce  dernier ,  et,  par  conséquent,  est 
perpendiculaire  àleur  intersection  communeEF  (ûg.  246). 

Si  l'on  abaisse  du  point  A  une  perpendiculaire  AB  sur 
l'intersection  EF  des  deux  plans ,  cette  droite  AB  sera ,  en 
vertu  de  la  proposition  directe,  perpendiculaire  au 
plan  MN.  Or  on  ne  peut  mener  par  le  point  A  qu'une 
seule  perpendiculaire  à  ce  plan  (n**  251).  Donc  la  per- 
pendiculaire abaissée  du  point  A  sur  le  plan  MN  doit  se 
confondre  avec  AB.  Donc ,  etc. 

Corollaire.  —  Par  une  droite  oblique  à  un  plan,  on 
ne  peut  mener  qu'un  seul  plan  qui  lui  soit  perpendiculaù^e^ 
car,  d'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  le  plan  perpen- 
diculaire doit  contenir ,  outre  la  droite  donnée ,  la  per- 
pendiculaire abaissée  d'un  point  quelconque  de  cette 
droite  sur  le  plan  donné,  et  Ton  sait  que,  par  deux 
droites  qui  se  coupent,  on  ne  peut  faire  passer  qu'un 
seul  plan. 

Théorème  XXVII. 

271.  Lorsque  deux  plans  qui  se  coupent,  PQ,  RS, 
sont  perpendiculaires  à  un  troisième  plan ,  MN,  leurin^ 
tersection  AB  e^^  perpendiculaire  à  ce  troisième  plan^ 
ou,  en  d'autres  termes,  tout  plan,  MN,  perpendicu- 
laire à  deux  plans  qui  se  coupent ,  PQ,  RS,  est  perpen- 
diculaire à  leur  intersection  AB  (fig.  247)' 


1 
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En  effet,  si,  par  un  point  quelconque  de  Tintersection 
commune  des  deux  plans  PQ  et  RS,  on  mène  une  perpen- 
diculaire au  plan  MN,  cette  perpendiculaire  devra  se 
trouver  dans  chacun  de  ces  deux  plans  (n^  270,  récipr,). 
Donc  elle  se  confondra  avec  leur  intersection  AB.  Donc 
cette  intersection  est  perpendiculaire  au  plan  MN. 

Réciproque.  —  Tout  plan ,  MN  ,  perpendicidaire  à 
V intersection  AB  de  deux  plans  y  PQ5  RS,  est  perpen- 
diculaire à  chacun  de  ces  deux  plans  (fig.  247)* 

Car,  la  droite  AB  étant  perpendiculaire  au  planMN, 
tout  plan  conduit  suivant  cette  droite  doit  être  perpendi- 
culaire au  même  plan  (n°  269). 

Corollaire.  —  Si  trois  plans  sont  perpendiculaires 
entre  eux  y  l'intersection  de  deux  quelconques  de  ces 
plans  est  perpendiculaire  au  troisième  y  et  y  de  plus,  les 
trois  intersections  sont  perpendiculaires  entre  elles, 
puisque  chacune  d'elles  est  perpendiculaire  au  plan  des 
deux  autres. 

§  VI.  —  Des  plans  parallèles  entre  eux. 
Théorème  XXVIII. 

272.  Les  intersections  y  AB,  CD,  de  deux  plans  pa-- 
rallèlesy  MN,  PQ ,  par  un  troisième  planf  AD,  sont 
parallèles  entre  elles  (fig.  248). 

En  effet,  les  deux  droites  AB  et  CD  sont  dans  un 
m^me  plan ,  et,  si  elles  se  rencontraient,  les  deux  plans 
MN  et  PQ,  dans  lesquels  elles  sont  respectivement  situées, 
se  rencontreraient  aussi  -,  ce  qui  est  contre  Thypothèse. 

Théorème  XXIX. 

273.  Par  un  point  donné  O,  on  ne  peut  mener  qu  un. 
seul  plan  parallèle  à  un  plan  donné  MN  (fig.  249). 

Supposons  que  Ton  puisse  mener,  par  le  point  donné  O, 

'7 
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deux  plans ,  PQ ,  RS ,  parallèles  au  plan  donné  MN.  Con- 
cevons par  le  point  O  un  plan  quelconque  ^ui  n'ait  que 
ce  seul  point  de  commun  avec  Tîntersection  des  deux 
plans  PQ  et  RS  et  soient  AB,  OC  ,  OD ,  les  intersec- 
tions respectives  de  ce  plan  avec  les  trois  plans  MN, 
PQ  5  RS.  D'après  le  théorème  précédent ,  chacune  des 
droites  OC  et  OD  devra  être  parallèle  à  AB.  Donc  on 
aurait  dans  un  plan  deux  parallèles  à  AB,  passant  par  un 
même  point  O5  ce  qui  est  impossible (n**  36).  Donc,  etc. 

Théorème  XXX. 

274.  Si  deux  plans,  MN,  PQ,  sont  perpendiculaires 
à  une  même  droite  AB ,  ils  sont  parallèles  entre  eux 

(flg.  aSo). 

Supposons  ,  pour  un  moment ,  que  les  deux  plans , 
MN  et  PQ ,  perpendiculaires  à  AB ,  puissent  se  rencon- 
trer, et  joignons  un  point  quelconque  O  de  leur  intersec- 
tion commune  aux  deux  points  A  et  B.  La  droite  AB ,  étant 
perpendiculaire  aux  deux  plans  MN  et  PQ  ,  sera  perpen- 
diculaire aux  deux  droites  OA  et  OB.  Donc ,  si  les  deux 
plans  MN  et  PQ  se  rencontraient ,  on  pourrait  mener 
par  un  point  O ,  situé  hors  d'une  droite  AB ,  deux  pei> 
pendiculaires  à  cette  droite  5  ce  qui  est  impossible  (n*'  30). 
Donc,  etc. 

Réciproque.  —  Si  deux  plans,  MN ,  PQ ,  sont  pa- 
rallèles y  toute  droite,  AB ,  perpendiculaire  à  Vun  d*eux, 
MN,  est  aussi  perpendiculaire  à  r  autre  (fig.  aSi). 

Menons  à  volonté ,  par  le  point  B ,  la  droite  BC  dans 
le  plan  PQ ,  et  conduisons  un  plan  suivant  les  deux  droites 
AB  et  BC  5  l'intersection  de  ce  plan  avec  le  plan  MN  sera 
une  droite  AD ,  parallèle  à  BC  (n°  272).  Or  la  droite  AB  ; 
étant  perpendiculaire  au  plan  MN ,  est  perpendiculaire  à 
la  droite  AD,  qui  passe  par  son  pied  dans  ce  plan  :  donc 
elle  l'est  aussi  à  sa  parallèle  BC  (n®  37).  On  voit  ainsi  que 
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la  droite  AB  est  perpendiculaire  à  une  droite  quelconque 
menée  par  son  pied  dans  le  plan  PQ.  Donc  elle  est  per- 
pendiculaire  à  ce  plan. 

Thjéorème  XXXI. 

,    m.  Deux  plans,  MN,  PQ,  parallèles  à  un  troi- 
sième plan,  RS,  sont  parallèles  entre  eux  (fig.  aSa) 
Menons  une  droite  AB,  perpendiculaire  au  plan  RS- 

Sr^'^'it!^  "^"^  ^^"'P'  perpendiculaire  aux  deux  plans 
MN  etPQ  (no  274,  récipr.).  Doncles  deux  plans  MNefpQ 
étant  perpendiculaires  à  une  même  droite,  sont  paral- 
lèles entre  eux  (n°  274). 

TH^ORiME  XXXII. 

276.  Les  parallèles,  AC,  BD,  comprises  entre  deux 
plans  parallèles,  MN,  PQ ,  sont  égales  (fig.  248). 

En  effet ,  le  plan  des  deux  parallèles  AC  et  BD  coupe  les 
deux  plans  parallèles  MN  et  PQ  suivant  deux  droites, 
AB,  CD,  qui  sont  parallèles  entre  elles  (n°  272).  Par  con- 
séquent la  figure  ABDC  est  un  parallélogramme.  Donc  on 
a  AC  =  BD  (n»  116). 

Corollaire,  —  Si  l'on  mène ,  entre  deux  plans  paral- 
lèles ,  un  nombre  quelconque'  de  droites  perpendiculaires 
à  ces  plans ,  toutes  ces  droites  sont  parallèles  entre  elles 
(n°  262,  récipr.),  et  par  conséquent  égales.  Donc  deux 
plans  parallèles  sont  partout  également  distants  l'un  de 
l'autre. 

Théorème  XXXIII. 

277.  Si  deux  angles,  BAC,  DEF,  non  situés  dans  le 
m^ne  plan,  ont  leurs  côtés  parallèles  et  dirigés  dans  le 
même  sens,  chacun  à  chacun,  ces  angles  sont  égaux ^  et 
leurs  plans  sont  parallèles  (fig.  253). 

Après  avoir  pris  AB  égal  à  ED  et  AC  égal  à  EF,  menons 

17- 
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les  droites  BC,DF,  AE,  BD,  CF.  Puisque  AB  est  égal  et 
parallèle  à  ED,  la  figure  ABDE  est  un  parallélogramme 
(n°  117)5  donc  AE  est  égal  et  parallèle  à  BD.  Par  une 
raison  semblable,  AE  est  égal  et  parallèle  à  CF.  Donc  BD 
est  aussi  égal  et  parallèle  à  CF  -,  d'où  il  suit  que  la  figure 
BCFD  est  un  parallélogramme ,  et  que ,  par  conséquent , 
le  côté  BC  est  égal  au  côté  DF.  Ainsi  les  deux  triangles 
ABC  et  DEF  ont  leurs  trois  côtés  égaux  chacun  à  chacun  ; 
donc  ils  sont  égaux.  Donc  l'angle  BAC ,  du  premier,  est 
égal  à  l'angle  DEF,  du  second. 

Maintenant ,  pour  démontrer  que  le  plan  BAC  est  pa- 
rallèle au  plan  DEF,  supposons  que  l'on  ait  mené,  par  le 
point  A ,  un  plan  parallèle  au  plan  DEF,  et  que  B'  et  C 
soient  les  points  d'intersection  des  droites  BD  et  CF  par 
ce  plan.  Alors  les  trois  droite^AE ,  B'D,  C'F,  seront  égales 
èomme  parallèles  comprises  entre  deux  plans  parallèles 
(n«  276).  Mais  déjà  les  trois  droites  AE,  BD,  CF,  sont 
égales  entre  elles.  Donc  on  doit  avoir  B'D  =  BD  et 
CF  =  CF.  Donc  le  plan  mené  par  le  point  A,  parallèle- 
ment au  plan  DEF,  n'est  autre  chose  que  le  plan  ABC. 

ConoLLAiRE.  —  Par  deux  droites ,  AC ,  DE ,  non  situées 
dans  le  même  plan,  on  peut  toujoui's  faire  passer  deux 
plans  parallèles  entre  eux  (fig.  253).  Car,  A  l'on  prend  à 
volonté  un  point  A  sur  AC  et  un  point  E  sur  ED,  puis  que 
l'on  mène  par  le  point  A  une  droite  AB  parallèle  à  ED,  et 
par  le  point  E  une  droite  EF  parallèle  à  AC ,  le  plan  des 
deux  droites  AB  et  AC  sera ,  d'après  ce  qui  vient  d'être  dé- 
montré, parallèle  au  plan  des  deux  droites  ED  etEF. 

ScoLiE.  — Les  deux  angles  BAC  et  DEF  seraient  encore 
égaux  si  les  côtés  de  Tun  étaient  parallèles  aux  côtés  de 
r autre  et  dirigés  en  sens  contraires,  chacun  à  chacun; 
mais  ils  seraient  supplémentaires  si  les  côtés  de  l'un  étaient 
parallèles  aux  côtés  de  l'autre,  chacun  à  chacun,  mais 
non  dirigés  à  la  fois  dans  le  même  sens  ou  en  sens  con- 
traires. 
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Théorème  XXXIV. 

278.  Si  trois  droites  y  AE,  BD,  CF,  non  situées  dans 
le  même  plan  y  sont  égales  et  parallèles,  les  triangles, 
ABC,  DEF,  que  l'on  forme  de  part  et  d'autre,  en  joi- 
gnant leurs  extrémités  deux  à  deux,  sont  égaux,  et  leurs 
plans  sont  parallèles  (û§.  253). 

En  effet,  puisque  AE  est  égal  et  parallèle  à  BD,  la 
figure  ABDE  est  un  parallélogramme  (n^  H  7)  5  d'où  il 
résulte  que  l'on  a  AB  =ED.  Par  une  raison  semblable, 
les  côtés  AC  et  BC  sont  respectivement  égaux  aux  côtés 
EF  et  DF.  Donc  les  deux  triangles  ABC  et  DEF,  ayant 
leurs  trois  côtés  égaux  chacun  à  chacun ,  sont  égaux. 

On  démontrerait ,  comme  dans  le  théorème  précédent , 
que  le  plan  du  triangle  ABC  est  parallèle  au  plan  du 
triangle  DEF. 

ScoLiE. —  En  général,  si,  des  sommets  d'un  polygone, 
ou  mène  dans  l'espace  des  droites  égales,  parallèles  et 
dirigées  dans  le  même  sens,  et  qu  on  joigne  leurs  extré- 
mités opposées,  on  forme  un  second  polygone,  égal  et 
parallèle  au  premier. 

Théorème  XXXV. 

279.  Les  segments  de  deux  droites  quelconques,  AB, 
CD,  compris  entre  trois  plans  parallèles,  MN,  PQ,^  RS, 
sont  proportionnels  (fig.  254). 

Nous  supposerons  que  les  deux  droites  AB  et  CD  ne 
soient  pas  dans  un  même  plan  ^  car,  dans  le  cas  contraire , 
la  proposition  serait  évidente,  d'après  ce  qui  a  été  dit 
dans  les  n°«  272  et  143. 

Soient  donc  A ,  E ,  B ,  les  points  où  la  première  droite 
perce  les  plans  MN,  PQ,  RS,  et  soient  C ,  F,  D,  les  points 
où  la  seconde  droite  perce  les  mêmes  plans.  Si  nous  me- 
nons parallèlement  à  AB  la  droite  CH ,  qui  rencontre  le 


26a  ÉLÉMENTS    DE    GÉOMÉTRIE. 

plan  PQ  au  point  G  et  le  plan  RS  au  point  H ,  le  plan  HCD 
coupera  les  deux  plans  PQ  et  RS  suivant  deux  droites,  GF, 
HD,  qui  seront  parallèles  entre  elles  (n*'  272) ,  et  nous  au- 
rons (n°  143,  coroll.  I)  la  proportion 

CG  :  GH  ::  CF  :  fd. 

Or  on  a  (n°  276) 

CG  =  AE      et       GH  =  EB. 
Donc 

AE  :  EB  :  :  CF  :  fd. 

TflÉORiME  XXXVI. 

280,  Deux  plans  ^  AP,  CQ,  perpendiculaii^s  à  un 
troisième  plan  MN,  et  passant  respectivement  par  deux 
droites  parallèles  y  AB,  CD,  sont  parallèles  entre  eux 
(fig.  255). 

Soient  EF  et  GH  les  intersections  respectives  des  deux 
plans  AP  et  CQ  par  le  plan  MN.  Si  Ton  mène  dans  ces 
deux  plans  les  droites  EA  et  GC ,  respectivement  perpen** 
diculaires  aux  intersections  EF  et  GH ,  ces  droites  seront 
perpendiculaires  à  un  même  plan  MN  (n^  270),  et,  par 
conséquent,  elles  seront  parallèles  entre  elles  (n^  262, 
réciprJ).  Donc  les  deux  angles  EABetGCD  ont  leurs  côtés 
parallèles  et  dirigés  dans  le  même  sens ,  chacun  à  chacun  : 
donc  leurs  plans ,  AP  et  CQ ,  sont  parallèles  (n®  277). 

§  Vn.  —  De  U  plos  courte  distance  de  deux  droites  non  situées  dans 

le  même  plan. 

Théorème  XXXVII. 

281.  On  peut  toujours  mener  une  perpendiculaire 
commune  à  deux  droites,  AB,  CD,  non  situées  dans  le 
même  plan;  mais  on  nen  peut  mener  qu'une  (fig.  356). 

Par  un  point  quelconque  C,  pris  sur  CD,  menons  CE 


> 


J 


> 
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parallèle  à  AB ,  et  faisons  passer  un  plan  MN  par  les  deux 
droites  CD  et  CE.  D'un  point  quelconque  B,  pris  sur  AB, 
abaissons  BF  perpendiculaire  au  plan  MN  ;  par  le  pied  F 
de  cette  perpendiculaire,  menons  une  droite  FG  parallèle 
à  CE,  laquelle  droite  sera  située  dans  le  plan  MN,  et 
par  conséquent  rencontrera  CD  ;  enfin ,  par  le  point  de 
rencontre  G  des  deux  droites  CD  et  FG ,  menons  GH  pa- 
rallèle à  BF.  Comme  les  deux  droites  AB  et  GF  sont  pa- 
rallèles à  CE,  elles  sont  parallèles  entre  elles  (n°263); 
par  conséquent,  les  trois  droites  AB,  GF,  BF,  sont  dans 
im  même  plan,  et  la  droite  GH,  qui  est  parallèle  à  BF, 
est  située  dans  ce  plan  et  doit  rencontrer  AB.  Or,  la 
droite  BF  étant  perpendiculaire  au  plan  MN,  sa  paral- 
lèle GH  est  perpendiculaire  au  même  plan  :  donc  elle  est 
perpendiculaire  aux  deux  droites  GF  et  CD,  qui  passent 
par  son  pied  dans  ce  plan;  et,  comme  AB  est  parallèle 
à  GF,  il  s'ensuit  que  GH  est  perpendiculaire  à  la  fois  aux 
deux  droites  AB  et  CD.  Donc  on  peut  toujours  mener  une 
perpendiculaire  commune  à  deux  droites  non  situées  dans 
le  même  plan. 

Il  s^agit  maintenant  de  faire  voir  qu'on  n'en  peut  me- 
ner qu'une.  Supposons,  pour  cela,  qu'on  en  puisse  mener 
une  seconde,  IK.  Par  le  point  I,  menons  lO  parallèle 
à  GH  :  cette  droite  10  sera  perpendiculaire  au  plan  MN 
(n**  262).  Mais,  si  nous  menons  par  le  point  K,  dans  le 
plan  MN,  KL  parallèle  à  AB,  la  droite  IK,  étant  per- 
pendiculaire à  AB,  le  sera  aussi  à  KL,  et,  comme  elle  est, 
par  hypothèse ,  perpendiculaire  à  CD,  elle  sera  perpen- 
diculaire au  plan  MN  (n®  249).  On  aurait  donc  deux 
perpendiculaires,  10,  IK,  abaissées  d'un  même  point  I 
sur  le  plan  MN  •,  ce  qui  est  impossible  (n°  251  ).  Donc 
on  ne  peut  mener  qu'une  seule  perpendiculaire  commune 
aux  deux  droites  AB  et  CD. 
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Théorème  XXXVIII. 

282.  La  ligne  la  plus  cowte  que  Von  puisse  mener 
entre  deux  droites,  AB,  CD,  noj^  situées  dans  un  même 
plan,  est  la  perpendiculaire,  GH,  qui  leur  est  commune 

(fis.  a56). 

Supposons ,  en  effet ,  qae  la  ligne  la  plus  courte  que 
Ton  puisse  mener  entre  les  deux  droites  AB  et  CD  ne  soit 
fas  GH,  et  que  ce  soit  par  exemple  IK.  Par  le  point  G, 
menons  GF  parallèle  à  AB ,  et  faisons  passer  un  plan  MS 
par  les  deux  droites  CD  et  GF.  Alors  la  droite  GH ,  étant 
perpendiculaire  à  AB ,  le  sera  aussi  à  sa  parallèle  GF.  Elle 
sera  donc  perpendiculaire  à  la  fois  aux  deux  droites  CD 
et  GF,  et  par  conséquent  sera  perpendiculaire  au  plan  IMN 
(n^  249).  Si  maintenant  nous  menons ,  par  le  point  I ,  une 
droite  lO  parallèle  à  GH ,  cette  droite  lO  sera  aussi  per- 
pendiculaire au  plan  MN  (n^  262) ,  et  par  conséquent  IK 
sera  oblique  à  ce  plan  (n®  251  ).  Donc  on  a  10  <  IK.  Or 
on  a  lO = GH  (p?  276).  Donc  GH  est  la  ligne  la  plus  courte 
que  Ton  puisse  mener  entre  les  deux  droites  AB  et  CD. 

§  \in.  —  Prablèflfs  sir  la  ligie  imk  et  le  pba  cHsidérâ  dus 

ffS^. 

Problème  I. 

283.  Par  m/*  point  B ,  dofmé  sur  un  plan  MX  ,  éla^er 
te  perpendiculaire  à  ce  plan  (G§.  aSj). 
Traçons,  dans  le  plan  MX ,  une  droite  quelconque ,  CD, 

qui  ne  passe  pas  par  le  point  B,  et  menons  BE  perpen- 
diculaire i  CD.  Imaginons  suivant  la  droite  CD  un  plan 
quelconque  y  et  menons ,  dans  ce  plan  ,  £A  perpendi- 
culaire à  la  même  droite  CD.  Enfin,  concevons  on  plan 
par  les  deux  droites  EA  et  EB,  et  menons ,  dans  ce  nou- 


une 
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veau  plan ,  6 A  perpendiculaire  à  6£.  La  droite  6 A  sera 
perpendiculaire  au  plan  MN.  £n  eiSet,  la  droite  CD  est 
perpendiculaire  au  plan  ABE  (n^  249)  *,  par  conséquent , 
si  l'on  mène  GH  parallèle  à  CD,  cette  droite  GH  sera 
aussi  perpendiculaire  au  plan  ABE  (n°  262).  Il  suit  de  là 
que  la  droite  AB  est  perpendiculaire  à  la  droite  BG.  Mais 
cette  même  droite  AB  est  déjà  perpendiculaire  à  la  droite 
BE.  Donc  elle  est  perpendiculaire  au  plan  MN  (n**  249). 

Problème  II. 

284.  D'un  point  A ,  donné  hors  d'un  plan  MN,  abais- 
ser une  perpendiculaire  sur  ce  plan  (fig.  aS^). 

Traçons  une  droite  quelconque,  CD,  dans  le  plan  MNj 
abaissons  AE  perpendiculaire  sur  CD  ;  dans  le  plan  MN, 
menons  EB  perpendiculaire  à  CD  \  et  enfin  abaissons  AB 
perpendiculaire  sur  EB.  On  fera  voir,  comme  dans  le  pro- 
blème précédent,  que  la  droite  AB  est  perpendiculaire  au 
plan  MN. 

Problème  III. 

285.  Par  un  point  donné  sur  une  droite  y  mener  un 
plan  perpendiculaire  à  cette  droite. 

On  mènera  deux  plans  par  la  droite  donnée ,  et ,  dans 
cbacun  de  ces  plans ,  on  élèvera  par  le  point  donné  une 
perpendiculaire  à  cette  droite.  Le  plan  des  deux  perpen- 
diculaires sera  le  plan  demandé  (n°  249). 

Problème  IV. 

286.  Par  un  point  donné  hors  d'une  droite ,  mener  un 
plan  perpendiculaire  à  cette  droite. 

Du  point  donné  on  abaissera  une  perpendiculaire  sur 
la  droite,  et,  par  le  pied  de  cette  perpendiculaire,  on 
mènera  une  seconde  perpendiculaire  à  la  même  droite.  Le 
plan  de  ces  deux  perpendiculaires  sera  le  plan  demandé 
(no249). 
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Problème  V. 

287.  Par  un  point  donnée  mener  une  droite  parallèle 
à  un  plan  donné. 

On  tracera  à  volonté  une  droite  dans  le  plan ,  et  Fon 
mènera 9  par  le  point  donné,  une  parallèle  à  cette  droite. 
Cette  parallèle  sera  parallèle  au  plan  donné  (pP  264). 

Problème  VI. 

288.  Par  une  droite  donnée j  mener  un  plan  parallèle 
à  une  autre  droite  donnée. 

Par  un  des  points  de  la  première  droite ,  on  mènera  une 
parallèle  à  la  seconde.  La  première  droite  et  cette  paral- 
lèle détermineront  le  plan  demandé  (n°  264). 

Problème  VII. 

289.  Par  une  droite  donnée,  mener  un  plan  perpen» 
diculaire  à  un  plan  donné. 

De  l'un  des  points  de  la  droite  on  abaissera  une  per- 
pendiculaire sur  le  plan  (n**  284).  Cette  perpendiculaire  et 
la  droite  donnée  détermineront  le  plan  demandé  (n**  269). 

Problême  VIII. 

290.  Par  un  point  donné ,  mener  un  plan  parallèle  à 
un  plan  donné. 

Du  point  donné  ou  mènera  une  droite  pei'pendiculaire 
au  plan(n°  284),  et,  par  le  même  point,  on  mènera  un 
plan  perpendiculaire  à  cette  droite  (n°  28S).  Ce  plan  sera 
le  plan  demandé  (n^  274). 

DIREGTIOirS    VERTICALES    ET    ^OÏilZO^T^^^^»    FIL-A- 
PLOMB.   DIVERSES    lîSpi?/'{:S    ^^   NIVEAUX. 

291 .  Parmi  les  diverses  ivv  •  .      s  ^^^  ^^^^  ^^^^^  ^^^ 
ligne  droite  dans  l'espace     -^^^^ti^^   ^^  qui  mérite  une 


t> 
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attentiou  partû^ulière ,  à  cause  de  Temploi  continuel  qa  on 
en  fait  dans  les  constructions  :  c^est  celle  que  prencT  un 
fil  fixé  par  l'une  de  ses  extrémités ,  et  sollicité  à  l'autre 
par  un  corp$  pesant  quelconque,  tel  qu'une  petite  masse 
de  plomb.  Cet  appareil  a  reçu  le  nom  àe  fil-à-plomb ,  et 
sa  direction ,  à  laquelle  on  a  donné  le  nom  de  verticale 
ou  de  ligne  d'aplomb  y  est  celle  de  la  pesanteur,  c'est-à- 
dire  de  \^  force ,  connue  seulement  par  ses  effets ,  qui  fait 
descendre  les  corps  vers  la  terre  lorsqu'ils  sont  aban- 
donnés à  eux-mêmes.  La  surface  de  la  terre  étant  à  peu 
près  sphérique ,  les  directions  de  la  pesanteur  convergent 
vers  le  centre  du  globe,  et,  par  conséquent,  la  direction 
de  la  verticale  doit  varier  d'un  lieu  à  un  autre  :  mais , 
comme  les  distances  que  l'on  considère  dans  les  appli- 
cations ordinaires  de  la  Géométrie  sont  très-petites  à  l'é- 
gard du  rayon  terrestre ,  les  angles  que  les  verticales  font 
alors  entre  elles  sont  inappréciables;  de  sorte  que  l'on 
peut,  sans  erreur  sensible ,  les  regarder  comme  parallèles. 
292.  Pour  vérifier  si  une  ligne  droite  est  verticale,  on 
se  sert  d'une  espèce  de  règle  ABDC  {fig*  aSS),  dont  les 
bords  AB  et  CD  sont  parallèles.  Une  ligne  intermédiaire 
OH ,  parallèle  à  ces  bords ,  et  appelée  ligne  de  foi,  est 
tracée  sur  cette  règle,  et  en  un  point  O  de  cette  ligne  de 
foi  se  trouve  fixée  l'extrémité  supérieure  d'un  fil-à- 
plomb  OP.  On  met  l'un  des  bords,  AB  par  exemple,  en 
contact  avec  la  droite  EF,  que  l'on  veut  vérifier ,  et ,  si 
cette  droite  est  verticale,  il  en  est  de  même  de  AB  et  de  sa 
parallèle  OH*,  de  sorte  que,  dans  ce  cas,  le  fil-à-plomb 
doit  coïncider  avec  la  ligne  de  foi.  Pour  éviter  toute  er- 
reur, il  est  nécessaire  de  faire  une  double  vérification, 
c'est«-à-dire  que,  après  avoir  mis  le  bord  AB  en  contact 
avec  la  ligne  droite  EF,  on  retourne  l'instrument  de  ma- 
nière que  l'autre  bord ,  CD,  vienne  prendre  la  place  de  AB, 
et ,  si  le  fil-à-plomb  coïncide  avec  la  ligne  de  foi  dans  ces 
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deux  positions  de  rinstrument ,  on  peut  conclure  que  cette 
ligne  est  verticale ,  et  qu'il  en  est  par  conséquent  de  même 
de  la  droite  EF. 

293.  Si  Ton  imagine  un  plan  qui  passe  par  le  centre 
de  la  terre ,  et  qui  soit  perpendiculaire  à  la  verticale  du 
lieu  où  l'on  se  trouve,  ce  plan  sera  ce  qu'on  nomme 
Vhorîzon  rationnel  de  ce  lieu  ;  et,  si  l'on  suppose,  par  le 
lieu  même  où  l'on  se  trouvei^  un  plan  perpendiculaire  à  la 
verticale  de  ce  lieu,  ce  nouveau  plan  sera  ce  qu'on  ap- 
pelle V horizon  sensible.  Par  analogie,  on  donne  le  nom 
de  plan  horizontal  à  tout  plan  perpendiculaire  à  la  ver- 
ticale du  lieu  où  l'on  est.  Les  verticales  que  l'on  a  à  con- 
sidérer dans  les  applications  ordinaires  de  la  Géométrie 
étant  sensiblement  parallèles  (n^  291  ) ,  les  plans  horizon- 
taux, qui  sont  perpendiculaires  à  ces  verticales,  sont 
aussi  sensiblement  parallèles  entre  eux;  car  nous  avons 
vu  que ,  lorsqu'une  droite  est  perpendiculaire  à  un  plan , 
toute  droite  qui*  lui  est  parallèle  est  perpendiculaire  au 
même  plan  (n°  262),  et  que  deux  plans  perpendiculaires 
à  une  même  droite  sont  parallèles  entre  eux  (n^  274). 
Ainsi ,  nous  pourrons  regarder  tous  les  plans  horizontaux 
comme  parallèles. 

294.  Toute  droite  menée  dans  un  plan  horizontal  porte 
le  nom  de  droite  horizontale.  Si,  par  un  point  Quel- 
conque d'une  droite  horizontale ,  on  mène  une  droite  ver- 
ticale, ces  deux  droites  sont  nécessairement  perpendicu- 
laires entre  elles;  car  la  verticale,  étant  perpendiculaire 
à  tout  plan  horizontal,  est  perpendiculaire  à  une  droite 
quelconque  qui  passe  par  son  pied  dans  ce  plan.  Réci- 
proquement ,  toute  perpendiculaire  à  une  verticale ,  étant 
située  dans  le  plan  horizontal  mené  par  le  point  où  elle 
rencontre  cette  verticale,  est  nécessairement  horizontale. 

Par  un  point  donné  sur  un  plan  quelconque ,  il  est  tou- 
jours facile  de  mener  dans  ce  plan  une  horizontale  :  il 
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suffit,  pour  cela ,  de  mener  par  le  point  donné  un  plan 
perpendiculaire  à  la  verticale  (n°  285) ,  et  Tintersection  de 
ce  plan  avec  le  plan  donné  est  Thorizontale  demandée. 

295.  Dans  les  constructions,  on  emploie,  pour  véri- 
fier les  plans  horizontaux ,  un  instrument  appelé  fweau 
de  maçon,  11  se  compose  ordinairement  de  deux  règles 
d'égale  longueur,  AC  et  BC  {fig*  aSg),  assemblées  a 
angle  droit,  et  réunies  par  une  règle  horizontale,  de  ma- 
nière à  former  un  triangle  rectangle  isocèle.  Un  fil-à- 
plomb  est  attaché  au  sommet  de  l'angle  droit,  et  la  bis- 
sectrice de  cet  angle ,  qui  coupe  la  règle  horizontale  sui- 
vant IH,  forme  la  ligne  de  foi.  Pour  vérifier,  au  moyen  de 
cet  instrument ,  si  un  plan  est  horizontal ,  on  trace  sur  ce 

• 

plan  deux  droites  qui  forment  entre  elles  un  angle  qui 
approche  le  plus  possible  d'un  angle  droit,  puis  on  fait 
coïncider  alternativement  la  droite  AB  avec  l'une  et  avec 
l'autre  de  ces  lignes*,  et,  si ,  en  dressant  l'instrument  dans 
chacune  de  ces  positions,  le  fil-à-plomb  vient  coïncider 
avec  la  ligne  de  foi ,  on  peut  être  assuré  que  le  plan  pro- 
posé contient  deux  droites  horizontales ,  et  par  conséquent 
est  lui-même  horizontal. 

Quelquefois,  afin  de  rendre  le  niveau  de  maçon  plus 
portatif,  on  le  compose  seulement  de  deux  règles,  AB  et 
BC  {fig-  260) ,  que  l'on  réunit  à  angle  droit ,  et  qui 
peuvent  se  rabattre  l'une  sur  l'autre  au  moyen  d'une  char- 
nière 5  mais  alors  l'une  des  règles,  AB  par  exemple,  est 
destinée  à  demeurer  horizontale ,  tandis  que  l'autre ,  BC , 
à  laquelle  on  donne  la  position  verticale,  est  munie  d'un 
fil-à-plomb  et  d'une  ligne  de  foi. 

296.  Quand  on  a  besoin  d'une  grande  exactitude,  il  faut 
avoir  recours  à  un  instrument ,  plus  délicat  que  le  pré- 
cédent, qu'on  appelle  nwead  à  bulle  d*air.  Cet  instru- 
ment consiste  en  un  tube  de  verre  à  peu  près  cylindrique 
ifiS'  ^^*)>  iii^Âs  fermé  aux  deux  bouts  et  légèrement 
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renflé  à  son  milieu.  Ce  tube  est  rempli  d'eau  ou  de  tout 
autre  liquide  ,  à  l'exception  d'un  petit  espace  qui  est 
occupé  par  une  bulle  d'air  :  le  tout  est  en  partie  recou- 
vert par  un  étui  de  métal ,  AB ,  et  fixé  à  une  petite 
plaque  rectangulaire,  CD,  dont  le  plan  est  parallèle  à 
l'axe  du  tube.  Lorsque  la  plaque  est  horizontale,  l'axe 
de  l'instrument  l'est  aussi  ,  et  la  bulle  doit  occuper  le 
milieu  de  la  partie  visible  du  tube.  Si,  au  contraire,  la 
plaque  n'a  pas  une  position  horizontale,  le  liquide,  en 
vertu  de  son  poids,  se  précipite  dans  la  partie  la  plus 
basse ,  et  la  bulle  d'air  remonte  vers  l'extrémité  la  plus 
élevée.  Pour  se  servir  de  cette  espèce  de  niveau,  on  pose 
la  plaque  sur  le  plan  à  vérifier  dans  deux  directions  suc- 
cessives ,  à  peu  près  rectangulaires  entre  elles ,  et  si ,  dans 
ces  deux  positions ,  la  bulle  d'air  demeure  au  milieu  du 
tube  ,  on  peut  être  certain  que  le  plan  proposé  est  hori- 
zontal. 


CHAPITRE  DEUXIÈME. 


DES    ANGLES    FORMES    PAR     DES    PLANS. 


§  I.  —  Définitions  et  notions  générales. 

297.  On  nomme  angle  de  deux  plans  ^  ou  simplement 
angle  dièdre  y  l'espace  indéfini  compris  entre  deux  plans, 
AD  et  AF  i^fig'  262) ,  qui  se  coupent,  et  qui  se  terminent 
à  leur  intersection  AB. 

Les  plans  AD  et  AF  sont  appelés  les  faces  de  Tangle 
dièdre ,  et  l'on  donne  le  nom  barète  à  l'intersection  AB 
de  ces  deux  faces. 

On  désigne  ordinairement  un  angle  dièdre  par  quatre 
lettres ,  dont  les  deux  du  milieu  indiquent  l'arête.  Ainsi , 
l'angle  dièdre  formé  par  les  deux  plans  AD  et  AF ,  qui 
se  rencontrent  suivant  AB  {fig-  262),  est  désigné  par 
DABE  ou  par  CBAF. 

Quand  un  angle  dièdre  est  isolé ,  on  peut  le  désigner 
simplement  par  l'arête.  Par  exemple,  l'angle  dièdre  FABC 
(^fig»  262)  peut  encore  se  désigner  par  di.  AB. 

Un  plan  qui  passe  suivant  l'arête  d'un  angle  dièdre ,  et 
le  partage  en  deux  angles  dièdres  égaux  ,  se  nomme  plan 
bissecteur. 

Lorsque  les  deux  faces  d'un  angle  dièdre  sont  des  plans 
perpendiculaires  entre  eux ,  cet  angle  dièdre  est  dit  droit 
ou  rectangle.  Tous  les  angles  dièdres  droits  ou  rectangles 
sont  évidemment  égaux  entre  eux. 

Lorsque  l'angle  de  deux  plans  n'est  pas  droit ,  ces  plan& 
sont  obliques  l'un  à  l'autre,  et  l'angle  dièdre  est  dît  oWi- 
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çiiangle.  11  est  aigu  s'il  est  plus  petit  qu'un  angle  dièdre 
droit,  et  obtiis  s'il  est  plus  grand. 

De  même  que  Ton  a  pris  Fangle  plan  droit  pour  unité 
des  angles  plans  (p?  19) ,  on  prend  de  même  l'angle  dièdre 
rectangle  pour  unité  des  angles  dièdres. 

298.  Supposons  que,  par  un  point  I,  pris  sur  l'arête 
AB  de  l'angle  dièdre  CBAF  (Jig*  262),  on  élève  deux 
perpendiculaires  à  cette  arête,  l'une,  IH,  située  dans  le 
plan  AD,  et  l'autre,  IK,  située  dans  le  plan  AF-,  il  en 
résultera  un  angle  plan  HIK,  que  l'on  nomme  V angle 
plan  correspondant  à  l'angle  dièdre  AB.  En  général ,  on 
appelle  angle  plan  correspondant  à  un  angle  dièdre 
l'angle  formé  par  deux  perpendiculaires  à  l'arête ,  menées 
par  un  de  ses  points ,  et  situées  respectivement  dans  cha- 
cune des  deux  faces. 

Réciproquement ,  pour  avoir  l'angle  dièdre  correspon- 
dant à  un  angle  plan  HIK  (  fig.  262) ,  il  suffit  d'élever, 
par  le  sommet  I  de  cet  angle  ,  une  perpendiculaire  AB 
à  son  plan ,  et  de  mener  deux  plans ,  l'un  par  la  droite  AB 
et  par  le  côté  IH ,  l'autre  par  la  même  droite  AB  et  par  le 
côté  IK. 

L'angle  plan  correspondant  à  un  angle  dièdre  a  la 
même  valeur  pour  tous  les  points  de  l'arête 5  car,  si  Ton 
élève,  par  chaque  point  de  l'arête  AB,  une  perpendicu- 
laire àan§  le  plan  AD  et  une  perpendiculaire  dans  le  plan 
AF,  tous  les  angles  plans  qui  en  résultent  ont  leurs 
côtés  parallèles  et  dirigés  dans  le  même  sens,  chacun 
à  chacun,  et  par  conséquent  sont  égaux  (n°  277). 

A  des  angles  plans  égaux  entre  eux ,  HIK  et  H'I'K' 
(yîg".  262),  correspondent  des  angles  dièdres,  AB  et  A'B', 
égaux  entre  eux  ;  car,  si  l'on  fait  coïncider  les  angles 
HIK  et  Hl'K',  les  arêtes  AB  et  A'B',  qui  sont  perpendi- 
culaires aux  plans  de  ces  angles,  coïncident  aussi  (n®  250), 
et,  par  conséquent,  les  deux  plans  AD  et  A'D'  se  confon- 
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(lent,  ainsi  que  les  deux  plans  AF  et  A'F'.  Il  résulte  de  là 
C[u'à  un  angle  plan  double ,  triple ,  quadruple  ,  etc. ,  cor- 
respond un  angle  dièdre  double,  triple,  quadruple,  etc* 
Deux  plans  ^  ACj  EG,  qui  se  coupent  suivant  une 
droite  KL  (^fig*  263)  ,  déterminent  quatre  angles  diè- 
dres, AKLG,  DKLG^  DRLF,  ARLF,  auxquels  on  donne 
les  mêmes  noms  qu'aux  angles  plans  MOP,  NOP,  NOQ, 
MOQ ,  qui  leur  correspondent ,  avec  cette  seule  diffé- 
rence 5  qu'on  appelle  angles  dièdres  opposés  par  V arête 
ceux  qui  ont  pour  angles  plans  correspondants  des  angles 
opposés  par  le  sormtnet. 

299.  On  appelle  angle  solide  ou  angle  polyèdre  l'es- 
pace indéfini  compris  entre  plusieurs  plans  qui  se  cou- 
pent en  un  même  point  9  {fig-  264)* 

Ce  point  se  nomme  le  sommet  de  l'angle  polyèdre  \  on 
nomme  faces  les  angles  plans  ASB ,  BSC ,  GSD , . . . ,  qui 
le  comprennent  \  l'ensemble  de  ces  faces  forme  la  5u/'- 
face  de  l'angle  polyèdre,  et  leurs  intersections  deux  à 
detix,  SB,  se,  SD,...,  en  sont  les  an^tes.  On  voit  que 
chaque  arête  sert  en  même  temps  de  côté  à  deux  faces 
contiguës,  et  que,  dans  un  angle  polyèdre,  il  y  a  autant 
d'angles  dièdres  que  de  faces. 

Un  angle  polyèdre  se  désigne  ordinairement  par  la 
lettre  de  son  sommet,  après  laquelle  on  énonce  les  letlr(;s 
qui  représentent  respectivement  un  point  de  chaque  arête. 
Lorsqu'un  angle  polyèdre  est  isolé,  on  peut  se  contenter 
de  le  désigner  simplement  par  la  lettre  dé  son  soinmet. 

Un  angle  polyèdre  est  dit  régulier  lorsqu'il  a  toutes  ses 
faces  égales  et  tous  ses  angles  dièdres  égaux.  On  nomme 
plan  diagonal  tout  plan,  tel  que  ASC  ou  ASD,  mené 
par  deux  arêtes  qui  n'appartiennent  pas  à  la  même  face. 

300.  On  distingue  les  angles  polyèdres  par  le  nombre  de 
leurs  faces  :  celui  qui  a  trois  faces  s'appelle  angle  trièdre^ 
celui  qui  en  a  quatre  est  un  angle  tétraèdre;  celui  qui  en 

18 
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a  cinq  est  uu  angle  pentaèdre,  etc.  On  voit,  diaprés 
cela  9  qae  Tangle  trièdre  est  le  plus  simple  des  angles 
polyèdres. 

Un  angle  trièdre  S  {fig*  a65) ,  dont  dew  faces ,  ASC  ^ 
BSC,  sont  égales  entre  elles,  est  appelé  angle  trièdre 
isoèdre;  on  nomme  base  la  face  ASB  inégale  aux  deux 
autres  ,  et  Ton  appelle  arête  culminante  et  angle  dièdre 
culminant  l'arête  et  Tangle  dièdre  opposés  à  la  base. 

Un  angle  polyèdre  de  plus  de  trois  faces  peut  avoir  un  ou 
plusieurs  angles  dièdres  rentrants  ;  dans  ce  cas ,  il  est  con- 
cave. Si  tous  ses  angles  dièdres  sont  saillants,  il  est  convexe. 

Au  moyen  d*un  nombre  convenable  de  plans  diago- 
naux, tout  angle  polyèdre  convexe  peut  se  décomposer 
en  autant  d'angles  trièdres  qu'il  a  de  faces,  moins  deux, 

301  •  Lorsque  deux  angles  trièdres ,  quelle  que  soit 
d'ailleurs  leur  position  dans  l'espace  l'un  à  l'égard  de  l'au- 
tre, peuvent  être  placés  de  telle  sorte  que,  leurs  sommets 
ayant  été  amenés  au  même  point  S  {fig'  266),  tes  arêtes 
SA',  SB',  SC',  du  second,  soient  les  prolongements  des 
arêtes  SA,  SB,  SC  ,  du  premier ,  ces  deux  angles  trièdres 
sont  dits  symétriques  entre  eux,  ou  simplement  symétrî-' 
gués.  Les  faces  A'SB',  A'SC,  B'SC,  du  second,  sont  respec- 
tivement égales,  comme  angles  opposés  par  le  sommet ,  aux 
faces  ASB,  ASC,  BSC  ,  du  premier,  mais  disposées  d'une 
manière  inverse;  et  les  angles  dièdres  SA',  SB',  SC,  du 
second,  sont  aussi  respectivement  égaux  aux  angles  dièdres 
SA ,  SB,  SC ,  du  premier ,  mais  inversement  disposés.  Il 
est  facile  de  voir  que  trois  angles  plans  donnés  ne  peuvent 
être  disposés,  pour  fornïer  un  angle  trièdre,  que  de  l'une 
de  ces  deux  manières;  d*où  il  résulte  qu'un  angle  trièdre 
ne  peut  avoir  qu'un  seul  symétrique ,  et  que  deux  angles 
trièdres  symétriques  ne  sauraient  coïncider. 

Deux  angles  polyèdres  quelconques  sont  dits  symétrie 
ques  lorsqu'ils  peuvent  se  décomposer,  au  moyen  de  plans 
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cliagonaux,  en  un  même  nombre  d'angles  trièdres  symé- 
triques chacun  à  chacun ,  et  inversement  disposés  les  uns 
par  rapport  aux  autres. 

§  IL  —  Des  aigles  dièdres. 
Théorème  I. 

308.  Deux  angles  dièdres  quelconques,  CABF  j  CABF', 
sont  proportionnels  à  leurs  angles  plans  correspondants, 
HIK,  HIK',  ou  aux  arcs,  HK,  HK',  qui  sentent  de  me* 
sure  à  ces  angles  (fig.  267). 

Plaçons  les  deux  angles  dièdres  de  manière  qu'ils  aient 
une  face  commune  ABCD,  et  supposons  que  Ton  ait  par- 
tagé, par  des  droites  Ip^lq^  Ir,...  Tangle  HIK  en  un  nom- 
bre m  de  parties  égales ,  m  pouvant  être  pris  aussi  grand 
que  l'on  voudra.  L'angle  HIK'  contiendra  un  certain  nom- 
bre de  ces  parties ,  soit  exactement ,  soit  avec  un  reste ,  et , 
si  l'on  mène  des  plans  par  l'arête  AB  et  par  chacune  des 
lignes  de  division  Ip^  ly,  Ir^...  de  l'angle  HIK,  l'angle 
dièdre  CABF  se  trouvera  partagé  en  m  parties  égales 
(n*^298)*  Or,  quel  que  soit  m,  il  est  visible  que  l'angle  diè- 
dre CABF'  contiendra  toujours  autant  de  parties  de  l'angle 
dièdre  CABF  que  Pangle  plan  HIK^  correspondant  du  pre- 
mier, contiendra  de  parties  de  l'angle  plan  HIK,  corres* 
pondant  du  second.  Donc  on  aura  (n*^  13)  la  proportion 

CABF  :  CABF'  ::  hik  :  hik', 

ou 

GABF  :  CABF'  ::  arcHK  :  arcHK'. 

Théorème  IL 

303.  Un  angle  dièdre,  CABF,  a  la  même  mesure  que 
l'angle  plan,  HIK  ,  qui  lui  correspond  (fig.  267). 

Supposons,  en  effet,  que  l'angle  dièdre  CABF'  soit 
rectangle,  et  que  l'angle  HIK  soit  Tangle  plan  correspon- 
dant à  cet  angle  dièdre.  La  comparaison  des  deux  angles 

18. 
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dièdres  CABF  et  CABF  nous  donnera ,  en  vertu  du  théo^ 
rème  précédent ,  la  proportion 

CABF  :  CABF'  ::  hir  :  hik'. 

Or,  l'angle  plan  droit  étant  l'unité  des  angles  plan» 
(p?  19),  et  l'angle  dièdre  rectangle  étant  l'unité  des  angles 
dièdres  (n°  297),  on  a ,  en  représentant  l'unité  des  angles 
plans  par  i"*P"  et  l'unité  des  angles  dièdres  par  i**"*",  et 
oTwervant  d'ailleurs  que  l'angle  HIK' est  droit,  HIK'=  i*'^' 
et  CABF'  =  i'*^'.  La  proportion  ci-dessus  devient  donc 

CABF  :  !••*•  ::  HIK  :  i»*p-; 

ce  qui  fait  voir  que  l'angle  dièdre  CABF  se  compose  avec 
l'unité  des  angles  dièdres  comme  l'angle  plan  HIK  se  com- 
pose avec  l'unité  des  angles  plans,  ou ,  en  d'autres  termes ^ 
que  la  valeur  numérique  de  l'angle  dièdre  CABF  est  la 
même  que  la  valeur  numérique  de  l'angle  plan  correspon- 
dant HIK.  Donc  l'angle  dièdre  CABF  a  pour  mesure  l'angle 
plan  HIK  qui  lui. correspond,  ou  plutôt  l'arc  HK ,  com- 
pris entre  les  côtés  de  cet  angle ,  et  décrit  de  son  sommet 
comme  centre. 

Corollaire.  —  D'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  les 
angles  dièdres  doivent  jouir,  en  général ,  des  mêmes  pro- 
priétés que  leurs  angles  plans  correspondants.  Donc, 
i^  lorsque  deux  plans  se  coupent,  la  somme  des  angles 
dièdres  adjacents ,  d'un  même  côté  de  l'un  des  deux 
plans,  est  égale  à  deux  angles  dièdres  droits,  et  les 
angles  dièdres  opposéi  par  V arête  sont  égaux  ^  2?  lors- 
que  deux  plans  parallèles  sont  coupés  par  un  troisième 
plan ,  les  angles  dièdres  alternes-internes,  ou  correspon- 
dants, ou  ahemes-^xtemes ,  sont  égaux,  et  les  angles 
dièdres  internes  d'un  mêm^e  côté,  ou  externes  d'un  même 
cété,  sont  supplémentaires, 

ScoLiE.  —  Deux  plans  ne  sont  pas  nécessairement  pa- 
rallèles lorsque,  étant  coupés  par  un  troisième  plan,  ils 
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ferment  avec  ce  troisième  plan  des  angles  dièdres  al- 
ternes-internes ,  ou  correspondants ,  ou  alternes-externes^ 
égaux  entre  eux  ;  car ,  si  Ton  trace  dans  un  plan  quel- 
conque deux  droites  qui  ne  soient  point  parallèles ,  et  que 
Ton  mène  par  ces  droites  deux  plans  également  inclinés 
vers  le  même  <;ôté  du  premier,  il  est  évident  que  ces  deux 
plans  ne  seront  point  parallèles  entre  eux* 

Théorème  IIL 

304.  Lorsqu'un  plan  y  AP,  dis^ise  un  angle  dièdre^ 

MABN,  en^deux  parties  égales,  tout  point  C,  situé  sur 

le  plan  bissecteur  AP,  est  également  distant  des  deux 

faces  de  cet  angle  dièdre,  et  tout  point  D,  situé  hors 

du  plan  bissecteur,  est  inégalement  distant  des  mêmes 

faces  (fig.  268). 

i**.  Abaissons  du  point  C ,  sur  les  deux  faces  AM  et  BN 
de  l'angle  dièdre  donné ,  les  perpendiculaires  CE  et  CF  ; 
menons  un  plan  par  ces  deux  perpendiculaires ,  et  soient 
GE,  GF,  GC,  les  intersections  des  trois  plans  AM,  BN, 
AP,  par  ce  plan.  Cela  posé,  le  plan  GECF,  étant  perpen- 
diculaire aux  deux  plans  AM  et  BN  (n°  269) ,  l'est  aussi 
à  leur  intersection  AB  (n^  271)5  d'où  il  suit  que  AB  est 
perpendiculaire  aux  trois  droites  GE,  GF,  GC,  et  que, 
par  conséquent ,  les  angles  dièdres  MABQ  et  PABN  ont 
respectivement  pour  correspondants  les  angles  plans  CGE 
et  CGF  (n*'  298).  Mais  ces  deux  angles  dièdres  sont  égaux, 
par  hypothèse  ;  les  deux  angles  plans  CGE  et  CGF  le  sont 
donc  aussi.  Donc  les  deux  triangles  rectangles  CEG  et  CFG 
sont  égaux  (n^  103,  corolL)  \  donc  on  a  CE  =  CF. 

2**.  Du  point  D,  situé  hors  du  plan  bissecteur  AP, 
abaissons  sur  les  faces  AMetBN  les  deux  perpendiculaires 
DH  et  DF5  menons  un  plan  par  ces  deux  perpendiculaires, 
et  soient  GH  et  GF  les  intersections  des  deux  faces  de 
l'angle  dièdre  par  ce  plan  -,  enfin  du  point  C ,  où  DF  ren-^ 
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contre  le  plan  bissecteur,  abaissons  sur  le  plan  AM  la 
perpendiculaire  CE,  qui  sera  dans  le  plan  DFGH,  et  me- 
nons DE  :  nous  aurons  alors  DH  <CDE,  et,  à  plus  forte 
rais(m ,  DH  <C  DC  -4-  CE.  Or  nous  venons  de  dânontrer 
que  CE  est  égal  à  CF  ;  donc  on  a 

DH  <  DC  +  CF       ou      DH  <  DF. 

Réciproque.  —  i°.  Tout  point  situé  dans  un  angle 
dièdre  y  et  également  distant  de  ses  deux  faces  ^  doit  se 
troui^er  dans  le  plan  qui  partage  cet  angle  dièdre  en 
deux  parties  égales^  car,  s'il  était  hors  de  ce  plan,  il  se-^ 
rait  inégalement  distant  des  deux  faces, 

a**.  Tout  point  inégalement  distant  des  deux  faces 
d*un  angle  dièdre  est  situé  hors  du  plan  qui  partage 
cet  angle  dièdre  en  deux  parties  égales;  car,  s^il  était 
dans  ce  plan,  il  serait  également  distant  des  deux  faces. 

Corollaire,  —  Si  trois  points  y  non  en  ligne  droite, 
sont  respectii^ement  à  égale  distance  des  deux  faces  d^un 
angle  dièdre,  le  plan  mené  par  ces  trois  points  diwe 
cet  angle  dièdre  en  deux  parties  égales  ;  car,  d'après  ce 
qui  vient  d'être  dît,  chacun  de  ces  points  doit  se  trouver 
sur  le  plan  bissecteur, 

Théorème  IV. 

30$.  Si  d'un  point  O,  pris  dans  l'intérieur  d'un  angle 

dièdre,  MABN,  on  abaisse  des  perpendiculaires,  OC  et 

OD,  sur  les  deux  faces,  l'angle  COD  de  ces  deux  perpen-^ 

diculaires  est  le  supplément  de  l'angle  dièdre  (fig.  269). 

Menons  un  plan  par  les  deux  perpendiculaires  OC  et 

OD,  et  soient  CE  et  DE  les  intersections  des  deux  faces 

AMet  BNpar  ce  plan.  JHq^^  1^  P*^^  ECOD,  passant  par 

deux  droites   respectîvenxeni;  perpendiculaires  aux  deux 

i>iaiï5  4iJf^^^jV,  estJui..,j^A       perpendiculaire  à  ces  deux 

P^'^^  (iio^p^^  et,  par  ^ot,,^  et^h  1'^^^  ^^«^^  ^  ^^^^  '''''''^ 
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section  AB(n^  271).  Il  suit  de  là  que  AB  est  perpendicu* 
laire  à  la  fois  aux  deux  droites  CE  et  DE ,  et  que ,  par  con- 
séquent, l'angle  plan  CED  mesure  Tanglc  dièdre  proposé 
(n^'  303).  Or  le  quadrilatère  CODE  est  rectangle  en  C 
et  en  D  :  donc  Tangle  COD  est  le  supplément  de  Tangle 
CED.  Donc,  etc. 

§  III.  ^-  Ses  «Bgles  trièdres. 
Theohème  V. 

306.  Si  d'un  point  O,  pris  dans  Vintérieur  d'un  angle 
tnèdrCy  SABC ,  on  abaisse  des  perpendiculaires  y  OP, 
OQ,  OR,  sur  ses  faces  y  ASB,  ASC,  BSC,  et  que  Von 
mène  des  plans  suiv^ant  ces  perpendiculaires  prises  deux 
à  deux  3  ces  plans  déterminent  un  second  angle  trièdre, 
OPQR ,  dont  les  faces  sont  les  suppléments  respectifs 
des  angles  dièdres  du  premier  y  et  dont  les  angles  dièdres 
sont  les  suppléments  de  ses  faces  (fig.  270). 

Les  faces  de  l'angle  trièdre  OPQR  sont  les  angles 
POQ,  POR,  QOR ,  et,  comme  leurs  côtés,  OP,  OQ,  OR, 
sont,  par  hypothèse,  perpendiculaires  aux  faces  ASB, 
ASC ,  BSC ,  ces  angles  sont ,  d'après  le  théorème  précé- 
dent ,  les  suppléments  des  angles  dièdres  SA,  SB,  SC. 

Si  l'on  observe  maintenant  que  le  plan  POQ  est  per- 
pendiculaire à  la  fois  aux  deux  faces  ASB  et  ASC  (n^269), 
et*,  par  conséquent,  perpendiculaire  à  leur  intersection  SA 
(n°  271),  on  voit  que  l'arête  SA  ,  de  l'angle  trièdre  SABC  , 
est  perpendiculaire  à  la  face  POQ  ,  de  Tangle  trièdre 
OPQR.  Par  une  raison  semblable ,  les  arêtes  SB  et  SC ,  de 
l'angle  trièdre  SABC  ,  sonjt  respectivement  perpendicu- 
laires aux  faces  POR  et  QOR,  de  l'angle  trièdre  OPQR. 
Donc ,  en  vertu  de  la  première  partie  du  théorème ,  les 
faces  de  l'angle  trièdre  SABC  sont  les  suppléments  respec- 
tifs des  angles  dièdres  de  l'angle  trièdre  OPQR,  ou,  rcci- 
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proquemcut,  les  angles  dièdres  de  Tangle  irièdreOPQR 
sont  les  suppléments  respectifs  des  faces  de  Tangle  trièdre 
SABC.  Donc,  etc. 

ScoLiE.  —  A  cause  des  propriétés  <|ui  viennent  d'être 
démontrées,  les  deux  angles  trièdres  SABC  et  OPQR  sont 
dits  supplémentaires  Tunde  l'autre. 

Théorème  VI. 

307.  Dans  tout  angle  trièdre,  SABC,  une  face  quel-- 
conque  y  ASB,  est  plus  petite  que  la  somme  des  deux 
autres,  ASC ,  BSC ,  et  en  même  temps  plus  grande  que 
leur  différence  (fig.  271). 

i^.  Faisons,  dans  le  plan  ASB,  un  angle  ASD  ^al  à 
Tangle  ASC  ;  menons  à  volonté ,  dans  le  même  plan ,  la 
droite  ADB ,  et,  après  avoir  pris  SC  égal  à  SD ,  joignons  le 
point  C  aux  deux  points  A  et  B.  Nous  avons  alors  deux 
triangles ,  SAD,  SAC ,  qui  ont  le  côté  SA  commun:  comme 
le  côté  SD  est  d'ailleurs  égal  au  côté  SC ,  et  que  l'angle 
ASD  est  égal  à  l'angle  ASC ,  ces  deux   triangles  sont 
égaux  (n°202),  et,  par  conséquent ,  le  côté  AD  est  égal 
au  côté  AC.  Mais,  AD  etDB  étant  en  ligne  droite,  on  a 
AD-hDB<AC  +  CB  \  d'où  il  résulte,  en  ôtant  d'une 
part  AD,  et  de  l'autre  AC,  qui  lui  est  égal ,  DB<CB.  Dans 
les  deux  triangles  SDB  et  SCB,  qui  ont  deux  côtés  égaux 
chacun  à  chacun ,  savoir ,  SD  égal  à  SC  et  SB  commun , 
le  troisième  côté ,  DB,  du  premier  est  donc  plus  petit  que 
le  troisième  côté,  CB,  du  second,  et  l'on  a,  par  conséquent, 
DSB<CSB  (n^  106,  récipr.).  Ajoutant  ASD  au  premier 
membre  de  cette  inégalité,  puis  ASC,  qui  est  égal  à  ASD, 
au  second  membre,  et  observant  que  la  somme  des  deux  an- 
gles ASDet  DSBn'cstautrechosequeraugle  ASB,  on  trouve 

ASB  <  ASC  ■+■  BSC. 
•i«.  Chacune  des  faces  d'un  angle  trièdre  étant  phis 


••<^- 
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petite  que  la  somme  des  deux  autres,  on  a,  en  considé- 
rant la  face  ASC ,  que  nous  supposerons  plus  grande  que 
la  face  BSC ,  l'inégalité  ASB  +  BSC  >  ASC  -,  d'où  il  ré- 
sulte, en  retranchant  BSC  des  deux  membres, 

ASB  >  ASC  —  BSC. 

Corollaire  I.  —  Si  Ion  mène,  par  le  sommet  S  d'un 
angle  trièdre  SABC,  une  droite  SD  entre  les  faces  de 
cet  angle  trièdre ,  et  que  Von  fasse  passer  par  cette  droite 
deux  plans  qui  aboutissent  aux  deux  côtés  d'une  même 
face  ASB,  la  somme  des  angles  plans  y  ASD,  BSD,  qui  en 
résultent  y  est  moindre  que  la  somme  des  deux  autres 
faces  ASC  et  BSC  (fig.  272). 

Car,  en  prolongeant  le  plan  ASD ,  par  exemple ,  jusqu'à 
la  rencontre  de  la  face  BSC  suivant  une  droite  SE ,  on  a , 
d'après  ce  qui  vient  d'être  démontré , 

ASD  -4-  DSE  <  ASC  -h  CSE  , 
DSB  <  DSE  -h  ESB  ; 

et ,  en  ajoutant  ces  deux  inégalités  membre  à  membre  , 
j?etranchant  DSE  des  deux  membres  du  résultat ,  et  obser- 
vant que  CSE  -J- ESB  n'est  autre  chose  que  BSC ,  il  vient 

ASD -h  BSD  <  ASC -h  BSC. 

Corollaire  U.  —  La  somme  de  deux  angles  plans , 
ASB ,  CSD,  ayant  leurs  sommets  au  même  point  S , 
mais  du  reste  entièrement  isolés  dans  l'espace ,  est  moin- 
dre que  la  somme  des  angles,  ASD ,  BSC,  compris  dans 
tes  plans  qui  joignent  en  croix  leurs  côtés  (fîg.  273). 

Car,  en  supposant  que  la  droite  SO  soit  l'intersection 
des  deux  plans  ASD  et  BSC ,  on  a 

ASB<AS0-4-0SB, 
CSD  <  DSO -f- ose  ; 

d'où  il  résulte,  en  ajoutant  membre  à  membre  et  ré- 
duisant, 

ASB  -f-  CSD  <  ASD  H-  BSC. 
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Théorème  VII. 

308.  Dans  tout  angle  trièdre,  SABG ,  la  somme  des 
trois  faces  est  moindre  que  quatre  angles  droits  (fig.  274). 

Soient  AB,  AC ,  BC ,  les  intersections  des  faces  de  Fan- 
gle  trièdre  SABC  par  an  plan  qui  coupe  les  trois  arêtes. 
Prenons  un  point  O  dans  Tintérieur  du  triangle  ABC ,  et 
joigoonfr-le  aux  trois  sommets  de  ce  triangle.  Nous  aurons 
ainsi  trois  triangles,  ayant  respectivement  pour  bases  les 
trois  droites  AB,  AC,  BC,  et  le  point  O  pour  sommet 
commun,  puis  trois  autres  triangles,  ayant  les  mêmes 
bases ,  et  dont  les  sommets  seront  situés  au  point  S.  Cela 
pose,  la  considération  des  trois  angles  trièdres  ABCS, 
BACS,  CABS,  nous  donnera  successivement,  en  vertu 
du  théorème  précédent , 

BAC  ou  BAO  -h  OAC  <  BAS  4-  SAC, 
ABC  ou  ABO  4-  OBC  <  ABS  +  SBC, 
ACB  ou  ACO  -♦-  OCB  <  ACS  4-  SCB, 

et,  en  ajoutant  ces  trois  inégalités  membre  à  membre,  il 
nous  viendra 

BAO-f-ABO-f-ACO-f-OAC-h. .  .<BAS-|-ABS-f-ACS-+-SAC-f-. . .  ; 

ce  qui  fait  voir  que ,  dans  les  triangles  qui  ont  leur  som- 
met en  O,  la  somme  des  angles  adjacents  à  la  base  est 
plus  petite  que  la  somme  des  angles  adjacents  à  la  base 
dans  les  triangles  qui  ont  leur  sommet  en  S.  Donc,  comme 
les  premiers  sont  en  même  nombre  que  les  derniers ,  et 
que,  par  conséquent,  la  somme  de  tous  les  angles  est  la 
même  dans  les  uns  et  dans  les  autres ,  il  faut  nécessaire- 
ment que  la  somme  des  angles  en  S  soit  moindre  que  la 
somme  des  angles  en  O.  Or  cette  dernière  somme  est  égale 
à  quatre  angles  droits  (n°  23).  Donc  la  somme  des  angles 
en  S  est  moindre  que  quatre  angles  droits.  « 


SEC0I9DE    PARTIE.    CHÀPITKE    DEUXIÈME.  a83 

Théorème  YIII. 

309.  Dafis  tout  angle  trièdre,  la  somme  des  angles 
dièdres  est  plus  grande  que  deux  droits  et  en  même  temps 
plus  petAe  que  six  droits. 

En  effet,  la  somme  des  angles  dièdres  d'un  angle  trié* 
dre ,  augmentée  de  la  somme  des  faces  de  son  angle  trièdre 
supplémentaire ,  est  égale  à  six  angles  droits  (n^  306).  Or, 
d'après  ce  que  nous  venons  de  voir  dans  le  théorème  pré- 
cédent ,  celte  dernière  somme  est  comprise  entre  o**  et  4**« 
Donc  la  première  est  comprise  entre  2**  et  6^. 

ScoLiE.  —  Un  angle  trièdre  peut  avoir  deux  et  même 
trois  angles  dièdres  droits  :  celui  qui  n'a  qu'un  angle 
dièdre  droit  est  dit  rectangle  y  celui  qui  en  a  deux  est  dit 
birectanghy  et  l'on  appelle  angle  trièdre  trirectangle 
celui  qui  en  a  trois. 

Théorème  IX. 

310.  Deux  angles  trièdres  y  SABC^SA^B!Ci\  sont  égaux 
lorsqu'ils  ont  un  angle  dièdre  égal  y  di.  SÂ  =  di.  S'A', 
compris  entre  deux  faces  y  ASB  et  ASC  ,  A'S'B'  et  f^SIG^i 
égales  chacune  à  chacune^  et  semblablement  disposées 
(fig.  275). 

Appliquons  la  face  A'S'B'  sur  la  face  ASB,  qui  lui  est 
égale.  G)mme  l'angle  dièdre  S'A'estégal  à  l'angledièdreSA , 
la  face  A'S'C  se  placera  sur  la  face  ASC,  et,  puisque  ces 
deux  faces  sont  égales  entre  elles,  l'arête  S^C  coïncidera 
avec  l'arête  SC.  Donc  les  deux  aogles  trièdres  coïncide- 
ront. Donc,  etc. 

ScoLiB.  —  Si  la  disposition  des  faces  A'SIB^  et  A'S^C 
était  inverse  de  la  disposition  des  faces  ASB  et  ASC 
(fg.  276),  les  deux  angles  trièdres  SABC  et  S'A'B'C  ne 
pourraient  plus  coïncider.  Mais  alors,  si  nous  construi- 
sions l'angle  trièdre  S A"B"C",  syme'trique  de  l'angle  trièdre 
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SABC  (n«301),  les  deux  angles  irièdres  S'A'B'C  et  SA"B"C' 
auraient  un  angle  dièdre  égal ,  di.  S'A'=  di.  SA",  compris 
entre  deux  faces  égales ,  chacune  à  chacune ,  et  seinblahle- 
ment  disposées ,  savoir  A'ST8'=  A"SB"  et  A'S'C'=  A"SC', 
par  conséquent,  ces  deux  angles  trièdres  seraient  égaux. 
Donc ,  si  deux  angles  trièdres  ont  un  angle  dièdre  égal 
compris  entre  deux  faces  égales  chacune  à  cluicune, 
mais  ini^ersement  disposées,  ces  deux  angles  trièdres  sont 
symétriques. 

Théorème  X. 

311.  Deux  angles  trièdres,  SABC,  S'A'B'C,  sont 
égaux  lorsqu'ils  ont  une  face  égale,  ASB  =  A'S'B', 
adjacente  à  deux  angles  dièdres,  di.  SA  et  di.  SB,  di.  S'A' 
et  di.  S'B',  égaux  chacun  à  chacun,  et  semhlablement 
disposés  (fig.  2^5). 

Appliquons  la  face  A'S'B'  sur  la  face  ASB,  qui  lui  est 
égale.  Comme  Tangle  dièdre  S'A'  est  égal  à  Taxigle  dièdre 
SA ,  la  face  A'S'C  '  se  placera  sur  la  face  ASC ,  et,  par  con- 
séquent, Taréte  S'C  tombera  dans  le  plan  ASC.  De  même, 
comme  l'angle  dièdre  S'B'  est  égal  à  l'angle  dièdre  SB  ,  la 
face  B'S'C  se  placera  sur  la  face  BSC ,  et,  par  conséquent, 
l'arête  S'C  tombera  dans  le  plan  BSC.  Or  l'arête  S'C, 
devant  se  trouver  en  même  temps  dans  le  plan  ASC  et  dans 
le  plan  BSC ,  coïncidera  nécessairement  avec  Tintersec- 
tion  se  de  ces  deux  plans.  Donc  les  deux  angles  trièdres 
SABC  etS'A'B'C  coïncideront.  Donc,  etc. 

ScoLiE.  —  Si  la  disposition  des  angles  dièdres  S'A'  et 
S'B'  était  inverse  de  celle  des  andes  dièdres  SA  et  SB  ,  on 
verrait,  comme  dans  le  théorème  mécéàenl ,  que  les  deux 
angles  trièdres  seraient  sym^^^*    ^ 

312.   Deux  angles  triA.        ^^'  ^^^^',  ^««^ 
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égaux  lorsqu'ils  ont  leurs  faces  égales,  chacune  à  cha^ 
cune,  et  disposées  de  la  même  manière  (fig.  s^S). 

Si  deux  faces,  ASB,  ASC,  de  l'angle  trièdre  S  étaient 
des  angles  droits  ,  ainsi  que  les  faces  correspondantes  , 
A'S'B',  A'S'C,  de  l'autre  angle  trièdre  S',  l'égalité  serait 
évidente  ^  car  alors,  les  arêtes  SA  et  S'A'  étant  respective- 
ment perpendiculaires  aux  plans  BSC  et  B'S'C  (n^  ^9)  9 
ces  deux  angles  trièdres  auraient  à  la  fois  leurs  faces 
égales  et  leurs  angles  dièdres  égaux,  chacun  à  chacun, 
et  par  conséquent ,  étant  superposés ,  ils  coïncideraient. 
Nous  supposerons  donc  que ,  dans  chacun  des  deux  angles 
trièdres  S  et  S',  il  y  ait  au  moins  deux  faces ,  ASB  et  ASC , 
A'S'B'  et  A'S'C,  qui  ne  soient  pas  des  angles  droits. 

Cela  posé ,  par  un  point  quelconque  D ,  pris  sur  Taréte 
SA,  de  Tangle  trièdre  S,  élevons  à  cette  arête,  dans  les 
plans  ASB  et  ASC,  les  perpendiculaires  DE  et  DF.  Puisque 
les  deux  angles  ASB  et  ASC  ne  sont  pas  droits,  ces  perpen- 
diculaires rencontreront  nécessairement  les  arêtes  SB  et 
se  :  soient  E  et  F  les  points  d'intersection.  Prenons  sur 
Farête  S'A',  de  l'angle  trièdre  S',  une  longueur  S'D'  égale 
k  SD,  et  menons  à  cette  arête,  dans  les  plans  A'S'B'  et 
A'S'C,  les  perpendiculaires  DTE'etD'F',  qui  rencontre- 
ront en  E'  et  F'  les  arêtes  S'B'  et  S'C  II  résulte  de  l'hy- 
pothèse ,  et  des  constructions  que  nous  venons  de  faire , 
que  les  deux  triangles  rectangles  S'D'E'  et  S'iyF'  sont 
respectivement  égaux  aux  deux  triangles  rectangles  SDE 
et  SDF  (n°  103,  corolL)  ,  et  que  ,  par  conséquent ,  les 
distances  S'E'  et  S'F'  sont  respectivement  égales  aux 
distances  SE  et  SF.  Donc,  en  menant  EF  et  E'F',  nous 
aurons  deux  triangles,  SEF,  S' E'F',  qui  auront  un  angle 
égal  compris  entre  deux  côtés  égaux  chacun  à  chacun ,  et 
qui ,  par  conséquent ,  seront  égaux  ^  d'où  il  suit  que  Ton  a 

E'F'  =  EF.- 
Mais,  les  deux  triangles  S'D'E'  etS'iyF'  étant  respective- 
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ment  égaux  aux  deux  triangles  SDEet  SDF ,  on  a  déjà 

D'E'  =  DE  et  lyF  =  DF. 

Donc  les  deux  triangles  DEF  et  lyET'  sont  égaux  (n®  lOÎJ), 
et,  par  conséquent,  TangleETyP'  est  égal  à  l'angle EEHF*. 
Or  Fangle  EDT'  est  l'angle  plan  correspondant  à  l'angle 
dièdre  S'A',  et  Tangle  EDF  est  Tangle  plan  correspondant 
à  r angle  dièdre  SA.  On  a  donc  (n«  298) 

di.  S'A'  =  di.  SA. 

On  voit  ainsi  que  les  deux  angles  trîèdres  SABC  et  S'A'B'C 
ont  un  angle  dièdre  égal  compris  entre  deux  faces  égales  ^ 
chacune  à  chacune,  et  disposées  de  la  même  manière.  Donc 
ces  deux  angles  trîèdres  sont  égaux  (n°  310),  Donc,  etc. 

ScoLiE.  —  Si  la  disposition  deft  faces  de  l'angle  trièdre 
S'A'B'C  était  inverse  de  celle  des  faces  de  Tangle  trièdre 
SABC,  ces  deux  angles  trièdres  seraient  symétriques 
l'un  de  l'autre. 

TnioRiufE  XII. 

313.  Deux  angles  trièdres  y  S  et  S',  sont  égaux  lors^ 
(juils  ont  leurs  angles  dièdres  égaux,  chacun  à  chacun, 
et  disposés  de  la  même  manière. 

Soient  T  et  T' les  angles  trièdres  supplémentaires  res- 
pectifs des  deux  angles  trièdres  S  et  S'.  Comme  les  deux 
angles  trièdres  S  et  S' ont  leurs  angles  dièdres  égaux  9  cha-^ 
cun  à  chacun  y  et  disposés  de  la  même  manière,  les  deux 
angles  trièdres  T  et  T'  ont  leurs  faces  égales ,  chacune 
à  chacune ,  et  disposées  dans  le  même  ordre  (n^  306)  : 
donc  ces  deux  angles  trièdres  sont  égaux  (n^312),  et  ils 
ont ,  par  conséquent ,  leurs  angles  dièdres  égaux,  cha-^ 
cun  à  chacun,  et  semblablement  disposés.  U  suit  de  là 
que  leurs  angles  trièdres  supplémentaires,  S  et  S\  ont 
leurs  faces  égales,  chacune  à  chacune,  et  disposées  de  la 
même  manière.  Donc  ces  deux  derniers  angles  trièdres 
sont  égaux.  Donc,  etc. 
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ScoLiB.  —  Si  la  disposition  des  angles  dièdres  de  Tangle 
trièdre  S' était  inverse  de  celle  des  angles  dièdres  de  Tangle 
trièdre  S,  ces  deux  angles  trièdres  seraient  symétriques 
entre  eux. 

Théorème  XIII. 

314.  Lorsque  deux  faces,  ASB,  ASC,  d*un  angle 
trièdre  S  sont  égales,  cliacune  à  chacune,  à  deux  faces, 
A'S'B',  A'S'C,  d'un  autre  angle  trièdre  S\  si  l'angle 
dièdre  SA ,  compris  par  les  premières,  est  plus  grand  que 
l'angle  dièdi^  S A\  compris  parles  dernières,  la  troisième 
face,  BSC,  du  premier  angle  trièdre  est  plus  grande  que 
la  troisième  face,  B'S'C,  du  second  (fig.  277,  ay8  et  279). 

Appliquons  la  face  A'S'B'  sur  la  face  ASB,  qui  lui  est 
égale.  Comme  l'angle  dièdre  S'A'  est  plus  petit  que  l'angle 
dièdre  SA ,  la  face  A'SG  tombera  au-dessous  de  la  face 
ASC ,  et  alors  il  pourra  se  présenter  trois  cas  :  ou  l'arête 
S'C  tombera  sur  une  droite  SC  située  en  dehors  de  Pangle 
trièdre  S  (fg*  2177)5  ou  elle  tombera  sur  une  droite  SC 
située  dans  le  plan  BSC  (fig>  278) ,  ou  enfin  elle  tom- 
bera sur  une  droite  SC  située  eh  dedans  de  l'angle  trièdre  S 

Dans  le  premier  cas  ijig'^jy)^  on  a  (n°  307,  coroll.  II), 
ASC  -MJSC>  ASC  H-  BSC"; 

d'où  il  résulte,  en  ôtant  d'une  part  ASC,  et  de  l'autre 
ASC,  qui  lui  est  égal,  BSC  >  BSC,  ou,  en  observant 
que  BSC  n'est  autre  chose  que  BSC,  BSC  > ESC 

Dans  le  second  cas  (  fig,  278  ) ,  on  a  évidemment 
BSC  >BSC,  ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  BSC>B'S'C'. 

Dana  le'troisîème]cas  (fig*  ^79)?  on  a  (n^  307,  coroll.  I) 

ASC  4-  BSC  >  ASC"  -h  BSC  '  ; 

d'où  il  résulte  BSC  >  BSC,  ou ,  ce  qui  est  la  même  chose  ^ 
BSOB'SC 
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Récipboqce. —  Lorsque  deux  faces ,  ASB,  ASC,  d'un 
angle  trièdre  S  sont  respectivement  égales  à  deux  faces , 
A'S'B',  A'S'C,  d'un  autre  angle  trièdre  S',  si  la  troisième 
face,  BSC ,  du  premier  angle  trièdre  est  plus  grande  que 
la  troisième  face ,  B'S'C,  du  second,  l'angle  dièdre  SA  , 
opposé  à  la  troisième  face ,  BSC,  du  premier,  est  plus 
grand  que  l'angle  dièdre  S'A',  opposé  à  la  troisième 
face,  WSG,  du  second. 

Cette  réciproque  se  démontre  par  le  même  raisonne- 
ment que  celle  du  n"  106. 

ScoLiE.  —  Au  moyen  de  cette  proposition  et  de  celle 
du  n"  306 ,  on  démontrerait  facilement  que ,  lorsque  deux 
angles  dièdres  d'un  angle  trièdre  sont  respectivement 
égaux  h  dens  angles  dièdres  d'un  autre  angle  trièdre ,  si  la 
face  adjacente  aux  deux  premiers  est  plus  grande  que  la 
face  adjacente  aux  deux  derniers ,  le  troisième  angle  dièdre 
du  premier  angle  trièdre  est  plus  grand  que  le  troisième 
angle  dièdre  du  second  ;  et  que ,  réciproquemen  t ,  lorsque 
deux  angles  dièdres  d'un  angle  trièdre  sont  respectivement 
égaux  à  deux  angles  dièdres  d'un  autre  angle  trièdre,  si 
le  troisième  angle  dièdre  du  premier  est  plus  grand  que  le 
troisième  angle  dièdre  du  second,  la  face  adjacente  aux 
deux  premiers  angles  dièdres  du  premier  est  plus  grande 
que  la  face  adjacente  aux  deux  premiers  angles  dièdres  du 
second. 

Théobème  XIV. 

315.  Leplan,SCTi,  mené  suivant  l'arête  culminante , 
se,  d'un  angle  trièdre  S,  et  suivant  la  bissectrice,  SD, 
de  sa  base,  est.  perpendiculaire  à  cette  base,  et  partage 
l'angle  dièdr-e,  ASCB,  qui  lui  est  opposé ,  en  deux  par- 
ties égales  (^^.  280). 

Ko  ellet ,  <j„  3  :il..rs  deux  angl.-s  t.  ièdrcs ,  SACD,  SUCD, 
■.|ni  mit  Inirs  liois  lart-s  égales  chatuiU^  »  i^liacuiic.  mais 
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inversement  disposées ,  et  qui  sont ,  par  conséquent ,  sy- 
métriques (n^  312 ,  scoL  )  \  d'où  il  suit  que  l'angle  dièdre 
ASDC  est  égal  à  Tangle  dièdre  BSDC ,  et  que  l'angle  diè- 
dre ASCD  est  égal  à  l'angle  dièdre  BSCD.  Donc  le  plan 
CSD  est  perpendiculaire  sur  la  face  ASB,  et  l'angle  diè- 
dre ASCB  est  partagé  en  deux  parties  égales. 

Réciproque.  —  Si  un  plan,  CSD,  est  perpendiculaire 
sur  une  des  faces  y  ASB,  d'un  angle  trièdre  S,  et  partage 
r angle  dièdre  opposé  à  cette  face  en  deux  parties  égales  y 
il  coupe  cette  même  face  suii^ant  sa  bissectrice,  et  l'angle 
trièdre  est  isoèdre  (fig.  280). 

En  effet,  les  deux  angles  trièdres  SACD  et  SBCD,  ayant 
une  face  commune,  CSD,  et  les  angles  dièdres  adjacents 
égaux  chacun  à  chacun,  mais  disp'osés  d'une  manière 
inverse,  sont  symétriques  (n°  311 ,  scoL).  Donc  l'angle 
plan  ASD  est  égal  à  l'angle  plan  BSD ,  et  la  face  ASC  est 
égale  à  la  face  BSC. 

Corollaire.  —  Dans  un  angle  trièdre  isoèdre,  dont 
l'arête  culminante  est  inclinée  sur  la  face  opposée,  le 
plan  mené  par  cette  arête,  perpendiculairement  à  la 
base,  coupe  cette  base  suii^ant  une  droite  <fui  la  partage 
en  deuxpaities  égales  ;  et  réciproquement,  le  plan  mené 
par  la  bissectrice  de  la  base  d'un  angle  trièdre  isoèdre, 
perpendiculairement  à  cette  base ,  passe  par  V arête  cul- 
minante, et  partage  V angle  dièdj^e  culminant  en  deux 
parties  égales* 

Théorème  XV. 

316.  Lorsque  deux  faces,  ASC,  BSC,  d'un  angle 
trièdre  S  sont  égales,  les  angles  dièdres  respeçtis^ement 
opposés  à  ces  faces,  di.  SB,  di.SA,  sont  égaux  (Gg,  280). 

D'un  point  quelconque  C ,  pris,  sur  l'arête  SC ,  abais- 
sons sur  le  plan  ASB  une  perpendiculaire  CD  -,  menons 
par  le  point  D ,  dans  ce  plan ,  les  droites  DA  et  DB  respec- 
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tivement  perpendiculaires  aux  arêtes  SA  et  SB,  et  joignons 
le  point  C  aux  deux  points  A  et  B.  Cela  posé,  les  deux 
droites  CA  et  CB  seront  perpendiculaires  aux  arêtes  SA  et 
SB  (n^  260),  et  nous  aurons  deux  triangles  rectangles, 
SAC,  SBC,  qui  seront  ^aux,  comme  ayant  l'hypoté- 
nuse se  commune  et  les  angles  aigus  ASC  et  BSC  égaux 
entre  eux  par  hypothèse  :  par  conséquent,  le  côté  AC  est 
égal  au  côté  BC.  Il  suit  de  là  que  les  deux  triangles  rec- 
tangles CD  A  et  CDB  ont  Thypoténuse  et  un  côté  de  l'angle 
droit  égaux  chacun  à  chacun  :  donc  ces  deux  triangles  ^ 
sont  égaux,  et,  par  conséquent,  l'angle  CAD  est  égal  à 
l'angle  CBD.  Or  les  deux  angles  CAD  et  CBD  sont  les 
angles  plans  correspondants  aux  angles  dièdres  SA  et  SB. 
Donc  ces  deux  angles' dièdres  sont  égaux. 

Réciproque.  —  Lorsque  deux  angles  dièdres  d'un  an^ 
gle  trièdj^  S,  di.  SA,  di.  SB,  sont  égaux,  les  faces  op" 
posées,  BSC,  ASC,  sont  aussi  égales  (iig.  280). 

En  effet ,  si  nous  faisons  la  même  construction  que  dans 
la  proposition  directe f* l'angle  plan  CAD,  correspondant 
à  l'angle  dièdre  SA,  sera  égal  à  l'angle  plan  CBD ,  corres- 
pondant à  l'angle  dièdre  SB ,  et  alors  les  deux  triangles 
rectangles  ACD  et  6CD,  ayant  un  côté  et  un  angle  aigu 
égaux  chacun  à  chacun,  seront  égaux;  par  conséquent, 
le  côté  CA  sera  égal  au  côté  CB.  11  suit  de  là  que  les  deux 
triangles  rectangles  ACS  et  BCS  auront  l'hypoténuse  com- 
mune et  un  côté  de  l'angle  droit  égal  :  donc  ces  deux 
triangles  seront  égaux.  Donc  la  face  BSC  est  égale  à  la 
face  ASC. 

Corollaire.  —  Si  un  angle  tiièdre  a  ses  trois  faces 
égales  y  ou  ses  trois  angles  dièdres  égaux,  il  est  néces- 
sairement régulier. 

Théorèmi-   XVI. 
317.  Lorsque  deux  angles  dièdres  ^"'^  angle  trié-- 
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dre  S,  di.  SA,   di.  SB,  sont  inégaux ^  au  plus  grand, 
dL  SB,  est  opposée  une  plus  grande  face  (fig.  1*81). 

Menons  par  l'arête  SB  un  plan  qui  fasse  avec  la  face 
ASB  un  angle  dièdre  égal  à  l'angle  dièdre  SA,  et  soit  SD 
l'intersection  de  la  face  ASC  par  ce  plan  :  nous  forme- 
ix)ns  ainsi  un  angle  trîèdre  isoèdreSABD(n**  316,  récipi  ).^ 
Or,  en  considérant  l'angle  trièdre  SBCD,  on  a  (n°  307) 
BSC<lBSD+  CSD.  Donc,  puisque  l'angle  BSD  est  égal 
à  l'angle  ASD,  on  a  aussi  BSC<CASD+CSD,  ou,  ce  qui 
•revient  au  même,  BSC  <  ASC. 

Réciproque.  —  Lorsque  deux  faces ,  ASC,  BSC,  d^un 
angle  trièdre  S  sont  inégales ,  à  la  plus  grande  y  ASC, 
est  opposé  un  plus  grand  angle  dièdre  (fig.  281). 

Car,  si  l'angle  dièdre  SB,  opposé  à  la  face  ASC,  était 
égal  à  l'angle  dièdre  SA ,  opposé  à  la  face  BSC ,  ou  plus 
petit  que  l'angle  dièdre  SA ,  on  aurait  ASC  =  BSC  ou 
ASC<  BSC;  ce  qui  est  contre  l'hypothèse.   Donc<,  etc. 

Théorème  XVII. 

31 8.  Deux  angles  trièdres  symétriques  y  SABC,  S'A'lVÇ  ', 
sont  équii^alents  (fig.  282). 

Prenons  sur  les  arêtes  les  six  longueurs  SA ,  SB ,  SC , 
S'A',  S'B',  S'C,  égales  entre  elles,  et  menons  les  droites 
AB ,  AC,  BC,  A'B',  A'C,  B'C.  Les  deux  triangles  SAB  et 
S'A'B'  seront  égaux,  comme  ayant  un  angle  égal  compris 
entre  deux  côtés  égaux  chacun  à  chacun-,  d'où  il  suit 
que  le  côté  AB,  du  premier,  est  égal  au  côté  A'B',  du  se- 
cond. Il  en  est  de  même  des  deux  triangles  SAC  et  S'A'C/, 
et  des  deux  triangles  SBC  etS'B'C-,  d'où  il  résulte  que  AC 
est  égal  à  A'C  et  que  BC  est  égal  à  B'C.  Donc  les  deux 
triangles  ABC  et  A' B'C  auront  leurs  trois  côtés  égaux 
chacun  à  chacun,  et,  par  conséquent,  seront  égaux.  Cir- 
conscrivons maintenant  des  circonférences  aux  deux 
triangles  égaux  ABC  et  A' B'C  :  ces  deux  circonférences 

«9- 
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§  IV.  —  Des  angles  polyèdres  en  général. 

Théorème  XIX. 

320.  Dans  tout  angle  polyèdre  coni^exe,  la  somma 
de  toutes  les  faces  est  m,omdre  que  quatre  angles  droits, 

Eq  menant  un  plan  qui  coupe  toutes  les  faces  de  Tangle 
polyèdre  proposé,  on  forme  un  polygone  convexe,  dans 
rintéiieur  duquel  on  prend  un  point  quelconque  \  on 
joint  par  des  droites  ce  point  à  tous  les  sommets  du  po- 
lygone, et  l'on  achève  la  démonstration  comme  dans  le 
théorème  du  n*^  308. 

Théorème  XX. 

321 .  Un  angle  polyèdre  connexe  quelconque  est  équi- 
valent à  V excès  de  la  demi^soihme  de  ses  angles  dièdres 
sur  autant  d* angles  dièdres  droits  quïl  a  de  faces  moins 
deux. 

¥a\  eifet,  l'angle  polyèdre  proposé  peut  se  décomposer 
en  autant  d'angles  trièdres,  moins  deux,  qu'il  a  de  faces 
(n"  300).  Or  la  somme  des  angles  dièdres  de  cet  angle 
polyèdre  est  évidemment  égale  à  la  somme  des  angles 
dièdres  de  tous  les  angles  trièdres  qui  le  composent,  et  cha- 
cun de  ces  angles  trièdres  est  équivalent  à  la  demi-somme 
de  ses  angles  dièdres  diminuée  d'un  angle  dièdre  droit 
(n'^  319).  Donc  l'angle  polyèdre  lui-même  est  équivalent 
à  la  demi-somme  de  ses  angles  dièdres  diminuée  d'autant 
d'angles  dièdres  droits  qu'il  y  a  d'unités ,  moins  deux ,  dans 
le  nombre  de  ses  faces. 

§  V.  —  Problèmes  sur  les  angles  trièdres. 

Problème  I. 

322.  Etant  données  les  trois  faces,  ASH,  ASC,  BSC, 
d'un  angle  trièdrc  S,  trouver,  parunc  construction  plane, 
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r angle  dièdre  compris  entre  deux  quelconques^  ASB, 
ASC,  de  ces  faces  (6g.  283). 

Concevons  par  un  point  quelconque  C,  pris  sur  Tarête 
se,  une  droite  CD  perpendiculaire  au  plan  ASB,  et  sup- 
posons qu'on  ait  mené,  par  le  point  D,  où  elle  rencontre 
ce  plan,  deux  droites,  DA,  DB,  respectivement  perpendi- 
culaires aux  arêtes  SA  et  SB.  Si  l'on  joint  le  point  C  aux 
deux  points  A  et  B,  les  deux  droites  CA  et  CB  seront  elles- 
mêmes  perpendiculaires  aux  deux  arêtes  SA  et  SB  (n°260), 
et,  par  conséquent,  Tangle  plan  CAD  sera  la  mesure  de 
Tangle  dièdre  cherclié  (n°  303).  C'est  donc  l'angle  CAD 
qu'il  s'agit  de  trouver  par  une  construction  plane. 

Pour  y  parvenir,  faisons  dans  un  plan  quelconque  un 
angle  A'S'B'  égal  à  ja  face  ASB ,  un  angle  A'S'C  égal  à  la 
face  ASC ,  et  un  angle  B'S'C  égal  à  la  face  BSC  ;  prenons 
les  distances  S'C  et  S'C"  égales  à  SC  5  abaissons  des  deux 
points  Cet  C  des  perpendiculaires  aux  deux  droites  S'A' et 
SB',  et  par  le  point  D',  où  ces  perpendiculaires  se  ren- 
contrent, menons  une  droite  D'F perpendiculaire  sur  C'D'^ 
enfin,  du  point  A'  comme  centre,  et  d'un  rayon  égaj  à 
A'C,  décrivons  une  demi-circonférence  CGE,  qui  cou- 
pera la  perpendiculaire  D'F  en  un  certain  point,  F,  et 
joignons  ce  point  F  au  point  A'  :  Tangle  EA'F  sera  l'angle 
demandé. 

En  eflet,  les  deux  triangles  rectangles  S'A'C'etS'B'C 
étant  respectivement  égaux  aux  deux  triangles  rectangles 
SAC  et  SBC  (n'^iOS,  corolL)\  il  en  résulte  que  les  deux 
droites  S'A'  et  S'B'  sont  respectivement  égales  aux  deux 
droites  SA  et  SB,  et  que,  par  conséquent,  les  deux  qua- 
drilatères SADB  et  S'A'D'ir  sont  égaux  (nM27),  comme 
ayant  tous  leurs  angles,  moins  un ,  égaux  chacun  à  cha- 
cun ,  ainsi  que  les  côtés  compris  entre  ces  angles,  savoir  , 
A'S'B'=ASB,S'A'D'  =  SAD,  S'B'b':=SBD,  S'A'=SA 
et  S'B'  =  SB.  Il  suit  de  là  que  le  côté  A'D'  est  égal  au  côté 
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AD.  Donc,  comme  on  a  déjà  A'F  =  A'C  =  AC ,  les  dextJi 
triangles  rectangles  ACD  et  A'FD' ,  ayant  l'hypoténuse  et 
un  côté  de  Fangle  droit  égaux  chacun  à  chacun .  sont 
égaux  (n°  104,  coroIL),  Donc  l'angle  FA'D'  est  égal  à 
Tangle  CAD. 

ScoLiE.  —  Toutes  les  fois  que  Tangle  ASB  n'est  pas 
droit,  la  perpendiculaire  CA'  rencontre  S'B'  en  un  cer- 
tain point,  H,  et  alors  la  distance  HF  est  égale  à  la  dis- 
tance HC";  car,  si  les  trois  plans  A'S'C,  B'S'C%  FA'D', 
tournaient  respectivement  autour  des  dtoites  S'A',  S'B', 
A'D',  pour  se  placer  dans  leur  position  primitive,  de  ma- 
nière à  reformer  l'angle  trièdre  S,  les  trois  points  C,  C" 
et  F  se  confondraient  en  un  seul ,  qui  ne  serait  autre  chose 
que  le  point  C.  Si  l'angle  ASB  était  droit ,  la  perpendicu- 
laire CA^  ne  rencontrerait  pas  S'B',  et  la  droite  D'F  serait 
le  prolongement  de  CD'.  Si  l'angle  BSC  était  droit,  la 
perpendiculaire  C'B'se  confondrait  avec  C"S'.  Enfin,  si  les 
deux  angles  ASB  et  ASC  étaient  droits,  l'angle  plan  cor- 
respondant à  l'angle  dièdre  cherché  ne  serait  autre  chose 
que  la  troisième  face  BSC.  Dans  tous  les  cas,  pour  que  le 
problème  soit  possible,  il  faut  que  le  point  D' se  trouve 
situé  entre  les  deux  extrémités  du  diamètre  CE. 

Problème  II. 

323.  Etant  donnés  les  trois  angles  dièdres  d*un  angle 
trièdre  S,  trousser  y  par  une  construction  plane  y  Vune 
quelconque  de  ses  faces. 

Connaissant  les  trois  angles  dièdres  de  l'angle  trièdre  S, 
on  aura,  en  les  retranchant  chacun  de  1 80  degrés,  les  trois 
faces  de  son  supplémentaire  (n^  306);  on  pourra  dès  lors 
trouver,  par  le  problème  précédent,  l'un  des  angles  diè- 
dres de  ce  dernier ,  et ,  en  retranchant  cet  angle  dièdre 
de  180  degrés,  on  aura  une  face  de  l'angle  trièdre  S. 
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Problème  III. 

324.  Etant  données  deux  faces ^  ASB,  ASC,  d'un 
angle  tnèdre  S ,  as^ec  V'angle  dièdre  quelles  compren- 
nent, trousser  y  par  une  construction  plane,  la  troisième 
face  BCS  (fig.  283). 

Si  nous  faisons  sur  l'angle  trièdre  S  les  mêmes  con- 
structions que  dans  le  problème  du  n**  322,  l'angle  CAD 
sera  l'angle  plan  correspondant  à  Tangle  dièdre  donné  :  il 
ne  s'agira  donc,  pour  trouver  la  face  cherchée,  que  de 
construire  sur  un  plan  un  triangle  égal  au  triangle  SBC. 

Pour  cela ,  faisons  dans  un  plan  quelconque  deux  an- 
gles ,  A'S'B',  A'S'C,  respectivement  égaux  aux  deux  faces 
données ,  ASB ,  ASC ,  et  prenons  S'C  égal  à  SC  *,  abais- 
sons ensuite ,  du  point  C,  la  perpendiculaire  CE  sur  S'A'  ; 
du  point  A',  où  cette  perpendiculaire  coupe  S'A',  comme 
centre ,  et  du  rayon  A'C,  décrivons  une  demi-circonfé- 
rence C'GE*,  menons  par  le  point  A'  une  droite,  A'F,  qui 
fasse  avec  A'E  un  angle  égal  à  l'angle  plan  correspondant 
h  l'angle  dièdre  donné;  du  point  F,  où  cette  droite  ren- 
contre la  demi-circonférence  CGE,  abaissons  une  per- 
pendiculaire FD'  sur  A'E,  et  menons,  par  le  point  D', 
une  droite,  D'C,  perpendiculaire  sur  S'B'  5  enfin  décri- 
vons, du  point  S'  comme  centre,  et  d'un  rayon  égal  à 
S'C,  un  arc  de  cercle  qui  rencontre  cette  perpendiculaire 
en  un  point  C",  et  menons  S'C":  l'angle  B'S'C"  sera  la 
face  demandée. 

Nous  avons,  en  effet,  deux  triangles  rectangles,  ASC, 
A'S'C,  qui  ont  l'hypoténuse  égale  et  un  angle  aigu  égal , 
SC  =  S'C,  ASC  =  A'S'C,  et  qui,  par  conséquent,  sont 
égaux  (n"  103,  coroll.)\  d'où  il  suit  que  A'C  est  égal 
à  AC ,  et  que  S'A'  est  égal  à  SA.  D'un  autre  côté,  FA' 
étant  égal  à  A'C,  et  par  conséquent  à  AC ,  et  l'angle  FA'D' 
étant  égal  à  l'angle  CAD ,  les  deux  triangles  rectangles 
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ACD  et  A'FD'  sont  aussi  égaux  :  donc  A'D'  est  égal  à  AD. 
Maïs,  les  deux  quadrilatères  SABD  et  S'A'B'D'  ayant  trois 
angles  égaux  chacun  à  chacun,  ASB=A'S'B',SAD=S'A'D', 
SBD  =  S'B'D',  le  quatrième  angl(;,  ADB ,  du  premier,  est 
nécessairement  égal  au  quatrième  angle ,  A'D'B',  du  second 
(n°  H4).  D'ailleurs,  nous  venons  de  démontrer  que  S'A' 
est  égal  à  SA,  et  que  A'D'  est  égal  à  AD.  Donc  ces  deux 
quadrilatères  sont  égaux  (n"  127),  et,  par  conséquent,  le 
côté  SB'  est  égal  au  côté  SB.  Il  résulte  de  là  que  les  deux 
triangles  rectangles  SBC  et  S'B'C"  ont  l'hypoténuse  et  un 
côté  de  Fangle  droit  égaux  chacun  à  chacun  :  donc  ces 
deux  triangles  sont  égaux.  Donc  Tangle  B'S'C  est  égal  à 
l'angle  BSC. 

ScoLiE.  •—  De  même  que  dans  le  problème  du  n°  322, 
tant  que  l'angle  ASB  n'est  pas  droit ,  la  perpendiculaire 
C'A'  rencontre  S'B' 5  et  le  point  d'intersection,  H,  de  ces 
deux  droites,  est  également  distant  du  point  F  et  du 
point  C".  Si  l'angle  ASB  était  droit ,  C'A'  ne  rencon- 
trerait plus  S'B',  et  la  droite  D'C"  serait  le  prolongement 
de  FD'.  Si  les  deux  angles  ASB  et  ASC  étaient  droits,  la 
troisième  face,  BSC,  serait  l'angle  plan  correspondant  à 
l'angle  dièdre  donné.  Enfin ,  si  l'ange  dièdre  donné  était 
droit,  la  droite  A'F  serait  le  prolongement  de  S'A',  et  le 
point  D'  se  confondrait  avec  le  point  A'. 

PROBLT^ME    IV. 

325.  Étant  donnés  deux  angles  dièdres  d'un  angle 
tiièdre  y.  ainsi  que  la  face  comprise  entre  leurs  arrêtes ^ 
troui^er,  par  une  construction  plane ,  le  troisième  angle 
dièdre. 

Ce  problème  se'ramène  au  précédent,  en  remplaçant, 
comme  dans  le  problème  du  n°  323,  l'angle  trièdre  pro- 
posé par  son  supplémentaire. 


J 
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Problème  V. 

326.  Etant  données  deux  faces,  ASB,  ASC,  d\tn 
angle  trièdve  S,  ai^ec  V angle  dièdre  opposé  à  l'une d' elles , 
ASC,  trousser,  par  une  construction  plane ,  la  troisième 
face  BSC  (fig.  a84). 

Par  un  point  quelconque  D ,  pris  sur  l'arête  SA ,  me- 
nons deux  plans,  Tun ,  DEF,  perpendiculaire  à  celte  arête, 
et  l'autre ,  DIK ,  perpendiculaire  à  l'arête  SB  :  la  face  ASB 
se  trouvera  perpendiculaire  à  ces  deux  plans  (n^  269), 
et,  par  conséquent,  sera  perpendiculaire  à  leur  inter- 
section DH  (n*^  271).  Le  premier  coupera  les  trois  faces, 
ASB,  ASC,  BSC,  suivant  trois  droites,  DE,DF,  EF, 
qui  formeront  un  triaiiglc  DEF,  et  les  deux  droites  ID 
et  IR,  suivant  lesquelles  les  deux  faces  ASB  et  BSC  seront 
coupées  par  le  second ,  feront  entre  elles  un  angle  plan , 
DIK ,  qui  sera  la  mesure  de  l'angle  dièdre  donné  (n*^  303). 
Or  on  déterminera  sans  difficulté  la  longueur  des  deux 
côtés  SE  et  SF,  du  triangle  SEF,  par  le  moyen  des  deux 
triangles  rectangles  SDE  et  SDF,  dans  chacun  desquels  on 
connaît  un  angle  aigu  et  un  côté,  SD,  de  l'angle  droit.  On 
pourra  trouver,  par  le  moyen  des  mêmes  triangles ,  les^ 
longueurs  des  deux  côtés  DE  et  DF,  du  triangle  DEF.  Par 
conséquent,  si  l'on  peut  parvenir  à  déterminer,  par  le 
moyen  de  ces  deux'côtés,  la  longiieur  du  troisième  côté  ^ 
EF,  de  ce  dernier  triangle,  il  sera  facile  de  construire  sur 
un  plan  Iç  triangle  SEF,  dans  lequel  l'angle  opposé  au  côtd 
EF  sera  la  face  demandée. 

Gela  posé,  faisons  dans  un  plan  quelconque  deux  angles, 
A'S'B',  A'S'C,  respectivement  égaux  aux  deux  faces 
données,  ASB,  ASC*,  prenons  sur  S'A'  une  longueur  S'D' 
égale  à  SD;  par  le  point  D',  menons  une  perpendiculaire 
à  la  droite  S'A',  et  soient  E'  et  F  'les  points  de  rencontre  des 
deux  droites  S'B'  et  S'C  par  celte  perpendiculaire;  du 
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même  poiutiy,  abaissôus  sur  S'B'  la  perpendiculaire  DT; 
faisons  TangleD' m  égal  à  Tangle  plan  correspondanl  a 
Fangle  dièdre  donné ,  et  menons  0H'  perpendiculaire 
sur  D T.  Décrivons  maintenant  un  arc  de  cercle  du  point  D' 
comme  centre  et  d'un  rayon  égal  à  D'il',  et  joignons  le 
point  E'  au  point  H'',  où  cet  arc  rencontre  S'A'.  Du  même 
point  D'  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à  D'F',  décri- 
vons un  autre  arc  de  cercle,  qui  coupera  généralement  E'H" 
en  deux  points,  M,  N ,  et  joignons  le  point  D' à  chacun  de 
ces  points.  Enfin,  du  point  E'  comme  centre,  avec  E'M 
et  E'N  comme  rayons ,  décrivons  deux  arcs  de  cercles  con- 
'centriques,  et  du  point  S' comme  centre,  avec  un  rayon 
égal  à  S'F',  décrivons  un  troisième  arc  ,  qui  rencontrera 
les  deux  premiers  en  F"  et  en  F**.  En  menant  S'F"  et  S'F"^, 
et  prolongeant  indéfiniment  ces  deux  droites ,  nous  aurons 
deux  angles  plans ,  B'S'C  et  B'S'C,  qui  répondront  Tun  et 
l'autre  à  la  question. 

En  eftet,  il  résulte  d'abord  des  hypothèses,  et  des  con- 
structions qui  ont  été  faites,  que  les  quatre  triangles 
S'D'E',  S'D'F,  S'DT,  DTH',  sont  respectivement  égaux  aux 
quatre  triangles  SDE,  SDF,  SDI,  DIH  ;  donc  on  a 
S'E'=SE,D'E'=DE,  S'F=SF^  DT'=DF,  D'H'=:DH. 
Ensuite,  puisqueTona  D'E'  =  DE  et  D'H''  =  D'H'=DH, 
on  voit  que  les  deux  triangles  rectangles  DEH  et  D'E'H" 
sont  égaux  5  d'où  Ton  conclut  que  l'angle  D'E'M  est  égal  à 
Tangle  DEF.  Par  conséquent ,  les  deux  rayons  D'M  et 
D'N  étant  égaux  à  D'F',  et,  par  suite ,  à  DF,  il  est  facile 
de  voir  que  le  triangle  DEF  sera  égal  au  triangle  D'E'M 
ou  au  triangle  D'E'JN  (n^  104)  ^  d'où  il  suit  que  EF  sera 
égal  à  E'M  ou  a  E'JNf.  Conune  ou  a  maintenant  SE'  =  SE, 
S'F"  =  S'F'"  =  S'F'  =  SF,  ET"  =  E'M,  E'F^  =  E'N, 
il  est  évident  que  le  triangle  SEF  sera  égal  au  triangle 
S'E'F"  ou  au  triangle  S'E'F'".  Donc  la  face  cherchée  sera 
égale  à  l'un  ou  à  Taulre  des  deux  angles  E'S'F"  et  E'S'F'". 
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ScoLiE.  —  Ce  problème  n'a  généralement  deux  solu- 
tions que  dans  le  cas  où  la  droite  E'H''  est  une  sécante  par 
rapport  à  la  demi-circonférence  E'LF.  Quand  la  droite 
E'H"  est  tangente  à  cette  demi-circonférence ,  les  deux  so- 
lutions se  réduisent  à  une  seule.  Enfin ,  lorsque  la  droite 
et  la  demi-circonférence  ne  se  rencontrent  pas,  le  pro- 
blème est  impossible. 

Problème  VI. 

327.  Étant  donnés  deux  angles  dièdres  d'un  angle 
trièdrey  auec  la  face  opposée  à  l'un  d'eux,  trouver  y  par 
une  construction  plane,  le  troisième  angle  dièdre. 

Ce  problème  se  ramène  à  celui  du  numéro  précédent , 
en  remplaçant  l'angle  trièdre  proposé  par  son  supplé- 
mentaire. 


CHAPITRE  TROISIÈME. 


DES   POLYÈDRES   EN    GÉNÉRAL. 


§1.  —  DéGnitions  et  notions  générales. 

328.  On  nomme,  en  général,  polyèdre  un  espace  en- 
tièrement circonscrit  par  plusieurs  plans  qui  se  coupent 
deux  à  deux. 

*  Un  polyèdre  est  limité  par  une  suite  de  polygones ,  que 
Ton  nomme  sesjaces,  et  dont  l'ensemble  forme  sa  sur^ 
face.  Les  côtés  des  faces  sont  les  arêtes  du  polyèdre,  et  les 
points  d'intersection  des  arêtes  en  sont  les  sommets. 

On  appelle  en  particulier  tétraèdre  le  polyèdre  qui  a 
quatre  faces ,  hexaèdre  celui  qui  en  a  six ,  octaèdre  celui 
qui  en  a  huit,  dodécaèdre  celui  qui  en  a  douze,  icosaèdre 
celui  qui  en  a  vingt. 

Dans  un  polyèdre  quelconque,  on  nomme  diagonale 
toute  droite  qui  joint  deux  sommets  non  consécutifs ,  et 
Ton  appelle  plan  diagonal  tout  plan  mené  par  trois  som- 
mets non  situés  sur  la  même  face. 

Un  polyèdre  est  dit  com^exe  lorsque  tous  ses  angles 
polyèdres  sont  saillants ,  et  un  polyèdre  est  dit  concai^e 
quand  il  a  un  ou  plusieurs  angles  polyèdres  rentrants. 

Un  polyèdre  est  régulier  lorsque  toutes  ses  faces  sont 
des  polygones  réguliers  égaux  entre  eux,  et  que  tous  ses 
angles  dièdres  sont  égaux. 

329.  On  nomme  prisme  un  polyèdre  dont  deux  faces 
sont  des  polygones  plans  égaux  et  parallèles ,  et  dont  toutes 
les  autres  faces  sont  des  parallélogrammes  :  tel  est  le  po- 
lyèdre ABCDEFGHIK  (  fig,  285  ). 
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Les  parallélogramines  AG,  BH,  CI, .  .  .  sont  les  faces 
latérales  ou  les  pans  du  prisme,  et  leur  ensemble  eu  con- 
stitue la  surface  latérale. 

Les  deux  faces  polygonales  ABCDE  et  FGHIK  sont  ap- 
pelées les  bases  du  prisme ,  et  sa  hauteur  est  la  perpen- 
diculaire BL ,  abaissée  d*un  point  quelconque  de  Tune  des 
deux  bases  sur  le  plan  de  l'autre,  et  terminée  à  cette 
dernière. 

Le  prisme  est  le  plus  simple  des  polyèdres,  en  raison 
des  propriétés  dont  il  jouit. 

Si  l'on  mène  par  les  sommets  d^un  polygone  quelcon* 
que  ABCDE  (Jig*  a85  ),  hors  de  son  plan  et  du  même  côté, 
des  droites  égales  et  parallèles ,  AF,  BG ,  CH , ... ,  et  que 
l'on  forme  le  polygone  FGHIK ,  la  figure  ABCDEFGHIK, 
qui  en  résulte,  est  nécessairement  un  prisme;  car  les  qua- 
drilatères AG ,  BH,  CI, .  .  .  sont  des  parallélogrammes 
(n**  HT),  et  le  polygone  FGHIK  est  égal  et  parallèle  au 
polygone  ABCDE  (n°  278  ,scoL), 

Un  prisme  est  dit  triangulaire  y  (juadrangulaire  ^  peu* 
tagonal,  etc.,  suivant  que  sa  base  est  un  triangle,  un 
quadrilatère,  un  pentagone,  etc. 

Un  'prisme  est  droit  lorsque  ses  arêtes  latérales  sont 
perpendiculaires  aux  plans  des  bases.  Dans  ce  cas ,  chaque 
arête  est  égale  à  la  hauteur,  et  tous  les  pans  sont  des  rec- 
tangles. Dans  le  cas  contraire,  le  prisme  est  oblique ^  et 
alors  sa  hauteur  est  moindre  qu'une  arête  latérale. 

Un  prisme  est  régulier  lorsqu'il  est  droit  et  que  ses 
bases  sont  des  polygones  réguliers.  Tous  les  pans  sont  alors 
des  rectangles  égaux. 

Un  prisme  est  connexe  ou  concave,  suivant  que  ses  bases 
sont  elles-mêmes  des  polygones  ccm vexes  ou  concaves. 

Tout  prisme  polygonal  convexe  est  décomposable  en 
prismes  triangulaires,  de  la  même  manière  qu'un  poly- 
gone convexe  est  décomposable  en  triangles  ;  il  suffit , 
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pour  cela,  de  mener  des  plans  diagonaux,  ÂH ,  AI, ... , 
par  Tune  des  arêtes  latérales  et  par  chacune  des  arêtes 
latérales  opposées  {fig.  aSS).  Il  est  évident  que  deux 
prismes  quelconques  égaux  peuvent  tgujours  se  décom- 
poser en  un  même  nombre  de  prismes  triangulaires  égaux , 
chacun  à  chacun ,  et  asscmbh-s  dans  le  même  ordre ,  et 
que,  réciproquement ,  deux  prismes  quelconques  sont  né- 
cessairement égaux  lorsqu'ils  peuvent  se  décomposer  en 
un  même  nombre  de  prismes  triangulaires  égaux,  chacun 
à  chacun,  et  semblablement  disposés. 

Lorsqu'on  fait  passer  entre  les  bases  d'un  prisme  un 
plan  MNPQR  {fig^  286),  qui  coupe  toutes  les  arêtes 
latérales,  on  décompose  ce  prisme  en  deux  parties,  dont 
chacune  est  ce  qu'on  nomme  un  tronc  de  prisme  ou  un 
prisme  tronqué.  Les  bases  d*un  prisme  tronqué  sont  des 
polygones  généralement  inégaux ,  mais  d'un  même  nom- 
bre de  côtés ,  et  ses  faces  latérales  sont  généralement  des 
trapèzes. 

330.  Le  prisme  qui  a  pour  bases  des  parallélogrammes , 
et  dont ,  par  conséquent ,  toutes  les  faces  sont  parallélo- 
grammiques ,  se  nomme  parallélipipède  :  tel  est  le  prisme 
ABCDEFGH  {fig.  287).  Un  parallélipipède  est  déter- 
miné  par  un  angle  trièdre  et  les  trois  arêtes  contiguës. 

Tout  parallélipipède  a  quatre  diagonales,  qui  joignent 
deux  à  deux  les  sommets  opposés ,  et  six  plans  diagonaux , 
qui  passent  chacun  par  deux  arêtes  opposées. 

Un  parallélipipède  se  désigne  ordinairement  par  les  let- 
tres de  deux  sommets  opposés. 

Un  parallélipipède  dont  toutes  les  faces  sont  des  rec- 
tangles prend  le  nom  de  parallélipipède  rectangle. 

Parmi  les  parallélipipèdes  rectangles,  on  distingue  le 
cube  on  hexaèdre  régulier  (^Jî g.  288),  dont  toutes  les 
faces  sont  des  carrés. 

Deux  parallélipipèdes  rectangles  de  même  base  et  de 
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même  hauteur  sont  toujours  égaux  5  car  il  est  évident  qu'ils 
peuvent  se  superposer. 

331.  Le  tétraèdre,  ou  polyèdre  à  quatre  faces,  est  le 
plus  simple  des  polyèdres  sous  le  rapport  du  nombre  des 
faces*,  car  ilfaut  au  moins  trois  plans  pour  former  un 
angle  polyèdre,  et  ces  trois  plans  laissent  un  vide  qui, 
pour  être  fermé,  exige  au  moins  un  quatrième  plan. 

Un  tétraèdre  {fig^  289  )  peut  être  désigné  par  la  lettre  S 
de  son  sommet,  lorsqu'il  est  isolé  5  mais,  quand  il  ne  l'est 
pas ,  il  faut  toujours  le  désigner  par  les  lettres  de  ses  quatre 
sommets. 

Dans  un  tétraèdre  SABC  {fig*  289),  on  donne  le  nom 
de  base  à  l'une  quelconque ,  ABC ,  des  quatre  faces ,  et  Von 
appelle  plus  particulièrement  sommet  celui  des  quatre 
sommets  qui  est  opposé  à  la  base.  La  perpendiculaire  SO, 
abaissée  du  sommet  sur  la  base,  et  terminée  à  cette  base, 
se  nomme  la  hauteur  du  tétraèdre. 

Un  tétraèdre  est  régulier  lorsque  toutes  ses  faces  sont 
des  triangles  équilatéraux.  Tous  ces  triangles  équilatéraux 
sont  nécessairement  égaux  entre  eux. 

332.  On  nomme  pymmide^  en  général ,  un  polyèdre 
dont  une  des  faces  est  un  polygone  quelconque,  et  dont 
toutes  les  autres  faces  sont  des  triangles  qui  ont  leurs 
sommets  en  un  même  point  :  tel  est  le  polyèdre  SABCDE 

(/§••  290)- 

Le  polygone  ABCDE  est  la  hase  de  la  pyramide  5  les 
triangles  SAB,  SBC,  SCD,...  en  sont  \{t^  faces  latérales^ 
le  sommet  commun  S  de  tous  ces  triangles  en  est  le  som,-^ 
met  y  et  la  hauteur  est  la  perpendiculaire  SO,  abaissée  du 
sommet  sur  la  base 

Une  pyramide  est  convexe  ou  concave  y  suivant  que  sa 
base  est  elle-même  un  polygone  convexe  ou  un  polygone 
concave. 

Une  pyramide  est  dite  tnangulaire ,  quadrangulab^Cy 

20 
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pentagonale f  etc.  ^  suivant  que  sa  base  est  un  triangle, 
un  quadrilatère,  un  pentagone,  etc.  On  voit,  d'après 
cela,  qu'une  pyramide  triangulaire  n'est  autre  chose  qu*un 
tétraèdre. 

Une  pyramide  est  dite  régulière  quand  S'a  base  est  un 
polygone  régulier  et  que  ses  faces  latérales  sont  des  trian- 
gles isocèles  égaux  entre  eux.  Dans  ce  cas,  la  droite SO 
(fie'  ^9^)  '  ™6^^  ^^  sommet  au  centre  de  la  base,  est  la 
hauteur  même  de  la  pyramide  :  on  la  nomme  €uve,  et  Ton 
appelle  apothème  de  la  pyramide  la  perpendiculaire,  SH , 
abaissée  du  sommet  sur  un  des  côtés  de  la  base.  Deux 
pyramides  régulières  de  même  base  et  de  même  hauteur 
sont  évidemment  égales  entre  elles. 

Toute  pyramide  peut  se  décomposer  en  tétraèdres,  ayant 
pour  sommet  commun  celui  de  la  pyramide,  et  pour  bases 
respectives  les  triangles  dans  lesquels  sa  base  peut  se  dé- 
composer. Il  est  évident  que  deux  pyramides  égales  sont 
décomposables  en  un  même  nombre  de  tétraèdres  égaux , 
chacun  à  chacun,  et  assemblés  de  la  même  manière,  et 
que ,  réciproquement ,  deux  pyramides  sont  égales  lors- 
qu'elles peuvent  se  décomposer  en  un  même  nombre  de 
tétraèdres  égaux ,  chacun  à  chacun ,  et  semblablement  dis- 
posés. 

Lorsqu'une  pyramide  SABCDE  (^Jig»  291)  est  coupée 
par  un  plan  MNPQR,  qui  passe  entre  le  sommet  et  la  base , 
elle  se  trouve  décomposée  en  deux  parties,  savoir,  une 
petite  pyramide,  SMNPQR,  et  un  tronc  de  pyranUde 
ou  une  pyramide  tronquée  ^  ABCDEMNPQR.  La  base 
ABCDE  de  la  pyramide  totale  est  la  grande  base  du  ti'onc, 
et  la  section  MNPQR  en  est  la  petite  base.  Dans  le  cas 
où  le  plan  coupant  est  parallèle  à  la  base  de  la  pyramide 
totale,  on  a  un  tronc  de  pyramide  à  bases  parallèles ,  dont 
les  faces  latérales  sont  des  trapèzes ,  et  dont  la  hauteur  est 
la  perpendiculaire,  LO,  abaissée  sur  l'une  des  bases  d'un 
point  pris  sur  l'autre. 
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333.  Si  Ton  pr^id  arbitiairement,  dans  un  polyèdre 
convexe  qpnelconqne^  un  sommet  où  se  reunissent  trois  ou 
on  plus  grand  nombre  de  faces ,  que  Ton  mène  des  droites 
de  ce  sommet  à  tous  les  autres^  et<pie  Ton  fasse  passer  des 
plans  suivant  ces  dfx>ites  constdjérees  deux  à  deux ,  il  ^t 
clair  que  le  polyèdre  se  trouvera  décomposé  en  pyramides, 
qui  auront  toutes  leurs  sommets  au  même  point,  et  dont 
les  bases  seront  ses  diKierentes  £gu;es,  à  l'exception  de  celles 
qui  se  réunissent  au  sommet  commun.  Or  nous  venons 
de  voir  (n°  332)  qu'une  pyramide  quelconque  peut  tou- 
jours se  décomposer  en  téb*aèdres.  Donc  tout  polyèdre 
convexe  est  lui'^mèmedéeomposable  en  un  certain  nombre 
de  tétraèdres. 

Les  polyèdres  concaves  sont  aussi  décomposables  en 
tétraèdres  *,  car  on  peut  d'abord  les  décomposer  en  polyè- 
dres convexes,  en  menant  convenablement  un  certain 
nombre  de  plans  coupants  par  les  arêtes  rentrantes,  puis 
décomposer  chacun  de  ces  polyèdres  convexes  en  té- 
traèdre& 

H  est  évident  que  deux  polyèdres  égaux  peuvent  tou- 
jours se  décomposer  en  un  même  nombre  de  tétraèdres 
égaux,  chacun  à  chaciui,  et  assemblés  de  la  même  ma- 
nière, et  que,  réciproquement,  deux  polyèdres  sont  égaux 
lorsqu'ils  sont  décomposables  en  un  même  nombre  de 
tétraèdres  égaux,  chacun  à  chacun,  et  semblablement 
disposés  les  uns  par  rapport  aux  autres.  Il  est  encore  évi- 
dent que  deux  polyèdres  égaux  ont  tous  leurs  angles  égaux 
chacun  à  chacun,  ainsi  que  leurs  arêtes,  leurs  faces  et 
leurs  diagonales. 

334.  Lorsque  Ton  veut  déterminer  la  hauteur  d'une 
pyramide  dans  l'intérieur  de  laquelle  on  ne  peut  pas  pé- 
nétrer, on  fait  usage  d'un  fil-à-plomb,  d'une  équerre  et 
d'un  niveau.  On  pose  d'abord  la  pyramide  par  sa  base 
sur  un  plan  horizontal ,  que  Ton  a  soin  de  vérifier  préala- 

20. 
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blemcnt  au  moyen  du  niveau  (^fig*  292)  •,  on  prend  en- 
suite Téquerre ,  et  on  la  place  de  manière  que  l'un  des 
côtés  de  l'angle  droit  soit  vertical ,  c'est-à-dire  coïncide 
avec  la  direction  du  fil-à-plomb ,  et  que  la  direction  de 
l'autre  côté  passe  par  le  sommet  de  la  pyramide.  Alors  on 
laisse  filer  le  fil-à-plomb  jusqu'à  ce  que  la  petite  masse 
qui  est  suspendue  à  son  extrémité  touche  le  plan  de  la 
base ,  et  la  longueur  du  fil ,  en  y  comprenant  la  masse , 
donne  la  hauteur  cherchée. 

Pour  obtenir  les  hauteurs  des  diverses  pyramides  qui 
composent  un  polyèdre  convexe ,  on  pose  successivement 
le  polyèdre  sur  un  plan  de  niveau  par  chacune  des  faces 
qui  servent  de  bases  à  ces  pyramides,  et  l'on  mesure  pour 
chacune  de  ces  positions ,  ainsi  qu'il  vient  d'être  indiqué, 
la  hauteur  du  sommet  commun  au-dessus  du  plan  hori- 
zontal. 

335.  Un  polyèdre  est  dit  symétrique  lorsque  tous  ses 
sommets  sont  distribués  deux  à  deux  à  égale  distance  d'un 
certain  plan,  MN,  et  sur  une  même  perpendiculaire  à  ce 
plan  :  tel  est  le  polyèdre  ABDED'B'  {fig.  apS).  Le  plan 
!VIN  s'appelle  plan  de  symétrie. 

Deux  polyèdres,  ABCDEFG  et A'B'CD'E'FG'  {fig.  294), 
sont  dits  sym,étriques  entre  eux  y  ou  simplement  symé- 
triques y  lorsqu'ils  peuvent  être  placés  de  telle  sorte  que 
leurs  sommets  correspondants,  A  et  A',  B  et  B',  C  et  C,.  -^ 
soient  situés  à  égale  distance  d'un  plan  quelconque,  MN, 
et  sur  une  même  perpendiculaire  à  ce  plan.  Il  est  évident 
que  deux  polyèdres  symétriques  peuvent  toujours  se  dé- 
composer en  un  môme  nombre  de  tétraèdres  symétriques 
chacun  à  chacun ,  et  inversement  disposés  les  uns  à  l'égard 
des  autres,  et  que,  réciproquement,  deux  polyèdres  qui 
peuvent  se  décomposer  en  un  même  nombre  de  tétraè- 
dres symétriques  chacun  à  chacun ,  et  assemblés  dans  un 
ordre  inverse ,  sont  symétriques. 
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§  II.  —  Dn  prisme. 
Théorème  I. 

336.  Les  sections,  MNPQR,  M'N'FQTl', /arfe5  dans 
un  prisme,  par  des  plans  parallèles  qui  coupent  toutes 
les  arêtes  latérales,  sont  des  polygones  égaux  (fig.  296  ). 

En  effet ,  les  côtés  MN  et  M'N'  sont  parallèles  comme 
étant  les  intersections  de  deux  plans  parallèles  par  un 
troisième  plan  (n**  272).  Par  une  raison  semblable,  les 
côtés  NP ,  PQ , .  . .    sont  respectivement  parallèles  aux 

côtés  N'F,  V(^, Il  résulte  de  là  que  les  angles  MNP, 

NPQ ,  PQR , . .  .  sont  respectivement  égaux  aux  angles 
M'N'F,  NT'Q,  FQ'RV .  .(n°277).  D'ailleurs,  les  côtés  MN 
et  M'N',  NP  et  N'F,  PQ  et  FQ', . . .  sont  aussi  égaux  deux 
à  deux ,  comme  parallèles  comprises  entre  parallèles. 
Donc  les  deux  sections  MNPQR  et  M'N'FQ'R'  sont  des  po- 
lygones égaux. 

Corollaire.  —  Toute  section  faite  dans  un  prisme,  par 
un  plan  parallèle  à  sa  base,  est  un  polygone  égal  à  cette 
base. 

Théorème  II. 

337.  Deux  prismes  ^métriques,  ABCDEFGHIK, 
A'B'CD'E'FG'HTK',  ont  leurs  arêtes  homologues  égales, 
ainsi  que  leurs  faces  homologues ,  leurs  angles  trièdres 
homologues  symétriques ,  et  leurs  angles  dièdres  homo- 
logues égaux  (fig.  296). 

i**.  Considérons  deux  arêtes  homologues  quelconques  , 
AF,  A'K,  et  soient  M  et  N  les  points  où  les  droites  AA' 
et  FF'  rencontrent  le  plan  de  symétrie.  Si  nous  faisons 
tourner  le  trapèze  A'MNF'  autour  de  MN,  comme  sur 
une  charnière ,  de  manière  à  le  rabattre  sur  le  plan  du 
trapèze  AMNF,  à  cause  des  angles  droits  en  M  cl  eh  IN' , 
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le  côté  MA'  s'appliquera  sur  MA ,  et  le  côté  MP  sur  MF, 
Par  conséquent ,  puisque  l'on  a  MA'  ^  MA  el  MF=  MF 
(n°  335),  les  points  A'  et  F  tomberont  respecti^emeut  sur 
les  points  A  et  F;  d'où  il  résulte  que  l'arête  A'F  coïnci- 
dera avec  son  tiomologne  AF.  Donc  dem  arêtes  hcmolo- 
gnes  quelconques  sont  ^ales. 

a".  Les  arêtes  homologues  étant  ^ales,  on  a  PG'=FG 
et  G'H'  =  GH.  On  démontrerait,  comme  ci-dessus  ,  que 
la  droite  FH',  menée  sur  l'une  des  bases  du  prisme 
A'B'CIÏE'FG'in'K',  entre  deux  sommets  quelconques,  est 
égale  à  la  droite  FH,  qui  j<nnt  les  deux  sommets  hi^ 
mologues  du  prisme  ABCDEFGHIK .  11  résulte  de  là  que 
le  triangle  FG'H'  est  ^al  au  triangle  FGH.  Par  une  raison 
semblable,  les  deux  triangles  FHT  et  FllCsout  respecti- 
Tement  ^aux  aux  deux  triangles  FHI  et  FIK.  Donc  les 
baies,  FGHIK ,  FG'Hl'K',  des  denx  prismes  sont  égales 
On  ferait  voir  de  même  l'égalité  de  denx  laces  latérajes 
homologues.  Donc ,  dans  deux  prismes  symétriques  ,  denx 
faces  bomol<^nes  quelconques  sont  toujours  égales. 

3°.  Deux  faces  homologues  étant  égales  entre  elles , 
les  angles  de  ces  faces  sont  égaux  chacun  à  chacun,  et,  par 
conséquent,  deux  angles  trièdres  homologues  quelconques  - 
ont  leurs  faces  respectivement  égales.  Donc,  comme  la 
disposition  des  faces  de  l'un  est  inverse  de  celle  des  fs»ees 
de  l'autre ,  ces  deux  angles  trièdres  sont  symétriques  entre 
cux(u''312,jco/.). 

4°.  Enfin ,  les  angles  trièdres  homolt^ties  éWnt  symé-> 
triques ,  les  angles  dièdres  homologues  sont  égaux  (n^SW), 
et  les  inclinaisons  dcB  arêtes  homologues  sur  les  faces  ho- 
mologues sont  égales. 

Corollaihe.  —  Ifn  prisme  qttelcon^ue  ne  peut  avoir 
•in' un  st'ul  .•iyiiu-lriijue  ;  car,  si,  en  proriHni  un  autre  plan 
t^  awaétfia«XB!LBaMH'»''"''l  un  nuim-;iii  prisme  symé^ 
iiirIcs  niéili's  de  ce  second 
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prisme  symétrique  seraient  symétriques  des  angles  trié- 
dres  du  prisme  donné,  et,  par  conséquent,  seraient  égaux 
à  ceux  du  premier  prisme  symétrique.  D'ailleurs,  les 
faces  homologues  seraient  toujours  égales.  Donc  ces  deux 
prismes  symétriques  d'un  même  prisme  auraient  leurs 
faces  égales  et  leurs  angles  trièdres  égaux  chacun  à  cha- 
cun :  donc  ils  coïncideraient  par  la  superposition ,  et  ne 
feraient  qu'un  seul  et  même  prisme. 

Théorème  III. 

338.  Deux  prismes,  ABCHIK ,  A'B'CHl'K',  sont 
égaux  lorsqu'ils  ont  une  base  et  une  face  égales  chacune 
à  chacune,  également  inclinées  l'une  par  rapport  à  l'au' 
tre,  et  semb/ablement  disposées,  ABCDE=A'B'CD'E'  et 
AG  =  A'G'  (fig,  297). 

Portons,  en  effet,  le  prisme  A'B'CHTK'  sur  le  prisme 
ABCHIK,  en  faisant  coïncider  la  base  A'B'C'D'E'  du  pre- 
mier avec  la  base  ABCDËdu  secoxid,  qui  lui  est  égale. 
Comme  l'angle  dièdre  A'B'  est  égal  à  l'angle  dièdre  AB, 
la  face  A'G'  s'appliquera  sur  la  face  AG,  et,  puisque  ces 
deux  faces  sont  égales ,  Tarète  F'G  cqjincidera  avec  l'arête 
FG.  Donc  le  polygone  FG'HTK',  égal  et  parallèle  à  la 
base  A'B'CD'E',  couvrira  exactement  le  polygone  FGHIK, 
égal  et  parallèle  à  la  base  ABCDE.  Donc  les  deux  prismes 
coïncideront  dans  toute  leur  étendue,  et,  par  conséquent, 
seront  égaux. 

Corollaire.  —  Deux  prismes  droits  qui  ont  des  bases 
égales  et  des  hauteurs  égales  sont  égaux ^  car  ils  ont  un 
angle  dièdre  droit  compris  entre  une  base  et  une  face  égales 
chacune  à  chacune,  et  disposées  de  la  même  manière. 

Sgolie  I.  —  Si  la  disposition  de  la  face  A'G\  par  rap- 
port à  la  base  A'B'CD'E',  était  inverse  de  la  disposition 
de  la  face  AG ,  par  rapport  à  la  base  ABCDE ,  les  deux 
prismes-  ABCHIK  et  A'B'C'HTK'  seraient  symétriques 
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entre  eux;  car,  en  construisant  un  prisme  symétrique 
de  Tun  des  deux ,  ce  nouveau  prisme  serait  égal  à  Tautre. 
ScoLiE  IL  —  Un  prisme  est  complètement  déterminé 
quand  on  connaît  une  base  et  une  arête  latérale,  avec  leur 
position  relative. 

Théorème  IV. 

339.  Deuxpiismes,  ABCHIK,  A'B'CHTK',  sont  égaux 
lorsquïls  ont  un  angle  tnèdre  compris  entre  trois  faces 
égales  chacune  à  chacune^  également  inclinées  et  seni- 
blableinent  disposées,  ABCDE  =  A'B'CD'E',  AG=A'G'ei 
AR  =  A'K'(fig.  297), 

Si  nous  portons  la  base  A'B'C'D'E'  sur  la  base  ABCDE , 
qui  lui  est  égale ,  nous  pourrons  les  faire  coïncider.  Mais , 
les  trois  faces  qui  comprennent  Tangle  irièdre  A'  étant  res- 
pectivement égales  aux  trois  faces  qui  comprennent  l'angle 
irièdre  A ,  et  disposées  de  la  même  manière ,  ces  deux 
angles  trièdres  sont  composés  d'angles  plans  égaux  cbacun 
à  chacun ,  et  semblablement  disposés ,  et  sont  par  consé- 
quent égaux  entre  eux  (n°  312).  Donc  l'arête  A'F'  s'appli- 
quera sur  Tarète  AF,  et,  les  parallélogrammes  A'G'  et  A'K 
étant  respectivement  égaux  aux  parallélogrammes  AG 
et  AK ,  le  côté  F'G'  tombera  nécessairement  sur  le  côté  FG , 
et  le  côté  F'K'  sur  le  côté  FK.  Donc  les  deux  bases  supé- 
rieures FGHIK  et  F'G'HTK',  qui  sont  égales  entre  elles, 
coïncideront,  et,  par  conséquent ,  les  deux  prismes  se  con- 
fondront en  un  seul.  Donc  ,  etc. 

ScoLiE  I.  —  Si  la  disposition  des  faces  qui  comprennent 
l'angle  irièdre  A'  était  inverse  de  la  disposition  des  face» 
qui  comprennent  l'angle  Irièdre  A  ,  les  deux  prismes 
proposés  seraient  symétriques  entre  eux. 

ScoLiE  II.  —  Un  prisme  est  déterminé  quand  on  con- 
naît trois  faces  comprenant  un  angle  trièdre ,  avec  leur 
position  relative. 
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Théoriîme  V. 

340.  L'aire  de  la  surface  latérale  d'un  prisme  droit , 
ABCHIK ,  a  pour  mesure  le  produit  du  périmètre  de  sa 
base  ABCDE  par  son  arête  (fig.  298). 

Eu  effet ,  cette  surface  est  égale  à  la  somme  des  rec- 
tangles AG,  BH,  CI,....  Or,  ces  rectangles  ayant  tous 
pour  hauteur  une  arête  du  prisme ,  et  ayant  pour  bases 
respectives  les  côtés  AB,  BC,  CD,...  de  sa  base,  on  a 

aire  AG  =  AB  X  AF, 
aire  BH  =  BC  X  AF, 
aire  CI    =  CD  X  AF, 


On  aura  donc,   en  ajoutant, 

surf.  lat.  ABCHIK  =  (AB  -h  BC  -h  CD. .  .)  X  AF, 

ou ,  en  observant  que  AB+ BC  H-CD . . .  n'est  autre  chose 
que  le  périmètre  du  polygone  ABCDE , 

surf.  lat.  ABCHIK  =  périra.  ABCDE  X  AF. 

Corollaire.  —  L'aire  de  la  surface  totale  d'un  prisme 
régulier  (les  bases  comprises)  a  pour  mesure  le  produit 
du  périmètre  de  sa  base  par  la  somme  faite  de  son  arête 
et  de  l'apothème  de  cette  base.  Car,  OL  (^g".  298)  étant 
l'apothème  de  la  base,  on  a,  d'une  part ,  d'après  ce  qui 
vient  d'être  démontré, 

surf.  lat.  ABCHIK  =  périra.  ABCDE  X  AF, 

et,  d'autre  part  (jaP  216), 

surf,  des  deux  bases  =  périra.  ABCDE  X  OL  ; 

d'où  il  résulte,  en  ajoutant, 

surf,  totale  ABCHIK  =  périra.  ABCDE  X  (AF  -h  OL). 
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Théorème  VI. 

341 ,  Uaire  de  la  surface  latérale  d*un  ptisme  oblique  y 
ABCHIK ,  a  pour  mesure  le  produit  du  périmètre  d'une 
section  perpendiculaire  aux  arêtes,  MNPQR,  par  une 
arête  (fig.  286). 

En  effet ,  cette  surface  se  compose  des  parallélo- 
grammes AG  5  BH,  CI, ... ,  qui  ont  tous  pour  base  com- 
mune une  arête,  et  pour  hauteurs  respectives  les  côtés 
MN,  NP,  PQ,... ,  du  polygone  MNPQR  ;  de  sorte  que 
Ton  a 

aire  AG  =  AF  X  MN, 

aire  BH  =  AF  X  NP, 
aire  CI    =  AF  X  PQ , 


d^où  il  résulte  ,  en  ajoutant, 

surf.  lat.  ABCHIK  =  (MN  X  NP  X  PQ . . .  )  X  AF , 

ou ,  ce  qui  revient  au  même , 

surf.  lat.  ABCHIK  =  périra.  MNPQR  X  AF. 

§  III.  —  Du  parallélipipède. 

Thiborème  VII. 

342.  Dans  tout  parallélipipède ^  AG,  les  faces  oppo-^ 
sées  sont  égales  et  parallèles  (fig,   287). 

D'après  la  définition  du  parallélipipède  (n°  330) ,  les 
deux  bases ,  ABCD ,  EFGH ,  sont  des  parallélogrammes 
égaux  :  la  proposition  n'a  donc  besoin  de  preuve  que  pour 
deux  faces  latérales  quelconques ,  telles  que  ABFE  et  DGCH. 
Or  AB  est  égal  et  parallèle  à  DC ,  puisque  la  figure  ABCD 
est  un  parallélogramme.  De  même,  la  figure  ADHE  étant 
un  parallélogramme,  AE  est  égal  et  parallèle  à  DH.  Donc 
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les  deux  angles  BA£  et  CDH  sont  f%aux  et  situés  dans 
des  plans  parallèles  (n^  277).  Donc  aussi  les  parallâo- 
grammes  ABFE  et  DCGH  sont  égaux  et  parallèles  (n^  117, 
scoL).  On  démontrerait  de  la  même  manière  que  la  face 
BCGF  est  égale  et  parallèle  à  la  face  ÂDHE»  Donc ,  etc. 

Co&OLuiiRS.  —  Toute  section  faite  dans  un  parailéli^ 
pipède,  par  un  plan  mené  entre  deux  faces  opposées,  est 
un  parallélogramme  ;  car  les  côtés  de  cette  section  sont 
parallèles  deux  à  deux ,  comme  étant  les  intersections  de 
deux  plans  parallèles  par  un  troisième  plan. 

ScoLiE  I.  —  Deux  faces  quelconques  opposées  d'un  pa- 
rallélipipède  peuvent  être  prises  pour  bases  de  ce  parallé-^ 
lipipède. 

ScoLiE  II.  —  Tout  plan  diagonal  d'un  parallélipipède 
le  coupe  suivant  un  parallélogramme,  et  le  décompose 
en  deux  prismes  triangulaires. 

Théorème  VIII. 

343,  Dans  tout  parallélipipède  ^  AG,  les  quatre  dia- 
gonales se  coupent  en  un  même  point  O^  qui  est  leurnU^ 
lieu  commun  (fig,  287). 

En  effet ,  si  Ton  fait  passer  un  plan  par  deux  arêtes 
opposées,  DH ,  BF ,  ce  plan  coupe  le  parallélipipède  sui- 
vant un  parallélogramme  DBFH,  dont  BH  et  DF  sont 
les  diagonales.  Donc  BH  etDF  se  coupent  mutuellement, 
au  point  O,  en  deux  parties  égales  (n**  118),  On  démontre- 
rait de  même  que  la  diagonale  BH  et  toute  autre  diago^ 
nale  CE  se  coupent  mutuellement ,  au  même  point  O,  en 
deux  parties  égales.  Donc,  etc. 

ScoLiE.  —  Le  point  O ,  où  se  coupent  les  quatre  diago- 
nales ,  se  nomme  le  centre  du  parallélipipède. 

TnioRiiME  IX, 

344.  Dans  tout  parallélipipède ,  AG,  deux  angles 
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trièdres  opposés,  A  et  G,  sont  symétriques  entre  eux 
(fig.  287). 

En  prolongeant ,  à  partir  du  sommet  G,  les  trois  arêtes 
CG,  FG,  HG,  on  formerait  un  angle  trièdre  symétrique 
de  l'angle  trièdre  G.  Or  ce  nouvel  angle  trièdre  serait  égal 
à  Tangle  trièdre  A  (n°  312).  Donc  l'angle  trièdre  A  est  lui- 
même  symétrique  de  Tangle  trièdre  G. 

ScoLiE.  —  Dans  tout  parallélipipède  ,  les  inclinaisons 
des  arêtes  opposées  sur  les  faces  opposées  sont  égales. 

Théorème  X. 

348.  Les  deux  prismes  triangulaires ,  ABDEFH , 
BCDFGH,  dans  lesquels  un  parallélipipède  se  trouve 
décomposé  par  un  plan  diagonal ,  BH ,  sont  symétriques 
entre  eux  (fig.  287). 

En  effet ,  les  trois  faces  qui  comprennent  l'angle  triè- 
dre A,  dans  le  prisme  ABDEFH,  sont  respectivement 
égales  aux  trois  faces  qui  comprennent  Tangle  trièdre  G, 
dans  le  prisme  BCDFGH  (n^  342),  et  d'ailleurs ,  puisque 
les  deux  angles  trièdres  A  et  G  sont  symétriques  l'un  de 
l'autre  (pP  344) ,  il  est  facile  de  voir  qu'elles  sont  inverse- 
ment disposées.  Donc  le  prisme  triangulaire  BCDFGH 
est  le  symétrique  du  prisme  triangulaire  ABDEFH  (n°339, 
scoL  I). 

Théorème  XI. 

346.  Dans  tout  parallélipipède  rectangle  y  AG,  le 
carré  d*une  diagonale  est  égal  à  la  somme  des  catrés  des 
trois  arêtes  adjacentes  (fig.  299), 

En  effet,  si  l'on  mène  un  plan  diagonal  ACGE,  la 
section  faite  dans  le  parallélipipède  sera  un  rectangle  ,  et 
Ton  aura  (n^  157) 

AG^  =  AC^  -f-  CG^  =  AC^  -H  AE'. 
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Or  OU  a  déjà 

AC  =  AB^  -h  AD^ 
Donc 

AG'  =  AB^  +  AD»  -+-  AE'. 

Corollaire.  —  Les  quatre  diagonales  iVun  paraïlé- 
lipipède  rectangle  sont  égales  entre  elles, 

§  IV.  —  D»  tétraèdre. 

THÉORèME    XIl. 

347.  Veux  tétraèdres  ^métriques,  SABC,  S'A'B'C, 
ont  leurs  arêtes  homologues  égales  y  ainsi  que  leurs  faces 
homologues,  leurs  angles  trièdres  homologues  symétri- 
ques, et  leurs  angles  dièdres  homologues  égaux  (fig.  3oo). 

Cette  proposition  se  démontre  de  la  même  manière  que 
celle  du  n°  337. 

Corollaire.  —  JT/a  tétraèdre  ne  peut  auoir  quun  seul 
symétrique.  Même  raisonnement  que  pour  le  corollaire 
du  n«  337. 

Théorème  XIII. 

348.  Deux  tétraèdres  y  SABC,  S'A'B'C,  sont  égaux 
lorsquils  ont  deux  faces  égales  chacune  à  chacune  y 
SAB  =  S'A'B'5  SAC=S'A'C,  également  inclinées  Vune 
par  rapport  à  V autre ,  et  semhlablement  disposées 
(fig.  3oi). 

Plaçons  la  face  S'A'B'  sur  la  face  SAB ,  qui  lui  est  égale. 
Comme  l'angle  dièdre  S'A'  est  égal  à  Tangle  dièdre  SA  ,  la 
face  S'A'C  s'appliquera  sur  la  face  SAC ,  et ,  puisque  ces 
deux  faces  sont  égales  entre  elles ,  le  sommet  C  tombera 
sur  le  sommet  C.  Donc  les  deux  tétraèdres  coïncideront. 

Scolie  I.  —  Si  la  disposition  des  faces  S'A'B'  et  S'A'C 
était  inverse  de  la  disposition  des  faces  SAB  et  SAC ,  les 
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deux  tétraèdres  seraient  symétriques  entre  eux-,  car,  en 
construisant  un  tétraèdre  symétrique  de  l'un  d'eux,  ce 
nouveau  tétraèdre  serait  égal  à  l'autre ,  d'après  ce  qui 
vient  d'être  démontré» 

ScoLiE  II»  —  Un  tétraèdre  est  déterminé  par  deux  faces 
et  l'angle  dièdre  qu'elles  comprennent. 

Théorème  XIV, 

349.  Deux  tétraèdres  y  S  ABC,  S'A'B'C,  sont  égaux 
lorsqu'ils  ont  une  face  égale ,  SAB  =  S'A'B',  et  les  an- 
gles dièdres  adjacents  égaux  chacun  à  chacun  y  et  sem- 
blablement  disposés  (fig.  3oi). 

Plaçons  la  face  S'A'B'  sur  la  face  SAB,  qui  lui  est  égale. 
A  cause  de  Tégalité  des  angles  dièdres  SA  et  S'A',  la 
face  S'A'C  s'appliquera  sur  le  plan  de  la  face  SAC,  et,  par 
conséquent,  le  point  C  tombera  dans  ce  plan.  De  même, 
à  cauLse  de  l'égalité  des  deux  angles  dièdres  SB  et  S'B', 
et  de  réalité  des  deux  angles  dièdres  AB  et  A'B',  le 
point  C  devra  se  trouver  dans  chacun  des  deux  plans 
SBC  et  ABC.  Or  le  point  C,  devant  se  trouver  à  la  fois 
dans  les  trois  plans  SAC ,  SBC ,  ABC ,  coïncidera  néces- 
sairement avec  leur  point  d'intersection  C.  Donc  les  deux 
tétraèdres  coïncideront  dans  toute  leur  étendue. 

ScoLiE  I.  —  Si  les  deux  tétraèdres  proposés  avaient 
une  face  égale  et  les  angles  dièdres  adjacents  égaux  cha- 
cun à  chacun ,  mais  inversement  disposés ,  ils  seraient 
symétriques  l'un  de  l'autre. 

ScoLiE  II.  —  Un  tétraèdre  est  déterminé  par  une  face 
et  les  augles  dièdres  adjacents. 

Théorème  XV. 

3^.  Deux  tétraèdres  y  S  ABC,  S'A'B'C,  sont  égaux 
lorsqu'ils  ont  trois  faces  égales    chacune  à  chacune. 
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SAB  =  S'A'B',  SAC  =iS'A'C,  SBC  =  SSC,  et  sembla- 
blement  disposées  (fig.  3oi). 

En  effet ,  d'après  Thypothèse ,  les  deux  angles  trièdres 
S  et  S'  sont  composés  d'angles  plans  égaux  chacun  à  cha- 
cun j  et  assemblés  de  la  même  manière ,  et  par  conséquent 
sont  égaux  (n*^  31 2),  Donc ,  si  Ton  place  la  face  S'A'B'  sur 
la  face  SAB,  qui  lui  est  égale,  l'arête  S'G  s'appliquera  sur 
l'arête  SC  ,  et ,  comme  ces  deux  arêtes  sont  égales  entre 
elles,  le  point  C  tombera  sur  le  point  C.  Donc  les  deux 
tétraèdres  coïncideront  dans  toute  leur  étendue. 

Corollaire  I.  —  Deux  tétraèdres  sont  égaux  lors- 
gu'ils  ont  toutes  leurs  arêtes  égales  chacune  à  chacune^ 
et  assemblées  de  la  même  manière^  car  alors  ils  ont 
nécessairement  trois  faces  égales  chacune  à  chacune ,  et 
semblablement  disposées. 

ScoLiE  I.  —  Si  les  deux  tétraèdres  proposés .  avaient 
trois  faces  égales  chacune  à  chacune ,  mais  inversement 
disposées,  ils  seraient  symétriques. 

ScoLiE  II.  —  Un  tétraèdre  est  déterminé  par  ses  six 
arêtes 

§  Y.  —  De  la  pyramide  et  des  polyèdres  en  général. 
Théorème  XVI. 

351.  Les  sections,  MNPQR,  M'N'FQ'R',  faites  dans 
une  pyramide  SABCDE ,  par  des  plans  parallèles  qui 
coupent  à  la  fois  toutes  les  arêtes  latérales  y  sont  des 
polygones  semblables  (^fig.  3o2). 

En  effet ,  les  deux  droites  MN  et  M'N'  sont  parallèles 
comme  étant  les  intersections  de  deux  plans  parallèle» 
par  un  troisième  plan  (n°  272),  et  il  en  est  de  même  des 
droites  NP  et  N'P',  PQ  et  P'Q',...  considérées  deux  à 
deux;  d'où  il  résulte  que  les  angles  M'N'P',  N'FQ', 
P'Q'R',...  sont  respectivement  égaux  aux  angles  MNP, 
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i\PQ,  PQR,...  (n^  277).  De  plus,  les  triangles  SM'N', 
SN'P',  SP'O', . . .  étant  respectivement  semblables  aux 
triangles  SMN,  SNP,  SPQ,...,  on  a  les  suites  de  rapports 
égaux 

MN  :  M'N'  :  :  SN  :  sw, 

SN  :  SiN'  ::  np:  n'F  ::  sp  :  sp', 

SP  :  SP'  ::  pq  :  p'Q'  ::  etc., 


d'où  il  résulte  la  nouvelle  suite 

MN  :  M'N'  ::  np  :  n'P'  :  pq  :  P'Q'  ::  etc. 

Donc  les  deux  polygones  MNPQR  et  M'N'P'Q'R'  ont 
leurs  angles  égaux  chacun  à  chacun,  et  leurs  côtés  homo- 
logues proportionnels  :  donc  ces  deux  polygones  sont 
semblables. 

Corollaire.  —  Toute  section  faite  dans  une  pyra- 
mide, par  un  plan  parallèle  à  sa  base,  est  un  polygone 
semblable  à  cette  base. 

ScoLiE. — Dans  un  tronc  de  pyramide  à  bases  parallèles, 
les  bases  sont  des  polygones  semblables. 

Théorème  XVII. 

352.  Deux  pyramides  symétriques ,  et,  en  général^ 
deux  polyèdres  quelconques  symétriques^  ont  leurs 
arêtes  homologues  égales,  ainsi  que  leurs  faces  liomo^ 
logues,  leurs  angles  dièdres  hom.ologues  égaux,  et  leurs 
angles  polyèdres  homologues  symétriques. 

En  effet ,  puisque  deux  polyèdres  symétriques  sont 
composés  d'un  même  nombre  de  tétraèdres  symétriques 
chacun  à  chacun,  et  inversement  disposés  (n'^  335), 

1°.  Les  arêtes  homologues  de  deux  polyèdres  symé- 
triques ne  sont  autre  chose  que  des  arêtes  homologues 
de  deux  tétraèdres  symétriques  5 
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2".  Les  faces  homologues  de  deux  polyèdres  symétri- 
ques sont,  ou  des  faces  homologues  de  deux  tétraèdres 
symétriques  ,  ou  des  assemblages  de  faces  homologues  de 
deux  tétraèdres  symétriques  inversement  disposées  5 

3*^.  Les  angles  dièdres  homologues  de  deux  polyèdres 
symétriques  sont ,  ou  des  angles  dièdres  homologues ,  ou 
des  sommes  d'angles  dièdres  homologues  de  deux  tétraè- 
dres  symétriques; 

4*^.  Enfin,  les  angles  polyèdres  homologuc*s  de  deux 
polyèdres  symétriques  sont ,  ou  des  angles  trièdres  homo- 
logues de  deux  tétraèdres  symétriques,  ou  des  assem- 
blages d*angles  trièdres  de  tétraèdres  symétriques,  homo- 
logues chacun  à  chacun,  et  inversement  disposés. 

Donc,  1°  les  arêtes  homologues  sont  égales;  2^  les 
faces  homologues  sont  égales  ;  3^  les  angles  dièdres  homo- 
logues sont  égaux  ;  4"  ^^^  angles  polyèdres  homologues 
sont  symétriques. 

Corollaire.  —  Un  polyèdre  quelconque  ne  peut 
avoir  quun  seul  symétrique.  Même  raisonnement  que 
pour  le  corollaire  du  n°  337. 

Théorème  XVIII. 

353.  Deux  pyramides,  SABCDE,  S'A'B'CD'E',  sont 
égales  lorsqu'elles  ont  la  base  et  une  face  égales 
chacune  à  chacune^  également  inclinées  entre  elles,  et 
disposées  de  la  même  manière,  ABCDE  =  A'B'CD'E'  et 
SAB=S'A'B'(fig.  3o3). 

Portons  la  base  A'B'CD'E'  sur  la  base  ABCDE ,  qui 
lui  est  égale.  Comine  l'angle  dièdre  A'B'  est  égal  à  l'an- 
gle dièdre  AB,  la  face  A'B'S'  se  placera  sur  la  face  ABS, 
et,  puisque  ces  deux  faces  sont  égales  ,  le  sommet  S' 
tombera  sur  le  sommet  S.  Donc  les  deux  pyramides  coïu- 
Hderont. 

ScoLTE  I.  —  ;Si  les  deux  pyramides  proposées  avaient 

21 
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la  base  et  une  face  égales  chacune  à  chacune,  également 
inclinées ,  mais  inversement  disposées  ,  elles  seraient 
symétriques  \  car ,  si  Ton  construisait  une  pyramide 
symétrique  de  Tune  d'elles ,  cette  nouvelle  pyramide , 
d'après  ce  qui  vient  d'être  démontré ,  serait  égale  à  l'autre. 
ScoLiE  II.  —  Une  pyramide  est  déterminée  par  la  con- 
naissance dé  sa  base  et  d'une  de  ses  arêtes  latérales,  avec 
leur  position  relative. 

Théorème  XIX. 

3S4.  Deux  pyramides,  SABCDE,  S'A'B'CD'E',  sont 
égales  lorsqu'elles  ont  un  angle  trièdre  compris  entre 
tix^is  faces  égales  chacune  à  cliacune,  et  disposées  de  la 
même  manière,  ABCDE=  A'B'C'D  E',  SAB  =  S'A'B'  et 
SAE  =  S'A'E'(fig.  3o3). 

Portons  la  base  A'B'CD'E'  sur  la  base  ABCDE ,  qui  lui 
est  égale.  Comme  les  trois  faces  qui  comprennent  Tangle 
trièdre  A'  sont  respectivement  égales  aux  trois  faces  qui 
comprennent  l'angle  trièdre  A ,  ces  deux  angles  trièdres 
sont  nécessairement  composés  d'angles  plans  égaux  cha- 
cun à  chacun,  et  assemblés  de  la  même  manière,  et,  par 
conséquent,  ils  sont  égaux  entre  eux  (n**312).  Il  résulte 
de  là  que  l'arête  A'S'  s'appliquera  sur  l'arête  AS.  Mais  , 
d'après  Thypothèse,  ces  deux  arêtes  sont  égales  entre  elles. 
Donc  le  sommet  S'  tombera  sur  le  sommet  S.  Donc  les 
deux  pyramides  coïncideront. 

ScoLiE  I.  —  Si  la  disposition  des  faces  qui  compren- 
nent l'angle  trièdre  A'  était  inverse  de  la  disposition  des 
faces  qui  comprennent  l'angle  trièdre  A  ,  les  autres  cir- 
constances restant  les  mêmes,  les  deux  pyramides  pro- 
posées seraient  symétriques. 

ScoLiE  II.  —  Une  pyramide  est  déterminée  par  la  con- 
naissance des  trois  faces  qui  comprennent  l'un  de  ses 
angles  trièdres,  avec  leur  position  relative. 
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Théorème  XX. 

3S5,  Vaire  de  la  surface  latérale  (ïune  pyramide 
régulière  y  SABCDE,  a  pour  mesure  le  produit  du  pé- 
rimètre de  sa  base  ABCDE  par  la  moitié  de  son  apo^ 
thème  SH  (fig.  290), 
*  En  effet ,  cette  surface  est  égale  à  la  somme  des  triangles 
SAB ,  SBC  ,  SCD.....  Or  ces  triangles  ont  pour  hauteur 
commune  Tapothème  SH  de  la  pyramide ,  et  ils  ont  pour 
bases  respectives  les  côtés  AB,  BC,  CD,...,  de  sa  base. 
Donc  on  a 

aire  SAB  =  AB  X  t  SH, 

aire  SBC  =  BC  X^SH, 
aire  SCD  =  CD  X  1  SH  , 


d'où  il  résulte ,  en  ajoutant , 

surf.  lat.  SABCDE  =  (AB  4-  BC  -+-  CD . . .  )  X  j  SH , 

ou ,  ce  qui  revient  au  même , 

surf.  lat.  SABCDE  =  périra.  ABCDE  X  t  SH. 

Corollaire.  —  L'aire  de  la  surface  totale  d'une 
pyramide  régulière  SABCDE  (la  base  comprise)  a  pour 
mesure  le  produit  du  périmètre  de  sa  base  par  la  demi- 
somme  de  Vapothème  OH  de  cette  base  et  de  Vapo- 
thème  SH  de  la  pyramide  (fig.  290)  -,  car  on  a ,  d*uno 
part ,  d'après  ce  qui  vient  d'être  démontré , 

surf.  lat.  SABCDE  =  périra.  ABCDE  X  j  SH , 

et,  d'autre  part  (n°  216), 

aire  ABCDE  =  périra.  ABCDE  X  7  OH  ; 

d'où ,  en  ajoutant,  ^  ' 

surf,  totale  SABCDE  =  péri».  ABCDE  X  t(SH  -+-  OH). 

21 . 
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Théorème  XXI. 

3S6.  Deux  polyèdres  conyexes  quelconques , 
ABCDEF...,  A'B'CD'E'F...,  sont  égaux  lorsqu'ils  ont 
toutes  leurs  faces  y  moins  une,  égales  chacune  à  chacune , 
également  inclinées  entre  elles,  et  semhlablement  dispo^ 
sées  les  unes  par  rapport  aux  auti^s  (fig.  3o4). 

Représentons  par  Set  S' les  surfaces  des  deux  polyèdres, 
et  supposons,  pour  fixer  les  idées ,  que  les  deux  quadrila  - 
tères  FGBH  et  FG'B'H'  soient  les  deux  faces  correspon- 
dantes non  comprises  dans  les  hypothèses.  Puisque  toutes 
les  autres  faces  sont  égales  chacune  à  chacune ,  paiement 
inclinées  entre  elles,  et  disposées  de  la  même  manière,  il 
est  facile  de  voir  que ,  si  la  surface  S  —  FGBH  est  par- 
tagée en  triangles,  la  surface  S' — F'G'B'H'  doit  pouvoir 
se  partager  en  un  même  nombre  de  triangles,  égaux  aux 
premiers  et  semblablement  placés,  et  que,  si,  dans  Tun 
des  polyèdres ,  plusieurs  triangles  sont  dans  un  même 
plan,  leurs  homologues,  dans  l'autre ,  sont  pareillement 
dans  un  même  plan . 

Cela  posé ,  soient  A  et  A'  les  sommets  homologues  par 
lesquels  doivent  passer  tous  les  plans  diagonaux  qui  par- 
tagent les  deux  polyèdres  proposés  en  tétraèdres  (n°  333). 
En  supposant  que  les  deux  triangles  ABC  et  ACD,  ainsi 
que  leurs  homologues  A'B'C  et  A'CT)',  n'appartiennent 
pas  à  une  même  face ,  si  nous  menons  d'abord  les  deux 
plans  ABD  et  A'B'D',  nous  aurons  deux  tétraèdres , 
ABCD,  A'B'CD',  dans  lesquels  l'angle  dièdre  AC  e,t  les 
deux  faces  ABC  et  ACD  seront  respectivement  égaux  a 
l'angle  dièdre  A'C  et  aux  deux  faces  A'B'C  et  A'C'D':  donc 
ces  deux  tétraèdres  seront  égaux  (n*'  348).  Il  résulte  de 
cette  égalité  que  l'angle  dièdre  B'A'D'C  est  égal  à  l'angle 
dièdre  BADC.  Par  conséquent ,  si  les  deux  triangles 
ACD  et  ADE  sont  dans  un  même  plan ,  auquel  cas  leurs 
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homologues  A'CD'et  A'D'E'sont  aussi  dans  un  même  plau, 
l'angle  dièdre  B'A'D'E'  sera  égal  à  l'angle  dièdre  BADE, 
et ,  si  les  deux  triangles  ACD  et  ADE  n'appartiennent 
pas  à  une  même  face  j  non  plus  que  les  deux  triangles 
A'CD'et  A'iyE',  comme  l'angle  dièdre  CA'D'E'  est,  d'après 
l'hypothèse  ,  égal  à  l'angle  dièdre  CADE ,  l'angle  dièdre 
B'A'D'E',  différence  des  deux  angles  dièdres  CA'D'E' et 
B'A'D'C,  sera  encore  égal  à  l'angle  dièdre  BADE ,  diffé- 
rence des  deux  angles  dièdres  CADE  et  BADC.  D'ailleurs , 
les  deux  triangles  ABD  et  A'B'D'  sont  égaux  entre  eux, 
comme  faces  homologues  des  deux  tétraèdres  égaux  ABCD 
et  A'B'CD',  et  les  deux  triangles  ADE  et  A'D'E'  sont  égaux 
par  hypothèse.  Donc ,  en  menant  les  deux  plans  ABE  et 
A'B'E',  nous  aurons  deux  nouveaux  tétraèdres  ,  ABDE , 
A'B'D'E',  qui  auront  deu;^  faces  égales  chacune  à  chacune,  ■ 
également  inclinées  et  semblablement  disposées,  et  qui, 
par  conséquent,  seront  égaux  (n^  348).  On  démontrera 
de  la  même  manière  que  le  tétraèdre  A'IVE'F'  est  égal 
au  tétraèdre  ABEF.  Mais,  en  continuant  ainsi,  on  finira 
par  arriver  aux  deux  pyramides  quadrangulaires  ABGFH 
et  A'B'G'F'H',  qui  se  composeront  chacune  de  deux 
tétraèdres,  ABGH  et  AFGH,  A'B'G'H' et  A'FG'H',  et 
l'on  démontrera,  comme  ci-dessus,  que  ces  tétraèdres 
sont  égaux  chacun  à  chacun.  Donc  les  deux  polyèdres 
ABCDEF...  et  A'B'C'D'E'F'...  sont  composés  d'un  même 
nombre  de  tétraèdres  égaux  chacun  à  chacun ,  et  assemblés 
de  la  même  manière.  Donc  ces  deux  polyèdres  sont  égaux. 

ScoLiE  I.  —  Si  la  disposition  des  faces  de  l'un  des  deux 
polyèdres  était  inverse  de  la  disposition  des  faces  homolo- 
gues de  Fautre,  ils  seraient  symétriques. 

ScoLiE  II.  —  Un  polyèdre  est  déterminé  par  trois 
sommets  et  leurs  distances  à  tous  les  autres  ]  ce  qui  y.  en 
désignant  par  n  le  nombre  des  sommets ,  exige  u,n  nombre 
de  données  exprimé  par  3  H-  3  (w  —  3)  ou  3 /i  —  6, 
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§  VI.  —  Des  polyèdres  réguliers. 

Théorème  XXII. 

357.  //  ne  peut  pas  y  a^oi'r  plus  de  cincj  soii.es  de 
polyèdres  réguliers  connexes,     • 

En  effet,  pour  former  un  polyèdre  régulier  convexe  , 
il  faut  que  Ton  puisse  réunir  autour  d'un  même  point 
un    certain  nombre  de   polygones  réguliers  égaux,   de 
manière  que  la  somme  des  angles  assemblés  en  ce  point 
soit  moindre  que  quatre  angles  droits  (n"  320).  Or,  comme 
il  faut  au  moins  trois  faces  pour  un  angle  polyèdre  ,   on 
doit  nécessairement  exclure  tous  les  polygones  réguliers 
qui  ont  plus  de  cinq  côtés  5  car  trois  angles  d'hexagones 
réguliers  valent  quatre  angles  droits  (n°  184),  et  trois 
angles  d'heptagones  réguliers,  d'octogones  réguliers,  etc., 
valent  encore  davantage.  On  ne  peut  donc  employer,  pour 
former  un  polyèdre  régulier  convexe  ,  que  des  polygones 
réguliers  de  trois,  ou  de  quatre,  ou  de  cinq  côtés,  c'est- 
à-dire  des  triangles  équilatéraux ,  ou  des  carrés,  ou  des 
penta^nes  réguliers.  Si  l'on  prend  des  triangles  équilaté- 
raux, on  n'en  pourra  réunir  autour  d'un  même  point  que 
trois,  ou  quatre,  ou  cinq^  car  six  angles  de  ces  sortes  de 
triangles  valent  quatre  angles  droits ,  et  ne  peuvent  par 
conséquent  former  un  angle  polyèdre.  Si  l'on  prend  des 
carrés,  on  n'en  pourra  pas  assembler  plus  de  trois  autour 
d'un  point,  puisque  quatre  angles  de  carrés  valent  quatre 
angles  droits.  Enfin ,  si  Ton  prend  des  pentagones  régu- 
liers ,   on  ne  pourra  pas  non  plus  en. assembler  plus  de 
trois  autour  d'un  mênie  point;  car  la  somme  de  quatre 
angles  de  pentagones  réguliers  est  plus  grande  que  quatre 
angles  droits..  Donc  il  ne  peut  y  avoir  au  plus  que  cinq  po- 
lyèdres réguliers  convexes ,  savoir  :  trois  formés  avec  des 
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triangles  équîlatéraux,  un  avec  des  carrés,  et  un  avec  des 
pentagones  réguliers. 

Théorème  XXllI. 

358.  //  est  toujours  possible  de  construire  un  polyè- 
dre régulier  av^ec  des  triangles  équilatéraux  assemblés 
trois  à  trois  (fig.  3o5). 

On  peut  toujours  réunir  trois  triangles  équilatéraux, 
ABC,  ABD,  ACD,  égaux  entre  eux,  de  manière  à  for- 
mer un  angle  trièdre  A.  Il  est  évident  qu'alors  le  triangle 
BCD  sera  égal  aux  trois  premiers  ,  et  que  tous  les  angles 
dièdres  du  polyèdre  ainsi  formé  seront  égaux  (n^  316 , 
corolL).  On  aura  donc  un  polyèdre  régulier  à  quatre 
faces,  c'est-à-dire  un  tétraèdre  régulier. 

ScoLiE.  —  Le  tétraèdre  régulier  a  quatre  sommets  et 
six  arêtes. 

Théorème  XXIV. 

3e59.  //  est  toujours  possible  de  constmire  un  polyè- 
dre régulier  ai^ec  des  triangles  équilatéraux  assetnblés 
quatre  à  quatre  (fig.  3 06). 

Si  Ton  mène  par  un  point  O  trois  droites  égales  ,  AA', 
BB',  ce,  perpendiculaires  entre  elles  ,  et  se  coupant  mu- 
tuellement à  ce  point  en  deux  parties  égales,  puis  que  Ton 
tire  les  droites  AB,  AB',  AC,  AC,  BA,  BC,  BC,  CB', 
CA',  A'B',  A'C,  B'C,  on  aura  huit  pyramides  triangu- 
laires régulières,  OABC,  OABC,  OAB'C,  OAB'C, 
OBA'C ,  OBAC,  OA  B'C ,  OAB'C,  qui  seront  égales  entre 
elles  (n°  350).  Par  conséquent,  les  huit  faces  ABC ,  ABC, 
ABC,  ABC,  BAC,  BAC,  ABC,  ABC,  seront  égales 
entre  elles,  et  également  inclinées  les  unes  par  rapport 
aux  autres.  On  aura  donc  par  celte  construction  un  po- 
lyèdre régulier  à  huit  faces,  c'est-à-dire  un  octaèdre  ré- 
gulier. 


3^8  ÉLÉMENTS    DE    GÉOMÉTRIE. 

ScoLiE.  —  L'octaèdre  régulier  a  six  sommets  et  douze 
arêtes. 

Théorème  XXV. 

360.  //  est  toujours  possible  de  construire  un  polyè- 
dre régulier  av^ec  des  triangles  équilatéraux  assemblés 
cinq  à  cinq  (fig.  807) . 

On  pourra  toujours  réunir  cinq  triangles  équilatéraux 
égaux,  ABC,  ABD,  ADK,  etc.,  de  manière  à  former 
un  angle  pentaèdre  régulier  A.  En  ajoutant  successive- 
ment aux  sommets  B  et  C  de  nouveaux  triangles  égaux  à 
ABC ,  on  y  formera  des  angles  pentaèdres  égaux  à  l'angle 
pentaèdre  A,  et  dont  tous  les  angles  dièdres* seront,  par 
conséquent,  égaux.  On  aura  ainsi  une  surface  convexe 
ABCDEFGHK,  comprise  sous  dix  triangles  équilatéraux 
égaux  et  également  inclinés  les  uns  par  rapport  aux 
autres,  et  telle  que  les  angles  du  bord  seront  alternative- 
ment composés  de  deux  et  de  trois  angles  plans.  Si  l'on 
imagine  une  seconde  surface  convexe  qui  lui  soit  égale  en 
tout ,  et  qu'on  les  réunisse  bord  à  bord ,  en  joignant 
chaque  angle  double  de  Tune  à  un  angle  triple  de  l'autre, 
et  réciproquement ,  on  aura  un  polyèdre  à  vingt  faces 
égales  et  également  inclinées  entre  elles ,  c'est-à-dire  un 
icosaèdre  régulier. 

ScoLiE.  —  L'icosaèdre  régulier  a  douze  sommets  et 
trente  arêtes. 

Théorème  XXVI. 

361 .  //  est  toujours  possible  de  consti*uire  un  polyè- 
dre régulier  a^ec  des  carrés  assemblés  trois  à  trois 
(fig.  288). 

Sur  un  carré  ABCD,  pris  pour  base,  on  pourra  toujours 
former  un  prisme  droit  (n^  329),  dont  la  hauteur  soit 
égale  au  côté  AB  de  la  base.  Ce  prisme  ,  ayant  toutes  ses 
faces  égales  et  ses  angles  dièdres  droits  et  par  conséquent 
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égaux ,  sera  un  polyèdre  régulier  à  six  faces  ,  c^cst-à-dire 
un  hexaèdre  régulier. 

ScoLiE.  —  L'hexaèdre  régulier  a  huit  sommets  et  douze 
arêtes. 

Théorème  XXVII. 

362.  //  est  toujours  possible  de  construire  un  poljè- 
dre  régulier  av^ec  des  pentagones  réguliers  assemblés 
trois  à  trois  (fig.  3o8). 

On  pourra  toujours  réunir  trois  pentagones  réguliers 
égaux,  ABCDE,  ABFGH,  AHIRE,  de  manière  à  former 
un  angle  trièdre  régulier  A.  On  pourra  de  même  former 
au  point  B  un  angle  trièdre  régulier,  en  ajoutant  un 
nouveau  pentagone  régulier,  BCOPF,  égal  nux  précé- 
dents. Les  deux  angles  trièdres  A  et  B  seront  égaux 
(n°  312),  et,  par  conséquent,  leurs  angles  dièdres  le  se- 
ront aussi.  En  ajoutant  ainsi  successivement  un  nouveau 
pentagone  régulier  à  chacun  des  sommets  G,  D,  E,  on  * 
formera  de  nouveaux •  angles  trièdres  réguliers,  égaux  à 
Tangle  trièdre  A,  et  Ton  aura  une  surface  convexe, 
ABC...  KLM...,  comprise  sous  six  pentagones  réguliers 
égaux  et  également  inclinés  les  ims  par  rapport  aux  au- 
tres, et  telle  que  les  angles  du  bord  seront  alternativement 
formés  d'un  et  de  deux  angles  plans.  Si  Ton  conçoit  une 
seconde  surface  convexe  construite  comme  la  première, 
tous  ses  angles  dièdres  seront  égaux  entre  eivx  et  à  ceux 
de  la  première ,  et  Ton  pourra  réunir  ces  deux  surfaces 
bord  abord,  en  plaçant  les  angles  simples  de  l'une  con- 
tre les  angles  doubles  de  l'autre,  et  réciproquement. 
On  aura  alors  un  polyèdre  à  douze  faces  égales  et  égale- 
ment inclinées  entre  elles,  c'est-à-dire  un  dodécaèdre 
régulier. 

ScoLiE  I.  —  Le  dodécaèdre  régulier  a  vingt  sommets 
et  trente  arêtes. 
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ScoLiE  IL  —  Un  polyèdre  régulier  est  délerminé 
lorsque  l'on  connaît  une  de  ses  faces  ou  seulement  une 
de  ses  arôtes. 

Théorème  XXVIII. 

363.  Tout  polyèdre  régulier  conv^exe  peut  être  dé- 
composé en  autant  de  pyramides  régulières  y  égales 
entre  elles  y  quil  a  de  faces  (fig.  3og). 

Soient  ABC  et  ACD  deux  faces  adjacentes  d'un  polyè- 
dre régulier  convexe  quelconque.  Si,  de  leurs  centres  E 
et  F,  nous  abaissons  sur  leur  arête  commune  AC  les 
perpendiculaires  EG  etFG  ,  ces  perpendiculaires  seront 
égales  entre  elles 5  elles  rencontreront  d'ailleurs  AC  en 
un  même  point  G ,  et  détermineront  un  plan ,  EGF,  per- 
pendiculaire à  celte  droite  (n*^  249),  et,  par  conséquent, 
perpendiculaire  aux  deux  faces  ABC  et  ACD  (n°  271 , 
récipr,).  Cela  posé,  si  Ton  élève  des  perpendiculaires  à 
*  ces  deux  faces ,  par  leurs  centres  respectifs  E  et  F,  ces 
deux  perpendiculaires  devront  être  situées  dans  le  plan 
EGF  (n"  242)  :  elles  se  couperont  donc  en  un  certain 
point,  O,  qui ,  devant  se  trouver  en  même  temps  sur  les 
axes  des  cercles  circonscrits  aux  deux  faces  ABC  et  ACD, 
sera  également  distant  des  sommets  A,  B,  C ,  D  (n°  257). 
En  supposant  que ,  par  le  centre  I  d'une  face  ADH ,  adja- 
cente à  la  face  ACD  ,  on  élève  une  perpendiculaire,  on 
démontrera  de  môme  que  cette  nouvelle  perpendiculaire  et 
la  droite  OF  devront  être  situées  dans  lui  même  plan,  et, 
par  conséquent,  se  rencontreront  en  un  certain  point. 
La  position  de  ce  point  de  rencontre  dépendra  d'ailleurs 
de  la  grandeur  de  l'angle  dièdre  des  deux  faces  ACD  et 
ADH  :  donc ,  puisque  cet  angle  dièdre  est  égal  à  celui 
des  deux  faces  ABC  et  ACD,  ce  point  ne  sera  autre  que  le 
point  O,  qui  se  trouvera  ainsi  également  distant  des  som- 
mets A  ,  C,  D,  H.  En  considérant  successivement  chacune 
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des  faces  du  polyèdre  proposé,  on  pourra  donc  faire  voir 
que  les  perpendiculaires  élevées  sur  ces  diverses  faces , 
par  leurs  centres  respectifs ,  viendront  aboutir  au  point 
O  ;  d^où  Ton  conclura  que  le  point  O  est  également  distant 
de  tous  les  sommets  de  ce  polyèdre.  Donc ,  en  menant  les 
droites  OA ,  OB,  OC,  OD,  etc.,  et  en  conduisant  suivant 
ces  droites  ,  prises  deux  à  deux ,  des  plans,  OAB ,  OAC , 
OBG,  OAD,  OCD,  etc.  ,  on  décomposera  le  polyèdre 
en  autant  de  pyramides  régulières,  égales  entre  elles,  qu'il 
a  de  faces. 

ScoLiE.  —  Le  sommet  commun  O  de  toutes  les  py- 
ramides, étant  également  distant,  d'une  part,  de  toutes 
les  faces,  et,  de  l'autre,  de  tous  les  sommets  du  polyè- 
dre ,  se  nomme  le  centre  de  ce  polyèdre.  On  appelle 
rayon  toute  droite  qui  joint  le  centre  à  un  des  som- 
mets ,  et  apothème  toute  perpendiculaire  abaissée  du 
centre  sur  une  des  faces. 


CHAPITRK  QUATRIÈME. 


DK   LA  SIMILITUDE  DES   POLYEDRES. 


§  I.  —  DéCDitions  et  notions  générales. 

364.  Deux  tétraèdres,  SABC,  S'A'B'C  {fig.  3io),  sont 
dits  semblables  lorsqu'ils  ont  les  arêtes  correspondantes 
proportionnelles  entre  elles ,  c'est-à-dire  lorsqu'on  a  entre 
ces  arêtes,  considérées  dans  le  même  ordre  pour  les  deux 
tétraèdres,  la  suite  de  rapports  égaux 

SA  _  SB  _  se  _  AB  _  AC  _  BC 
S'A' "^  S¥' "~ se "■  A'B' "~ A'C "" B'C* 

Il  résulte  évidemment  de  cette  définition  que  deux  té- 
traèdres semblables  ont  leurs  faces  semblables  chacune  à 
chacune^  car  ces  faces  sont  des  triangles  qui  ont  les  côtés 
proportionnels  et  disposés  dans  le  même  ordre. 

On  peut  aussi  conclure  de  la  même  définition  que  deux 
tétraèdres  sont  nécessairement  semblables  du  moment 
qu'ils  ont  trois  faces  semblables  chacune  à  chacune,  et 
assemblées  de  la  même  manière  \  car  ils  ont  dans  ce  cas 
les  arêtes  proportionnelles  et  semblablement  disposées  les 
unes  par  rapport  aux  autres. 

•  Lorsque  les  arêtes  de  deux  tétraèdres  sont  proportion- 
nelles, si  la  disposition  des  arêtes  de  l'un  est  inverse  de  la 
disposition  des  arêtes  de  l'autre,  ces  deux  tétraèdres  sont 
dits  inversement  semblables.  Tels  sont  les  deux  tétraèdres 
SABC  et  S'A'B'C  {fig.  3i  i).  Il  résulte  de  celte  définition 
que  les  faces  correspondantes  de  deux  tétraèdres  inverse- 
ment semblables  sont  des  triangles  inversement  semblables 
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chacun  à  chacun ,  et  que  deux  tétraèdres  sont  inversement 
semblables  du  moment  qu^ils  ont  trois  faces  inversement 
semblables  chacune  à  chacune,  et  assemblées  d*une  ma* 
nîère  inverse. 

Deux  tétraèdres,  S'A'B'C,  S"A"B''C',  semblable?  ou  in- 
versement semblables  à  un  troisième  S  ABC ,  sont  directe- 
ment semblables  entre  eux^  car  on  a  alors  les  deux  suites 
de  rapports  égaux 

SA_^_^  _J^_   AC  _  BC 
S'A'^S'B'  ~"  S'C  ~"  A'B'  ""  A'C  ""  B'C' 

SA         SB         se         AB  AC  BC 


S"A" 

S"B" 

d'où 

l'on  conclut 

• 

S'A' 
S"  A'' 

S'B' 

"■  S"B" 

S"C"  ~  A"B"  ""  A"C"  ""  B^C"  ' 


S'C  _  A'B'  _  AT/  _  B'a 

'S"C"""A"B"""  A"C"  ""B^* 

Dans  deux  tétraèdres  semblables ,  soit  directement , 
soit  inversement,  les  arêtes  proportionnelles  sont  dites 
homologues^  les  faces  qui  ont  pour  côtés  des  arêtes  ho- 
mologues sont  appelées yàcej  homologues ,  et  Ton  nomme 
angles  tnèdres  homologues  les  angles  trièdres  compris 
entre  des  faces  homologues. 

365.  Un  polyèdre  convexe  quelconque  étant  déterminé 
quand  on  connaît  uu  assemblage  de  tétraèdres  dont  il  est 
composé  (n°  333)  ,  deux  polyèdres  convexes  sont  dits 
semblables  lorsqu'ils  peuvent  se  décomposer  en  un  même 
nombre  de  tétraèdres  semblables  chacun  à  chacun,  Rassem- 
blés de  la  même  manière,  et  deux  polyèdres  convexes  sont 
dits  ini^ersement  semblables  lorsqu'ils  peuvent  se  décom- 
poser en  un  même  nombre  de  tétraèdre^  inversement  sem- 
blables chacun  à  chacun,  et  inversement  assemblés.  Il 
résulte  évidemment  de  ces  définitions  que ,  si  plusieurs 
faces  des  tétraèdres  qui  composent  l'un  des  polyèdres  sont 
dans  un  même  plan ,  les  faces  homologues  des  tétraèdres 
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qui  composent  Fautre  polyèdre  sont  aussi  dans  un  même 
plan. 

Dans  deux  polyèdres  semblables  quelconques ,  on  ap- 
pelle points  homolQgues,  i°  les  sommets  correspondants 
et,  en  général,  les  points  homologues  des  faces  corres- 
pondantes; a°  les  points  tels  que,  si  on  les  joint  respec- 
tivement à  trois  sommets  homologues ,  il  en  résulte  des 
tétraèdres  semblables  entre  eux  et  semblablement  dispo- 
sés. On  nomme  lignes  homologues  les  arêtes  proportion- 
nelles, les  diagonales  correspondantes,  et,  en  général ,  les 
droites  qui  joignent  des  points  homologues  quelconques. 
Enfin  on  nomme  sections  homologues  les  sections  faites 
dans  les  deux  polyèdres  par  des  plans  dont  la  position  est 
déterminée  par  des  points  homologues  chacun  à  chacun. 

366.  Le  nombre  des  conditions  de  similitude  de  deux 
polyèdres,  d'une  espèce  donnée,  est  d'autant  moindre  que 
le  nombre  des  lignes  qu'exige  la  détermination  d'un  pareil 
polyèdre  est  moins  considérable. 

Ainsi ,  deux  prismes  ou  deux  pyramides  sont  sembla- 
bles lorsqu'ils  ont  une  base  et  une  face  semblables  chacune 
à  chacune,  également  inclinées  l'une  par  rapport  à  l'autre, 
et  semblablement  disposées,  ou  bien  lorsqu'ils  ont  un 
angle  trièdre  compris  entre  trois  faces  semblables  chacune 
à  chacune,  et  disposées  de  la  même  manière. 

De  même,  deux  parallélipipèdes  sont  semblables  lors- 
qu'ils ont  un  angle  trièdre  formé  par  des  arêtes  propor- 
tionnelles ,  également  inclinées  entre  elles ,  et  semblable- 
ment disposées. 

367.  En  considérant  (^gf.  3  lo)  deux  tétraèdres  sem- 
blables, SABC,  S^A'B'C,  OH  a  la  relation 

SA  _  SB  _  se  _  AB  _  AC  _  BC 
S'A'  "~  S^'  "~  S'C  "~  A'B'  "~  Â^C'  "~  B^'* 

Par  conséquent,  si  Tarèle  S'A'  est  égale  à  l'arête  SA  , 
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les  arêtes  S'B',  S'C,  etc.,  seront  respectivement  égales 
aux  arêtes  SB ,  SC ,  etc. ,  et  alors  les  deux  tétraèdres  seront 
égaux,  comme  ayant  toutes  leurs  arêtes  égales  chacune  à 
chacune ,  et  assemblées  de  la  même  manière  (n*'  350, 
corolL).  Donc  deux  tétraèdres  semblables,  et,  par  suite, 
deux  polyèdres  quelconques  semblables  sofit  égaux  du 
moment  qu'ils  ont  une  arête  homologue  égale. 

On  voit  ainsi  que  l'égalité  des  polyèdres  n'est  qu'un  cas 
particulier  de  leur  similitude  directe. 

Il  en  est  de  même  de  la  symétrie  par  rapport  à  la  simi- 
litude inverse. 

§  II.  —  Des  tétraèdres  semblables. 

Théorème  I. . 

368.  Tout  plan,  A'B'C,  mené  parallèlement  à  l'une 
des  faces,  ABC,  d'un  tétraèdre  S. \BC^  entre  cette  face  et 
le  sommet  qui  lui  est  opposé,  détermine  as^ec  les  trois 
autres  faces  un  second  tétraèdre,  SA'BC,  semblable 
au  premier  (fig.  3iî). 

En  effet,  les  trois  droites  A'B',  A'C,  B'C,  étant  respec- 
tivement parallèles  aux  trois  droites  AB,  AC ,  BC  (n'^STâ), 
les  triangles  SA'B',  SA'C,  SB'C,  sont  respectivement  sem- 
blables aux  triangles  SAB  ,  SAC ,  SBC ,  et  l'on  en  déduit 
la  suite  de  rapports  égaux 

SA  _  SB  _  se  _   AB   _   AC  _  BC 
SA'  ""  SB"'  ~~"  SC'  ""  AB'  ~"  Â'C  ""  BX'' 

Donc,  etc. 

ScoLiE.  —  Si  le  plan  A' B'C,  parallèle  à  la  face  ABC, 
était  mené  de  manière  à  couper  les  prolongements  des 
arêtes  SA,  SB,  SC,  au  delà  du  sommet  S  {fig*  3i3),  le 
tétraèdre  SA' B'C  serait  inversement  semblable  au  té- 
traèdre SABC. 
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Théorème  II. 

369.  Deux  tétraèdres  semblables,  SABC,  S'A'B'C, 
ont  leursangles  trièdres  respectwement  égaux  (fig.  3  lo). 

Car,  ces  deux  tétraèdres  ayant  leurs  faces  semblables, 
chacune  à  chacune,  et  serablablement  disposées  (n°  364) , 
il  en  résulte  que  leurs  angles  trièdres  homologues  sont 
composés  d^angles  plans  égaux  chacun  à  chacun ,  et  assem- 
blés de  la  même  manière.  Donc  ces  angles  trièdres  sont 
égaux  (n**  312). 

ScoLiE. — Dans  deux  tétraèdres  inversement  semblables 
{fig*  3 II),  les  angles  trièdres  homologues  sont  symé- 
triques. 

Théorème  III. 

370.  Deux  tétraèdres  y  SABC,  S'A'B'C,  sont  sembla^ 
blés  lorsquils  ont  trois  angles  trièdres,  A  et  A',  B  et  B', 
C  et  C,  égaux  chacun  à  chacun,  et  disposés  de  la  même 
manière  (Gg.  il o)» 

En  efier,  les  deux  angles  trièdres  A  et  A'  étant  égaux 
entre  eux ,  les  trois  angles  plans  qui  comprennent  l'angle 
trièdre  A'  sont  respectivement  égaux  aux  trois  angles  plans 
qui  comprennent  Tangle  trièdre  A.  Par  une  raison  sem- 
blable ,  les  angles  plans  qui  comprennent  les  deux  angles 
trièdres  B'  et  C  sont  respectivement  égaux  aux  angles 
plans  qui  comprennent  les  deux  angles*  trièdres  B  et  C.  Par 
conséquent,  les  trois  triangles  S'A'B',  S'A'C,  S'B'C,  sont 
respectivement  semblables ,  comme  équiangles ,  aux  trois 
triangles  SAB,  SAC,  SBC.  D'ailleurs,  ils  sont  disposés  de  la 
même  manière.  Donc  les  deux  tétraèdres  SABC  et  S'A'B'C, 
ayant  trois  faces  semblables  chacune  à  chacune,  et  sembla- 
blement  disposées ,  sont  semblables  (n°  364). 

Scolie.  —  Lorsque  deux  tétraèdres,  SABC  et  S'A' B'C 
ifig'  3 II),  ont  trois  angles  trièdres  symétriques  chacun 
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àchacun,  et  inversement  disposés,  ces  deux  tétraèdres  sont 
inversement  semblables.  Car,  si  l'on  construit  un  tétraèdre 
symétrique  de  l'un  des  deux  tétraèdres  proposés ,  ce  nou- 
veau tétraèdre,  en  vertu  de  ce  qui  vient  d'être  démontré, 
sera  semblable  à  l'autre. 

Théorème  IV. 

371 .  Deux  tétraèdres,  SABC,  S'A'B'C,  sont  semblables 
lorsqu'ils  ont  deux  faces,  SAB  et  S'A'B',  SAC  et  S'A'C, 
semblables  chacune  à  chacune,  également  incUnées  entre 
elles,  et  semblablement  disposées  (ûg.  3i4)« 

Prenons  sur  Farête  SA,  plus  grande  que  S'A',  une  lon- 
gueur SA" égale  à  S'A',  et  menons,  par  le  point  A",  un  plan 
A''B"C  parallèle  à  la  face  ABC;  nous  formerons  ainsi  un 
tétraèdre  SA"B"C"  semblable  au  tétraèdre  SABC  (p?  368). 
On  aura  donc 

SA  _  SB  _    AB    __  se  _    AC 
SA"  ~"  SB"  ""  A"B"  ""  se"  ~"  A"C/'' 

Mais  on  a  déjà ,  par  hypothèse, 

SA         SB         AB         se         Ae 

— i. 


S' A'  ~"  S' B'  ""  A'  B  '       S'C'       A'C' 

Comparant  ces  deux  suites  de  rapports  égaux,  et  ob- 
servant que  SA"  est  égal  à  S'A',  on  en  déduit  SB"  =  S'B', 
A"B"  =  A'B',  SC'  =  S'C',  A"C'  =  A'C. 

11  résulte  de  là  que  les  deux  triangles  SA"B"et  SA"C'  sont 
respectivement  égaux  aux  deux  triangles  S' A'B'  et  S' A'C 
(n"  405).  D'ailleurs,  l'angle  dièdre  SA"  est  égal,  par  hy- 
pothèse ,  à  l'angle  dièdre  S'A'.  Donc  les  deux  tétraèdres 
S'A'B'C  et  SA"B"C"  sont  égaux  (n^  348).  Or  le  tétraèdre 
SA"B"C"  ^st  semblable  au  tétraèdre  SABC.  Donc  il  en  est 
de  même  du  tétraèdre  S'A'B'C. 

ScoLiE.  —  Si  la  disposition  des  faees  S'A'B'  et  S' A'C 
était  inverse  de  la  disposition  des  faces  SAB  et  SAC,  les 
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deux  tétraèdres  SABC  et  S'A'B'C  (/^.  3 1 1) ,  au  lieu  d'être 
semblables,  seraient  inversement  semblables. 

Thiéorème  V. 

372.  Deux  tétraèdres^  SABC,  S'A'B'C,  sont  sembla- 
bles lorsqu'ils  ont  une  face  semblable^  SAB  et  S'A'B',  et 
les  angles  dièdres  adjacents  égaux  chacun  à  chacun,  et 
semblablement  disposés  (fig.  3i4)« 

Prenons  sur  SA  une  longueur  SA"  égale  à  S'A',  et  me- 
nons, par  le  point  A*",  un  plan  A"B"C'  parallèle  à  la  face 
ABC.  Les  deux  tétraèdres  SABC  et  SA"B"C"  seront  sem- 
blables (n**  368) ,  et  Ton  aura 

SA  _  SB  _    AB 

•       SA"~SB"""A"B"* 

Mais  on  a  déjà ,  par  hypothèse , 

SA         SB         AB 


S'A'       S'B'       A'B' 

Comparant  ces  deux  suites  de  rapports  égaux,  et  remar- 
quant que  SA"  est  égal  à  S'A',  on  en  déduit  SB"  =  S'B' 
etA"B"  =  A'B'. 

U  résulte  de  là  que  les  deux  triangles  S'A'B'  et  SA"B" 
sont  égaux  (n°  105).  On  a  d'ailleurs,  par  hypothèse, 
^•.SA"=^z*.S'A',  rf/.SB"=^-.S'B',  rf/.A"B"= J/.AB=^*.A'B', 
Donc  les  deux  tétraèdres  S'A'B'C  et  SA"B"C"  sont  égaux 
(n^  349).  Or  les  deux  tétraèdres  SABC  et  SA"B"C"sont 
semblables.  Donc  les  deux  tétraèdres  SABC  et  S'A'B'C  sont 
aussi  semblables. 

ScoLis.  —  Si  la  disposition  des  angles  dièdres  adja- 
cents à  la  face  A'B'C  était  inverse  de  la  disposition  de 
leurs  homologues ,  adjacents  à  la  face  ABC ,  les  deux  té- 
traèdres SABC  et  S'A'B'C  (fig»  3 1 1)  seraient  inversement 
semblables. 


SECONDE    PARTIE.    CHAPITRE    QUATRIÈME.  i'i^ 

Thiéorème  VI. 

373,  Deux  tétraèdres  y  S  ABC,  S'A'B'C,  sont  sembla- 
bles lorsquds  ont  leurs  angles  dièdres  égaux  chacun  à 
chacun  y  et  semblablement  disposés  (&g.  3io)< 

Eii  effet,  les  angles  dièdres  des  deux  tétraèdres  SABC  et 
S'A^B'G  étant  égaux  chacun  à  chacun,  et  semblablement 
disposés,  leurs  angles  trièdres  doivent  aussi  être  égaux 
chacun  à  chacun  (n^313),  et  disposés  de  la  même  manière. 
Donc  ces  deux  tétraèdres  sont  semblables  (n^  370), 

ScoLiE.  —  Si  la  disposition  des  angles  dièdres  du  té- 
traèdre S'A'B'C  était  inverse  de  la  disposition  de  leurs 
homologues  dans  le  tétraèdre  SABC  (Jig*  Su),  ces  deux 
tétraèdres  seraient  inversement  semblables. 

§  m.  —  Des  ^ramides  et  des  polyèdres  quelconques  semblables. 

Théorème  VII. 

374,  En  menant  parallèlement  à  la  base  d'une  py- 
ramide quelconque  y  SABCDE,  un  plan  qui  coupe  toutes 
les  arêtes  latérales,  on  détermine  une  seconde  pyra- 
mide, SA'B'C'DTî',  semblable  à  la  première  (fîg.  3x5), 

En  effet,  si  l'on  fait  passer  un  plan  par  l'arête  SB  et 
par  chacune  des  arêtes  SD,  SE,. . .,  les  deux  pyramides 
SABCDE  et  SA'B'CD'E'  se  trouveront  décomposées  en  un 
même  nombre  de  tétraèdres  semblables  chacun  à  chacun 
(n^368),  et  semblablement  disposés.  Donc  ces  deux  pyra- 
mides sont  semblables  (n?  365). 

ScoLiE.  —  Si  le  plan  mené  parallèlement  à  la  base, 

au  lieu  de  couper  toutes  les  arêtes  latérales  de  la  pyra- 

•mide  proposée,  coupait  leurs  prolongements  au  delà  du 

sommet ,  la  nouvelle  pyramide  qui  en  résulterait  sérail 

inversement  semblable  à  la  première. 

22. 
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Thèor*.me  VIII. 

375.  Dans  deux  pyramides  quelconques  semblables, 
SABCDE,  S'A'B'CD'E',  deux  arêtes  latérales  homolo- 
gues,  SA  ,  S'A',  sont  également  inclinées  sur  les  bases 

(Gg.3i6). 

Prenons  sur  Taréte  SA,  plus  grande  que  Tarête  S'A', 
une  longueur  SA"  égale  à  S'A',  et  menons ,  par  le  point 
A",  un  plan  A"B"C"D"E''  parallèle  à  la  base  ABCDE:  nous 
formerons  ainsi  une  pyramide  SA"B"C"D"E"  semblable  à 
la  pyramide  SABCDE  (n®  374),  et,  par  conséquent,  sem- 
blable aussi  à  la  pyramide  S'A'B'CD'E'.  Or  les  deux  pyra- 
mides S'A'B'CTyE'  et  SA"B"C''D"E"  étant  semblables,  et 
ayant  de  plus  une  arête  homologue  égale ,  puisque  Ton  a 
pris  SA"  égale  à  S'A',  sont  nécessairement  égales  entre 
elles  (n®  367).  Donc  Tinclinaison  de  Tarète  S'A'  sur  la 
base  A'B'CD'E'  est  la  même  que  rinclînaison  de  SA"  sur 
la  section  A"B"C"D"E".  Cela  posé,  menons  la  hauteur  SO, 
et  soit  O"  le  point  où  cette  droite  perce  le  plan  A"B"C"D"E". 
En  joignant  respectivement  les  deux  points  O  et  O"  aux 
deux  points  A  et  A",  nous  aurons  deux  triangles  rectan- 
gles ,  SO  A ,  SO"A",  qui  seront  semblables ,  conmie  ayant 
un  angle  aigu  égal  en  S.  Donc  l'angle  SA"0"  est  égal  à 
l'angle  SAO.  Donc  l'inclinaison  de  SA"  sur  le  plan 
A"B"C"D"E",  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  Finclinaison 
de  l'arête  S' A' sur  la  base  A'B'CD'E',  est  égale  à  l'inclinai  - 
son  de  l'arête  SA  sur  la  base  ABCDE. 

Théorème  IX. 

376.  Les  hauteurs  y  SO,  S'O',  de  deux  pyramides  sem- 
blables, SABCDE,  S'A'B'CD'E',  sont  proportionnelles 
aux  arêtes  homologues  (fig.  3i6). 

Si  Ton  fait  la  même  construction  que  dans  le  théorème 
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précédent,  on  aura  y  à  cause  des  deux  triangles  semblables 
SOA  et  SO"A",  et  des  deux  triangles  semblables  SAB  et 
SA"B",  la  suite  de  rapports  égaux 

so  :  so'  :  :  SA  :  sa"  :  :  ab  :  a"b". 

On  aurait  de  même 

SO  :  SO"  ::  SB  :  SB"  ::  BC  :  b"C", 
so  :  SO"  :  :  se  :  sc"  :  :  cd  :  c"d"; 

et  ainsi  de  suite. 

Or  on  déduit  de  ces  suites  de  rapports  égaux ,  eu  obser- 
vant que  les  droites  SO",  SA",*  A"B'',  etc.,  sont  respective- 
ment égales  aux  droites  S'O',  S'A',  A'B',  etc., 

SO  :  s'O'  ::  sa  :  s'A'  ::  sb  :  s'B'  ::  ab  :  a'B'  ::  etc. 

^ 

Donc,  etc.  • 

Théorème  X. 

377.  Dans  deux  pyramides  quelconques,  SABCDE, 
TGHIK ,  si  l'on  partage  les  hauteurs ,  SO  et  TP,  en  par- 
ties proportionnelles  y  et  que  l'on  mène  par  les  points  de 
dii^ision,  O'  et  P',  des  plans  parallèles  aux  bases,  les 
aires  des  sections  qui  en  résultent  dans  les  deux  pyra- 
mides, A'B'CiyE'  et  G'HTK',  sont  proportionnelles  aux 
aires  de  ces  bases  (fig.  317). 

Les  deux  polygones  ABCDE  et  A'B'CD'E'  étant  sembla- 
bles (d?  351)  ,  ainsi  que  les  deux  polygones  GHIK  et 
G'HTK',  nous  avons  (n°  220)  les  deux  proportions 

r 

aire  ABCDE  :  aire  A'B'C'D'E'  ::  AB»  :  A'B"  ou  ::  SO'  :  S'O'S 
aire  GHIK  :  aire  G'HTK'    ::  GH'rG'H'^  ou  ::TP':rP'». 

Mais  on  a  déjà,  par  hypothèse , 

SO  :  SO'  :  :  TP  :  tp'; 

d'où  il  résulte,  en  élevant  tout  au  carré, 

S0':S0"::  tp:  tp'^ 
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Donc  les  seconds  rapports  des  deux  proportions  ci- 
dessus  étant  égaux  ,  les  premiers  le  sont  aussi ,  et  l'on  a 

aireABCDE  :  aireA'B'C'D'E'  ::  aireGHIK  :  aireG'HTK'. 

ScoLiE.  —  Si  deux  pyramides  ont  même  hauteur  et 
des  bases  équivalentes,  les  aires  des  sections  parallèles 
aux  bases,  faites  dans  ces  deux  pyramides,  par  des  plans 
menés  à  égale  distance  des  sommets,  sont  équivalentes. 

Thiéorème  XI. 

378.  Dans  deux  polyèdres  quelconques  semblables , 
les  arêtes  homologues  sont  proportionnelles,  les  faces 
homologues  sont  semblables,  les  angles  dièdres  homo- 
logues  sont  égaux  chacun  à  cliacun,  les  angles  pofyè- 
dres  homologues  sont  égaux  chacun  à  chacun,  et  les 
inclinaisons  des  arêtes  homologues  sur  les  faces  homo^ 
logues  sont  égales. 

En  effet,  deux  polyèdres  semblables  étant  composés 
d'un  même  nombre  de  tétraèdres  semblables  chacun  à 
chacun,  et  assemblés  de  la  même  manière, 

i^.  Les  arêtes  homologues  de  deux  polyèdres  sembla- 
bles ne  sont  autre  chose  que  des  arêtes  homologues  de 
tétraèdres  semblables,  et ,  par  conséquent,  sont  propor- 
tionnelles ^ 

a*^.  Les  faces  homologues  de  deux  polyèdres  sembla- 
bles sont ,  ou  des  faces  homologues  de  tétraèdres  sembla- 
bles ,  ou  des  assemblages  de  faces  homologues  de  tétraèdres 
semblables ,  disposées  de  la  même  manière  les  unes  par 
rapport  aux  autres,  et,  par  conséquent,  sont  semblables; 

3*^.  Les  angles  dièdres  homologues  de  deux  polyèdres 
semblables  sont ,  ou  des  angles  dièdres  homologues  de  té- 
traèdres semblables ,  ou  des  sommes  d'angles  dièdres  ho- 
mologues de  tétraèdres  semblables  ,  assemblés  de  la  même 
manière,  et  sont,  par  conséquent,  égaux  ] 
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4°.  Les  angles  polyèdres  homologues  de  deux  polyèdres 
semblables  sont ,  ou  des  angles  trièdres  homologues  de  té- 
traèdres semblables ,  ou  des  sommes  d'angles  trièdres  ho- 
mologues de  tétraèdres  semblables ,  assemblés  de  la  même 
manière,  et  sont,  par  conséquent,  égaux  ^ 

5°.  Enfin,  les  inclinaisons  des  arêtes  homologues  de 
deux  polyèdres  semblables  sur  leurs  faces  homologues 
sont  égales  à  cause  de  l'égalité  de  leurs  angles  polyèdres 
homologues. 

ScoLiE  I.  —  Comme  l'ordre  de  la  décomposition  de 
deux  polyèdres  semblables  en  tétraèdres  est  arbitraire , 
il  en  résulte  que  les  diagonales  homologues  de  deux  po- 
lyèdres semblables  ne  sont  autre  chose  que  des  arêtes  ho- 
miologues  de  tétraèdres  semblables ,  et ,  par  conséquent , 
sont  proportionnelles. 

ScoLiE  II.  —  La  proposition  qui  vient  d'être  démon- 
trée a  également  lieu  pour  deux  polyèdres  inversement 
semblables  :  seulement ,  les  faces  homologues  ,  au  lieu 
d'être  semblables,  sont  inversement  semblables,  et  les 
angles  polyèdres  homologues ,  au  lieu  d'être  égaux  cha- 
cun à  chacun,  sont  symétriques. 

Théorème  XIL 

379.  Deux  polyèdres  connexes  sont  semblables  lors- 
quils  ont  toutes  leurs  faces  semblables  chacune  à  cha- 
cune, également  inclinées  entre  elles ,  et  semhlablement 
disposées  (fig.  3x8). 

Il  résulte  de  l'hypothèse  que,  si  la  surface  de  l'un  des 
polyèdres  est  partagée  en  triangles,  la  surface  de  l'autre 
polyèdre  pourra  se  partager  en  un  pareil  nombre  de  trian- 
gles semblables  et  semblablement  placés,  et  que,  si  plu- 
sieurs triangles,  dans  l'un  des  polyèdres,  appartiennent  à 
une  même  face  et  sont  dans  un  même  plan,  leurs  homolo- 
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gues,  dans  l'autre,  sont  pareillement  dans  nn  même  plan. 
Cela  posé ,  soient  A  et  A'  les  deux  sommets  homolo- 
gues par  lesquels  on  mène  les  plans  diagonaux  qui  parta- 
gent les  deux  polyèdres  proposés  en  tétraèdres  (n°333),  et 
soient  d'ailleurs  ABC ,  ACD,  BCDE ,  BEF, . . . ,  difterentes 
faces  de  l'un  des  polyèdres,  et  A'B'C,  A'C'D',  B'C'D'E', 
B'E'F',...,  leurs  homologues  dans  l'autre.  Si  nous  menons 
les  plans  ABD  et  A'BTD',  nous  aurons  deux  tétraèdres , 
ABCD,  A'B'C'D',  dans  lesquels  les  deux  faces  A'B'Cet 
A'C'D'  seront  respectivement  semblables  aux  deux  faces 
ABC  et  ACD:  également  inclinées  et  semblablement dis- 
posées: donc  ces  deux  tétraèdres  seront  semblables  (n^  371  ) . 
n  suit  de  là  que  le  triangle  A'BTD'  est  semblable  au  trian- 
gle ABD,  et  que  T inclinaison  du  plan  A'B'iy  sur  la  face 
B'C'D'E'  est  égale  à  l'inclinaison  du  plan  ABD  sur  la  face 
BCDE.   D'ailleurs ,  le  triangle  BD'E'  est  semblable  au 
triangle  BDE.  Donc ,  si  l'on  mène  les  plans.ABE  et  A'B'E', 
on  aura  deux  nouveaux  tétraèdres,  ABDE,  A'BD'E',  qui 
auront  deux  faces  semblables  chacune  à  chacune,  égale- 
ment inclinées  entre  elles  et  semblablement  disposées  ,  et 
qui ,  par  conséquent ,  seront  semblables  (n*^  371).  De  la 
similitude  des  deux  tétraèdres  ABDE  et  A'B'D'E',  il  ré- 
sulte que  le  triangle  A'B'E'  est  semblable  au  triangle  ABE, 
et  que  Taugle  dièdre  A'B'E'D'  est  égal  à  l'angle  dièdre 
ABED.  Mais  l'angle  dièdre  FBTED'  est,  par  hypothèse, 
égal  à  l'angle  dièdre  FBED.  Donc  l'angle  dièdre  A'B'E'F 
est  égal  à  l'angle  dièdre  ABEF.  D'ailleurs,   le  triangle 
B'ET'  est  semblable  au  triangle  BEF.  Donc  les  deux  té- 
traèdres ABEF  et  A'B'E'F  sont  semblables  (n°  371).  En 
continuant  ainsi ,  on  démontrerait  que  chaque  tétraèdre 
du  second  polyèdre  est  semblable  à  son  homologue  dans 
le  premier.  Donc  les  deux  polyèdres  proposés  sont  sem- 
blables (n«  365). 

ScoLiE.  —  Si  les   deux   polyèdres  proposés    avaient 
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toutes  leurs  faces  inversement  semblables  chacune  à  cha- 
cune, également  inclinées  entre  elles  ,  mais  inversement 
disposées  les  unes^  par  rapport  aux  autres ,  ils  seraient 
inversement  semblables. 

§  IV.  —  Problèmes  sur  les  polyèdres  semblables. 

Problème  I. 

380.  Couper  une  pjranïide  SABCDE  par  un  plan 
parallèle  à  sa  base,  de  telle  sorte  que  Vaire  de  cette 
hase  soit  à  Vaire  de  la  section  A'B'CD'E',  qui  en  résulte, 
comme  un  carré  donné  M*  est  à  un  autre  carré  donné 
N»(fig.  3i5). 

En  supposant  le  problème  résolu,  nous  aurons 

aircABCDE   :   aireA'B'C'D'E'   ::   M'  :   N«. 

Mais  on  a  déjà  (n*'  220),  à  cause  de  la  similitude  des 
deux  polygones  ABCDE  et  A'B'CD'E, 

aircABCDE   :   aireA'B'C'D'E'   ::   AB'  :  A'B'% 

ou,  en  observant  que  les  arêtes  AB  et  A'B'  sont  entre  elles 
dans  le  même  rapport  que  les  arêtes  SA  et  SA'  (n^  378), 

aire  ABCDE   :  aireA'B'C'D'E'   ::   SA^  :   SA''. 

De  cette  dernière  proportion  et  de  la  première  on 
déduit 

M'  :  N'  ::  sa^  -.sa''; 

d'où  il  résulte  ,  en  prenant  la  racine  carrée  de  chaque 
terme, 

M  :  N  ::  sa  :  sa'. 

Donc ,  pour  résoudre  ce  problème ,  il  faut  chercher  une 
quatrième  proportionnelle  aux  trois  droites  M,  N  et  SA, 
prendre  sur  Tarête  SA ,  à  partir  du  point  S,  une  longueur 
SA'  égale  à  cette  quatrième  proportionnelle,  et  mener  par 
le  point  A'  un  plan  parallèle  à  la  base  ABCDE. 
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Problème  II. 

381 .  Déterminer  la  hauteur  d'une  pyramide  S ABCDE , 
dont  on  ne  connaît  que  les  dimensions  d'un  tronc  à  bases 
para/fé/e^  ABCDEMNPQR  (fig.  291). 

Nous  avons  démontré  (n**  376)  que  les  hauteurs  de  deux 
pyramides  semblables  sont  proportionnelles  aux  arêtes 
homologues.  Or  les  deux  pyramides  S  ABCDE  et  SiMNPQR 
sont  semblables  (n**  374).  Donc  on  a  la  proportion 

AB  :MN  ::  so  :  sl, 

de  laquelle  on  déduit 

AB  — MN  :  AB  ::  ol:  so. 

Donc  la  résolution  de  ce  problème  se  ramène  à  la  re- 
cherche d'une  quatrième  proportionnelle  à  trois  droites 
données  (n*'  1 70)  ,  qui  sont  :  la  diflerence  de  deux  côtés 
homologues  des  bases  du  tronc  donné ,  le  plus  grand  de 
ces  deux  côtés,  et  la  hauteur  du  tronc. 

Problème  III. 

382.  Construire  un  tétraèdre  qui  soit  semblable  à 
un  tétraèdre  donné  S  ABC ,  et  dont  l'arête  homologue 
de  AB  soit  égale  à  une  droite  donnée  (fig.  3 10). 

Après  avoir  construit  un  triangle  A'B'C  semblable  à 
la  face  ABC,  et  dont  le  côté  A'B',  homologue  de  AB,  soit 
égal  à  la  droite  donnée  (n^  178),  on  construira  sur  A'C, 
conrnie  homologue  de  AC ,  un  triangle  A'C'S'  semblable  à 
la  face  ACS,  et  sur  B'C,  comme  homologue  de  BC,  un 
triangle  B'C'S'  semblable  à  la  face  BCS,  puis  on  réunira 
ces  trois  triangles  autour  du  point  C,  de  manière  à  for- 
mer un  angle  trièdre  dont  les  faces  soient  A'C'B',  A'C'S'  et 
B'C'S'.  Le  tétraèdre  S'A'B'C,  qui  résultera  de  cette  con- 
struction, sera  le  tétraèdre  demandé  (n^  364). 
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'  PROBLilME    IV. 

383.  Construire  un  polyèdre  qui  soit  semblable  à  un 
polyèdre  donné  ABCDE...,  et  dont  l'arête  homologue 
de  AB  soit  d'une  longueur  donnée  (fig.  3i8). 

Après  avoir  fait  un  triangle  A'B'C  semblable  au  trian- 
gle ABC,  et  dont  la  longueur  du  côté  A'B'  soit  égale  à  la 
droite  donnée  (n°  \  78) ,  on  construira  sur  ce  triangle  un. 
tétraèdre  A'B'C'D' semblable  au  tétraèdre  ABCD(n°  382), 
puis  sur  A'BD'  un  tétraèdre  A'B'iyE'  semblable  au  tétraè- 
dre ABDE  j  et  ainsi  de  suite.  La  réunion  de  tous  ces  tétraè- 
dres donnera  lieu  à  un  polyèdre  A'B'C'iyE'... ,  qui  sera 
semblable  au  polyèdre  donné  (n°  365). 


CHAPITRE  CINQUIÈME. 


DES   SURFACES   RONDES. 


§  I.  —  Définitions  et  notions  générales. 

384.  Toute  surface  peut  être  considérée  comme  engen- 
drée par  le  mouvement  d'une  ligne ,  de  forme  constante 
ou  variable.  La  lîgne  dont  le  mouvement  engendre  une 
surface  se  nomme  génératrice,  et  l'on  donne  le  nom  de  di- 
rectrice  h  une  autre  ligne ,  droite  ou  courbe ,  qui  sert  à 
diriger  le  mouvement  de  la  génératrice. 

Les  surfaces  les  plus  simples  sont  celles  qui  ont  pour 
génératrice  une  ligne  droite.  On  les  nomme  surfaces  ré- 
glées,  pour  exprimer  que  Ton  peut  y  appliquer  en  chaque 
point  une  ligne  droite,  au  moins  dans  un  sens.  Chacune 
des  positions  de  la  génératrice  se  nomme  arête.  Le  genre 
des  surfaces  réglées  se  divise  en  trois  espèces  : 

1°.  Le  plan,  qui  est  engendré  par  une  ligne  droite  as- 
sujettie à  glisser,  parallèlement  à  elle-même,  le  long  d'une 
autre  droite,  ou  à  tourner  perpendiculairement  autour 
d'une  autre  droite,  qu'elle  rencontre  constamment  au 
même  point  ^ 

a^.  Les  surfaces  dés^eloppables,  dont  deux  arêtes  con- 
sécutives, c'est-à-dire  infiniment  voisines,  sont  constam- 
ment dans  un  même  plan  ; 

3°.  Les  surfaces  gauches,  dans  lesquelles  deux  arêtes 
consécutives  quelconques  ne  se  trouvent  pas  dans  un  même 
plan. 

Les  surfaces  développables  sont  ainsi  nommées ,  parce 
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qu'une  portion  d'une  telle  surface,  prise  à  volonté,  peut 
toujours  s'étendre  et  se  développer  sur  un  plan.  11  suffit, 
pour  cela,  défaire  tourner  chacun  des  éléments  plans  dont 
cette  portion  de  surface  est  composée ,  autour  de  l'arête  qui 
le  sépare  de  l'élément  voisin.  De  cette  manière,  on  amène 
un  premier  élément  dans  le  plan  du  suivant,  l'ensemble 
de  ces  deux  éléments  dans  le  plan  du  troisième ,  et  ainsi 
de  suite. 

Les  seules  surfaces  courbes  réglées  dont  on  s'occupe 
dans  la  Géométrie  élémentaire  sont  les  surfaces  dévelop- 
pables  connues  sous  les  noms  de  surfaces  cylindriques  et 
de  surfaces  coniques. 

385.  Les  surfaces  cylindriques  sont  celles  qui  sont  en- 
gendrées par  le  mouvement  d'une  droi  te  assujettie  à  glisser 
le  long  d'une  courbe,  ordinairement  fermée,  en  restant 
constamment  parallèle  à  elle-même.  Si  la  directrice  est  une 
courbe  plane,  on  la  nomme  base  de  la  surface,  et,  si 
cette  base  est  une  circonférence  de  cercle ,  la  surface  cylin- 
drique est  dite  circulaire.  Une  surface  cylindrique  circu- 
laire est  droite  ou  obliqucy  suivant  que  la  droite  généra- 
trice est  perpendiculaire  ou  oblique  au  plan  de  la  base. 

On  nomme  cylindre  l'espace  renfermé  entre  une  sur- 
face cylindrique  et  deux  plans  parallèles  entre  eux.  Les 
sections  parallèles  sont  les  bases  du  cylindre,  et  la  distance 
qui  les  sépare  en  est  la  hauteur.  Lorsque  les  bases  sont  des 
cercles,  le  cylindre  est  dît  circulaire.  Un  cylindre  est  droit 
ou  oblique^  suivant  que  sa  surface  est  elle-même  droite 
ou  oblique.  Ainsi  ABCD  (Jig*  3 19)  est  un  cylindre  droit, 
et  EFGH  est  un  cylindre  oblique.  Dans  tout  cylindre  cir- 
culaire droit  ABCD,  la  hauteur  OL  est  égale  à  une  arête. 

Deux  cylindres  circulaires  droits  sont  dits  semblables 
lorsque  leurs  hauteurs  ou  leurs  arêtes  sont  proportion- 
nelles aux  diamètres  de  leurs  bases. 

Un  plan  est  dit  tangent  à  une  surface  cylindrique  lors- 
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qu'il  n'a  qu'une  seule  arête  commune  avec  cette  surface. 

Un  prisme  est  inscrit  k  un  cylindre  lorsque ,  sa  base  étant 
inscrite  à  celle  du  cylindre ,  ses  arêtes  sont  des  arêtes  du 
cylindre.  Réciproquement ,  le  cylindre  est  circonscrit  au 
prisme. 

Un  prisme  est  circonscrit  à  un  cylindre  lorsque ,  sa  base 
étant  circonscrite  à  celle  du  cylindre ,  ses  faces  latérales 
sont  tangentes  à  la  surface  du  cylindre.  Réciproquement , 
le  cylindre  est  inscrit  au  prisme. 

L'espace  limité  par  une  surface  cylindrique  et  par  deux 
plans  non  parallèles  se  nomme  cylindre  tronqué  ou  tronc 
de  cylindre.  Les  sections  de  la  surface  cylindrique  par  ces 
deux  plans  s'appellent  les  bases  du  tronc.  Lorsque  Tune 
des  bases  d'un  tronc  de  cylindre  ABCD  {fig^  3 20)  est  un 
cercle ,  et  que  ses  arêtes  sont  perpendiculaires  au  plan  de 
ce  cercle ,  il  prend  le  nom  de  tronc  de  cylindre  circulaire 
droit, 

386.  Les  surfaces  coniques  sont  celles  qui  sont  engen- 
drées par  le  mouvement  d'une  droite  assujettie  à  glisser 
le  long  d'une  courbe,  ordinairement  fermée,  en  passant 
constamment  par  un  même  point.  Le  point  par  lequel 
passe  toujours  la  génératrice  se  nomme  sommet  de  la 
courbe.  Si  la  directrice  est  une  courbe  plane ,  on  la  nomme 
base  y  et ,  si  cette  base  est  une  circonférence  de  cercle ,  la 
surface  conique  est  dite  circulaire.  Une  surface  conique 
circulaire  est  droite  ou  oblique  y  suivant  que  son  sommet 
est  situé  sur  l'axe  ou  hors  de  l'axe  de  sa  base.  Toute  sur- 
face conique  se  compose  de  deux  parties  indéfinies,  SAB  et 
SA'B'  (Jig'  321),  séparées  par  le  sommet.  Ces  deux  par- 
ties se  nomment  nappes. 

On  nomme  cône  l'espace  renfermé  entre  une  surface 
conique  et  un  plan.  Celte  section  plane  se  nomme  la  base 
du  cône ,  et  la  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  sur  la 
base  en  est  la  hauteur.  Lorsque  la  base  d'un  cône  est  un 
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cercle,  ce  côite  est  dit  circulaire.  EnOn,  un  cône  circulaire 
est  droit  ou  oblique^  suivant  que  sa  surface  est  elle-même 
droite  ou  oblique.  Ainsi  SAB  (fig.  3 22)  est  un  cône  cir- 
culaire droit,  et  TGH  est  un  cône  circulaire  oblique.  Dans 
un  cône  circulaire  droit ,  la  hauteur  porte  le  nom  d'axe 
du  cône. 

Deux  cônes  circulaires  droits  sont  dits  semblableslorsqae 
leurs  hauteurs  ou  leurs  arêtes  sont  proportionnelles  aux 
diamètres  de  leurs  bases. 

Un  plan  est  dit  tangent  à  une  surface  conique  lorsqu'il 
n'a  qu'une  seule  arête  commune  avec  cette  surface. 

Une  pyramide  est  inscrite  à  un  cône  lorsque,  ayant 
même  sommet  que  le  cône ,  sa  base  est  inscrite  à  celle  du 
cône.  Réciproquement,  lecôneestczrco«5cnf  à  la  pyramide. 
Une  pyramide  est  circonscrite  à  un  cône  lorsque ,  ayant 
même  sommet  que  le  cône ,  sa  base  est  circonscrite  à  celle 
du  cône.  Réciproquement,  le  cône  est  inscrit  à  la  pyramide. 
L'espace  limité  par  une  surface  conique  et  par  deux 
plans  quelconques,  menés  du  même  côté  du  sommet,  se 
nomme  cône  tronqué  ou  tronc  de  cône.  Les  sections  de  la 
surface  conique  par  les  deux  plans  se  nomment  les  bases 
du  tronc.  Quand  elles  sont  parallèles ,  comme  dans  le  cône 
tronqué  ABCD  {fig*  323) ,  le  tronc  est  dit  à  bases  paral- 
lèles y  et  alors  la  hauteur  est  la  perpendiculaire  commune 
aux  deux  bases. 

387.  Les  surfaces  les  plus  simples ,  après  les  surfaces 
réglées,  sont  les  surfaces  de  ré^^olution.  On  nomme  ainsi 
les  surfaces  engendrées  par  la  révolution  d'une  lîgiie, 
droite  ou  courbe ,  tournant  autour  d'une  droite  fixe ,  que 
l'on  nomme  Y  axe  de  réi^olution.  Dans  ce  mouvement, 
chaque  point  de  la  génératrice  ABCDEF  (jfig*  324)  décrit 
une  circonférence  de  cercle,  qui  a  son  centre  sur  l'axe  MN, 
et  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  cet  axe. 

On  nomme  plans  méridiens  les  plans  qui  passent  par 
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Taxe ,  et  lignes  méridiennes  ou  sections  rnéiidiennes  les 
inlersections  de  la  surface  par  ces  plans.  Toutes  les  sec- 
tions méridiennes  sont  évidemment  égales  entre  elles ,  et 
il  est  clair  que  chacune  de  ces  sections  est  composée  de 
deux  parties  parfaitement  égales. 

On  nomme  cercles  parallèles  les  cercles  perpendicu- 
laires à  Faxe^  qui  ont  leurs  centres  sur  cet  axe,  et  dont 
les  circonférences  sont  décrites  par  chaque  point  de  la 
génératrice. 

388.  Les  surfaces  cylindriques  et  coniques  circulaires 
droites ,  qui  sont  les  seules  surfaces  développables  que  Ton 
considère  ordinairement  dans  la  Géométrie  élémentaire, 
peuvent  être  regardées  comme  des  surfaces  de  révolution. 
En  effet,  une  surface  cylindrique  circulaire  droite  ABCD 

(  fie'  ^  ^  9)  P^^^  ^^^^  considérée  comme  engendrée  par  un 
rectangle  AOLD,  tournant  autour  d'un  de  ses  côtés  OL  pris 
pour  axe,  tandis  que  le  côté  opposé  AD  sert  de  génératrice  ^ 
et  une  surface  conique  circulaire  droite  SAB  {Jig^  322) 
peut  être  considérée  comme  engendrée  par  un  triangle 
rectangle  SAO,  tournant  autour  de  l'un  des  côtés  SO  de 
l'angle  droit,  pris  pour  axe,  tandis  que  l'hypoténuse  SA 
sert  de  génératrice.  De  môme ,  la  surface  d'un  tronc  de 
cône  circulaire  droit  à  bases  parallèles  ABCD(^g'.  323) 
peut  être  considérée  comme  engendrée  par  un  trapèze 
rectangle  AOHD,  tournant  autour  du  côté  OH  perpendi- 
culaire à  ses  bases ,  pris  pour  axe,  tandis  que  le  côté  op- 
posé AD  sert  de  génératrice. 

En  menant  un  plan  suivant  l'axe  d'un  cylindre  circu- 
laire droit ,  on  a  pour  section  un  rectangle  double  du  rec- 
tangle générateur.  Dans  le  cas  où  cette  section  est  un  carré, 
le  cylindre  est  dit  équilatéral. 

En  menant  un  plan  suivant  Taxe  d'un  cône  circulaire 
droit,  on  a  pour  section  un  triangle  isocèle  double  du 
triangle  générateur.  Lorsque  ce  triangle  est  équilatéral ,  le 
cône  est  dit  équilatéral.  * 
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En  menant  un  plan  suivant  Taxe  d'un  tronc  de  cône 
circulaire  droit  à  bases  parallèles,  on  a  pour  section  un 
trapèze  isocèle  double  du  trapèze  générateur. 

389.  Les  plus  simples  des  surfaces  de  révolution,  après 
les  surfaces  cylindriques  et  les  surfaces  coniques  circulaires 
droites,  sont  les  surfaces sphériques.  Une  surface  sphérique 
est  engendrée  par  la  révolution  d'une  demi -circonférence, 
tournant  autour  du  diamètre  qui  lui  sert  de  corde.  C'est 
donc  une  surface  courbe,  entièrement  fermée,  dont  tous  les 
points  sont  également  distants  d'un  point  intérieur,  qu'on 
appelle  centre.  L'espace  limité  par  une  surface  sphérique 
(.fie'  ^^5)  se  nomme  sphère. 

On  appelle  rayon  de  la  sphère  la  distance  constante  de 
son  centre  à  sa  surface,  et  l'on  appelle  diamètre  toute  droite 
qui,  passant  par  le  centre,  aboutit  de  part  et  d'autre  à  la 
surface.  Tous  les  diamètres  sont  égaux  et  doubles  du  rayon. 

Il  est  évident  que  deux  sphères  sont  égales  entre  elles 
lorsqu'elles  ont  même  rayon  ou  même  diamètre.  Deux 
sphères  sont  toujours  semblables. 

Un  plan  MN(/ig:.  3  26)  est  dit  tangent  à  une  sphère 
lorsqu'il  n'a  de  commun  avec  sa  surface  qu'un  seul  point,  A 
Ce  point  commun  se  nomme  point  de  tangence  ou  de 
contact, 

390.  Lorsque  l'on  coupe  une  sphère  par  un  plan  GHIK 
{fis*  3^5),  les  deux  portions  dans  lesquelles  la  surface 
de  la  sphère  se  trouve  partagée  se  nomment  calottes 
sphériques,  La  section  GHIK  est  leur  base  commvuie-,  les 
points  A  et  B,  où  elles  sont  rencontrées  par  la  perpendi- 
culaire abaissée  du  centre  de  la  sphère  sur  cette  base,  s'ap- 
pellent leurs  sommets  y  et  leurs  hauteurs  sont  les  parties 
ÂP  et  BP  de  celte  perpendiculaire,  comprises  entre  leurs 
sommets  et  leurs  bases. 

La  portion  de  sphère  comprise  entre  une  calotte  sphé- 
rique et  sa  base  se  nomme  segment  sphérique.  Un  segment 

a3 
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sphérique  a  mêraebase,  même  sommet  et  même  hauteur 
que  la  calotte  correspondante. 

On  appelle  zone  sphérique  une  portion  de  surface 
sphérique  comprise  entre  deux  plans  parallèles ,  tels  que 
CEDF  et  GHIK  {fig.  'iaS).  Les  sections  faites  dans  la 
sphère  par  ces  deux  plans  sont  les  bases  de  la  zone,  et  leur 
distance  en  est  la  hauteur.  Il  est  aisé  de  voir  qu'une  zone 
n'est  autre  chose  que  la  différence  de  deux  calottes  à  bases 

parallèles. 

On  appelle  tranche  sphérique  une  portion  de  sphère 
comprise  entre  deux  plans  parallèles ,  ou  la  différence  de 
deux  segments  sphériques  à  bases  parallèles.  Une  tranche 
sphérique  a  mêmes  bases  et  même  hauteur  que  la  zone 
correspondante . 

On  nomme  secteur  sphérique  une  portion  de  sphère 
(fis-  ^^^)  comprise  entre  une  calotte  sphérique,  GAI  ou 
GBI,  et  une  surface  conique,  OGI,  de  même  base  que 
la  calotte,  et  ayant  pour  sommet  le  centre  O  de  la  sphère. 
Un  secteur  sphérique  se  compose  évid(îmment  d'un  seg- 
ment sphérique  augmenté  ou  diminué  d'un  cône,  sui- 
vant qu'il  est  plus  petit  ou  plus  grand  qu'une  demi-sphère. 
La  calotte  qui  correspond  à  un  secteur  sphérique  prend  le 
nom  de  base  de  ce  secteur. 

Une  calotte  sphérique  GAI  {fig^  3 2 5)  peut  être  con- 
sidérée comme  engendrée  par  la  révolution  d'un  arc  de 
cercle,  AG,  tournant  autour  d'un  diamètre,  AB,qui  passe 
par  l'une  de  ses  extrémités,  pris  pour  axe.  De  même,  un 
secteur  sphérique,  OGAI  (même  figure) ^  peut  être  consi- 
déré comme  engendré  par  un  secteur  de  cercle,  OGA , 
tournant  autour  de  l'un,  OA,  de  ses  côtés.  On  voit  ainsi 
que  la  base  d'une  calotte  ou  d'un  segment  sphérique  GAI 
ne  peut  être  qu'un  cercle,  et  que  ce  cercle  a  pour  rayon  le 
sinus  GP  de  l'arc  générateur. 

Dans  deux  sphères  différentes ,  deux  calottes  ou  deux 
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zones  sont  dites  semblables  lorsque  les  rayons  de  leurs 
bases  sont  proportionnels  à  leurs  hauteurs.  Deux  segments 
ou  deux  secteurs  sphériques  sont  dits  semblables  lorsqu'ils 
correspondent  à  des  calottes  semblables ,  et  deux  tranches 
sphériques  sont  dites  semblables  lorsqu'elles  correspondent 
à  des  zones  semblables. 

Il  est  facile  de  voir  que  deux  calottes  semblables  sont 
engendrées  par  la  révolution  de  deux  arcs  semblables^ 
tournant  chacun  autour  d'un  rayon  qui  aboutit  à  l'une  de 
ses  extrémités.  Il  résulte  de  là  que ,  dans  deux  calottes  ou 
deux  segments  sphériques  semblables,  les  hauteurs,  les 
rayons  des  bases ,  ceux  des  sphèred,  et  les  arcs  générateurs, 
$ont  dans  un  même  rapport, 

391.  On  nomme  fuseau  sphérique  une  portion  de 
surface  sphérique,  telle  que  ACBH  (^g^.  3îi5),  comprise 
entre  les  deux  faces  d'un  angle  dièdre  qui  a  pour  arête 
un  diamètre,  et  Ton  appelle  coin  sphénque  la  portion  de 
sphère  correspondante.  Un  fuseau  ou  un  coin  est  dît 
fectangiilaire  lorsque  l'angle  dièdre  qui  le  détermine  est 
droit. 

Dans  une  même  sphère  ou  dans  des  sphères  égales,  deux 
fuseaux  ou  deux  coins  sont  égaux  lorsqu'ils  correspondent 
à  des  angles  dièdres  égaux;  et ,  dans  des  sphères  différentes, 
deux  fuseaux  ou  deux  coins  qui  correspondent  à  des  an- 
gles dièdres  égaux  sont  dits  semblables, 

392,  On  appelle  triangle  sphénque  une  portion  ABC 
(^fig'  3^7)  de  surface  sphérique  comprise  entre  les  trois 
faces  d'un  angle  trièdre,  dont  le  sommet  O  est  situé  au 
centre  de  la  sphère.  Les  arcs  AB^  AC ,  BC ,  suivant  lesquels 
les  faces  de  l'angle  trièdre  coupent  la  surface  de  la  sphère, 
se  nomment  les  côtés  du  triangle  5  les  extrémités  de  ces 
côtés  en  sont  les  sommets,  et  l'on  nomme  angles  du 
triangle  les  angles  curvilignes  compris  entre  les  côtés.  Un 
triangle  sphérique  est  dit  équiangle,  éqidlatéral,  isocèle^ 

23. 
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scalène,   dans  les  mêmes  cas  qu'iui   triangle  reclîligne. 

Deux  triangles  sphcriques  sont  dits  symétriques  entre 
eux,  ou  simplement  symétriques  y  lorsqu'ils  sont  déter- 
minés ,  sur  une  même  sphère  ou  sur  des  sphères  égales , 
par  des  angles  trièdres  symétriques. 

On  appelle  polygone  sphérique  une  portion  ABCDE 
{fis-  ^^^)  ^®  surface  sphérique  comprise  entre  les  faces 
d'un  angle  polyèdre,  dont  le  sommet  est  placé  au  centre  de 
la  sphère. 

Deux  polygones  sphériques  sont  dits  symétriques  entre 
eux,  ou  simplement  symétriques ^  lorsqu'ils  sont  déter- 
minés ,  sur  une  même  sphère  ou  sur  des  sphères  égales, 
par  des  angles  polyèdres  symétriques.  Ils  sont  alors  com- 
posés de  triangles  sphériques  symétriques  chacun  à  chacun, 
et  inversement  disposés. 

Une  pyramide  sphérique  est  la  portion  de  sphère  com- 
prise entre  un  triangle  ou  un  polygone  sphérique  et  les 
faces  de  Tangle  trièdre  ou  polyèdre  qui  lui  correspond.  Le 
triangle  ou  le  polygone  sphérique  prend  le  nom  de  base  de 
la  pyramide.  Une  pyramide  sphérique  est  dite  triangu- 
laire, quadrangulairey  etc.,  suivant  que  sa  base  est  un 
triangle,  un  quadrilatère,  etc. 

393.  Les  surfaces  de  révolution  sont  appelées  surfaces 
rondes,  parce  qu'on  peut  toujours  y  appliquer  un  cercle, 
au  moins  dans  un  sens,  et  l'on  donne  le  nom  de  corps  rond 
à  tout  espace  limité  par  une  surface  ronde.  Ainsi,  les  sur- 
faces cylindriques  ou  coniques  circulaires  droites  et  les 
surfaces  sphériques  sont  des  surfaces  rondes  \  le  cylindre 
circulaire  droit,  le  cône  circulaire  droit  et  la  sphère  sont 
des  corps  ronds. 

On  appelle  normale  à  une  surface  ronde ,  et  en  général 
à  une  surface  courbe  quelconque,  la  perpendiculaire  au 
plan  tangent  menée  par  le  point  de  contact  ou  par  un  des 
points  de  contact.  On  donne  le  nom  de  plan  normal  à 
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tout  plan  qui  passe  par  uue  normale ,  et  rinterseclion  de 
la  surface  par  un  plan  normal  est  appelée  section  normale, 

§  II.  —  Des  surfaces  cylindriques  circulaires  droites. 

TniéoRÈME  I. 

394.  Tout  plan  mené  siui^ant  une  arête  EF  d'une  sur^ 
face  cylindrique  circulaire  droite,  et  suii^ant  une  tan^ 
gente  GH  à  sa  basé  ABC,  est  tangent  à  cette  surface 
cylindrique  (fig.  329). 

Le  plan  et  la  surface  cylindrique  ont  d'abord  l'arête 
EF  commune:  il  nous  suffira  donc  défaire  voir  qu'ils 
n'ont  pas  d'autres  points  communs  que  ceux  de  cette  arête. 
Supposons,  pour  cela,  qu'ils  aient  un  autre  point  com- 
mun I  :  alors  l'arête  qui  passe  par  ce  point  devra  se  trou- 
ver à  la  fois  dans  le  plan  et  dans  la  surface  cylindrique , 
et,  par  conséquent,  elle  percera  le  plan  de  la  base,  en  un 
certain  point ,  K,  différent  du  point  E,  qui  appartiendra 
en  même  temps  à  la  circonférence  de  la  base  et  à  la  tan- 
gente GH;  ce  qui  est  absurde.  Donc  le  plan  mené  suivant 
l'arête  EF  et  la  tangente  GH  n'a  pas  d'autres  points  com- 
muns avec  la  surface  cylindrique  que  ceux  de  l'arête  EF. 
Donc  il  est  tangent  à  cette  surface. 

Réciproque.  —  Tout  plan  tangent  à  une  surface  cy- 
lindrique circulaire  droite  coupe  le  plan  de  sa  base  sui- 
i^ant  une  droite,  GH,  tangente  à  cette  base  (fig.  329). 

Car,  si  la  droite  d'intersection  du  plan  tangent  avec  le 
plan  de  la  base  de  la  surface  cylindrique  rencontrait  la  cir- 
conférence de  cette  base  en  deux  points,  E  et  R,  les  arêtes 
menées  par  ces  points  se  trouveraient  à  la  fois  dans  la 
surface  cylindrique  et  dans  le  plan  tangent;  ce  qui  est  con- 
traire à  la  définition  du  plan  tangent  à  une  surface  cylin- 
drique (n«  385). 
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Théorème  II. 

395.  Tout  plan,  CNF,  parallèle  à  la  base  AME  d'une 
surface  cylindrique  circulaire  droite,  coupe  cette  sur-^ 

face  suii^ant  une  circonférence  égale  à  la  circonférence 
de  la  base  (fig.  33o). 

En  effet ,  menons  suiyant  Taxe  OH  deux  plans,  OBDH , 
OEFH.  Ces  deax  plans  coupent  les  deux  plans  parallèles 
AME  et  CNF  suivant  des  droites,  OB,  HD,OE,  HF, 
parallèles  deux  à  deux  (n^  S72).  Mais  déjà  les  droites  OH, 
BD,  EF,  sont  parallèles  (n°385).  Donc  les  figures  OBDH  et 
OEFH  sont  des  parallélogrammes,  et  même  des  rectangles^ 
d'où  il  résulte  que  l'on  a  HD  =  OB  et  HF  =  OE  (n^  116). 
Or  OE  est  égal  à  OB.  Donc  HF  est  égal  à  HD,  Donc ,  etc. 

Théorème  HL 

396.  L'aire  de  la  surface  latérale  d'un  cylindre  cir^ 
culaire  droit,  ABCD,  a  pour  mesure  le  produit  de  la  cir^ 
conférence  de  sa  base  par  une  arête  (fig.  33 1). 

En  effet ,  les  bases  d'un  cylindre  droit  ABCD  étant  per-- 

pendiculaires  aux  arêtes,  il  s'ensuit  que,  dans  le  dévelop* 

pement  de  sa  surface  latérale  sur  un  plan ,  la  circonférence 

de  chaque  base  devient  une  ligne  droite  également  per-» 

pendiculaire  aux  arêtes.  Par  conséquent ,  si  l'on  suppose 

que  cette  surface  soit  ouverte  ou  fendue  le  long  d'une  arête, 

elle  devra  prendre,  après  son  développement,  la  forme 

d'un  rectangle  BEFC  ,  de  même  hauteur  BC ,  et  dont  la 

base  BE  sera  égale  en  longueur  à  la  circonférence  rectifiée 

delà  base  du  cylindre.  Or  on  a  (n°  212) 

aire  BEFC  =  BE  X  BC. 
Donc 

aire  cylind.  ABCD  =  circ.OB  X  BC. 

CoROLLAiEE  I.  —  L'aire  de  la  surface  totale  d'un  cy^ 
lindre  circulaire  droit  ABCD  (yîg'.    331),  les  deux  bases 
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comprises ,  a  pour  mesure  le  produit  de  la  circonférence 
de  sa  base  par  la  somme  faite  de  son  arête  et  du  rayon 
de  cette  base^  car,  Faire  de  la  surface  latérale  ëUnt  égale 
à  cire.  OB  X  BC,  et  Taire  de  chaque  base  étant  exprimée 
par  cire.  OB  X  ^OB  (n^  224),  on  a  évidemment,  pour  la 
mesure  de  Taire  totale, 

cire.  OB  X  BC  -h  cire.  OB  X  OB, 
ou 

cire.  OB  X  (BC  -4-  OB). 

Corollaire  II.  —  Uaire  de  èhaque  base  d'un  cylindre 
circulaire  droit  est  à  l'aire  de  sa  surface  latérale  comme 
la  moitié  du  rayon  de  cette  base  est  à  la  longueur  d'une 
arête  ^  car,  en  vertu  de  la  proposition  du  n"  224  et  de  ce 
qui  vient  d'être  démontré,  on  a  (Jig>  33 1) 

cercle  OB  =  cire  OB  X^OB, 
surf.  lat.  ABCD  =  cire.  OB  X  BC; 

d'où  il  résulte 

cercle  OB  :  surf  lat.  ABCD  ::  |0B  :  BC. 

Corollaire  III.  —  R  étant  le  rayon  de  la  base  d'uu 
cylindre  circulaire  droit,  la  circonférence  de  cette  base 
est  exprimée  par  2;rR  (n°  197,  scol.  I).  Donc,  si  Ton 
représente  par  L  la  longueur  d'une  arête ,  la  surface  laté- 
rale de  ce  cylindre  aura  pour  expression  sttR  x  L  5  c'est- 
à-dire  que  Vaire  de  la  surface  latérale  d'un  cylindre  cir- 
culaire droit  s'obtient  en  multipliant  par  la  longueur 
d'une  arête  le  double  produit  du  rayon  de  sa  base  par  le 
rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  (n^  207). 

Corollaire  IV.  —  En  représentant  par  S  et  S' les  aires 
des  surfaces  latérales  de  deux  cylindres  circulaires  di*oIts 
semblables,  par  R  et  R'  les  rayons  de  leurs  bases ,  et  par 
L  et  L'  les  longueurs  de  leurs  arêtes  respectives ,  on  a 
S  =  27rR  X  L  et  S'  =  sttR'  X  L'-,  d'où  Ton  déduit 

S  :  S'  ::  rxl  :  r'xl'. 

Mais ,  les  deux  cylindres  étant  semblables,  on  a  déjà 
Géométrie  de  Gouré.  23* 


'S6o  ÉLÉMENTS    DE    GÉOMÉTRIE. 

(n"  385) 

R  :  R'  ::  L  :  V. 

En  multipliant  ces  deux  proportions  par  ordre,  et  ayant 
soin  de  supprimer  les  facteurs  communs  aux  antécédents 
et  aux  conséquents ,  on  trouve 

S.Q/«fTj.¥/a 

Donc  les  aires  clés  surfaces  connexes  de  deux  cylindres 
circulaires  droits  semblables  sont  propoftionnelles  aux 
carrés  de  leurs  arêtes  ^  ou  aux  carrés  des  rayons  de  leurs 
bases  ^ 

TnÉORiîME  IV. 

397.  L'aire  de  la  surface  latérale  d'un  tronc  de  c^-* 
lindre  circulaire  droit,  ABCD,  a  pour  mesure  le  produit 
de  la  circonférence  de  sa  base  circulaire  par  la  demi- 
somme  de  la  plus  grande ^  AD,  et  de  la  plus  petite  y  BC , 
de  ses  arêtes  (fig.  332).  ^ 

Soit  ABEF  un  cylindre  de  même  base  que  le  tronc 
ABCD,  et  d'un  axe  double.  Si  nous  supposons  que  la  sur- 
face latérale  de  ce  cylindre  ait  été  fendue  suivant  BE ,  et 
développée  sur  le  plan  des  deux  arêtes  AD  et  BC ,  nous 
aurons  un  rectangle,  BGKE,  de  même  hauteur  BE,  et  dont 
la  base  BG  sera  égale  à  la  circonférence  rectifiée  de  la  base 
du  tronc.  Cela  posé ,  prenons  sur  GK  une  longueur  GL 
égale  à  AD  5  alors  KL  sera  égal  à  BC,  çt,  en  joignant  Iç 
point  C  au  point  L ,  le  rectangle  BGKE  se  trouvera  par- 
tagé eii  deux  trapèzes  rectangles ,  BGLC ,  EKLC ,  égaux 
entre  eux.  D'un  autre  côté ,  il  est  facile  de  voir  que  la  sur-r 
face  latérale  du  tronc  ABCD  n'est  que  la  moitié  de  celle 
du  cylindre  ABEIF.  Par  conséquent,  puisque  cette  der- 
nière est  équivalente  à  l'aire  du  rectangle  BGKE ,  la  sur-r 
face  latérale  du  tronc  ABCD  sera  égale  à  l'aire  du  trapèzç 
BGLC.  Or  on  a  (n«  215) 

«ire  BGLC  =:  BG  X  7  (GL  -h  BC). 
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Donc 

surf.  lat.  ABCD  =  cire.  OA  X  |  (AD  +  BC). 

ScoLiE.  —  Dans  le  trapèze  ABCD  {fig»  332),  on  a 
(n«121)  OH=:i(AD  +  BC).   Donc  on  peut  prendre, 
pour  mesure  de  la  surface  latérale  d'un  tronc  de  cylindre 
circulaire  droit,  le  produit  de  la  circonférence  de  sa  base, 
circulaire  par  son  axe. 

§  III.  —  Des  sarbces  coniques  cireolaires  droites. 

Théorème  V. 

398.  Tout  plan  mené  suwant  une  arête  SE  d'une  sur'- 
face  conique  circulaire  droite,  et  suii^ant  une  tangente 
GH  à  sa  base  ABC ,  est  tangent  à  cette  surface  conique 
(fig,  333). 

Même  démonstration  que  pour  le  théorème  du  n°  394. 

Réciproque. —  Tout  plan  tangent  à  une  surface  co^ 
nique  circulaire  droite,  S  ABC ,  coupe  le  plan  de  sa  base 
suivant  une  droite,  GH,  tangente  à  cette  base  (fig.  333). 

Même  démonstration  que  pour  la  réciproque  du  théo- 
rème du  n?  394. 

Théorème  VI. 

399 .  Tout  plan ,  CNF,  parallèle  à  la  base  AME  d'une 
surface  conique  circulaire  droite,  coupe  cette  surface 
suiv^ant  une  circonférence  de  cercle  (fig.  334). 

Menons  deux  plans ,  SOB,  SOE ,  qui  se  coupent  suivant 
l'axe  SO.  Ces  deux  plans  couperont  les  deux  plans  paral- 
lèles AME  et  CNF  suivant  des  droites,  OB,  ID,  OE,  IF, 
parallèles  deux  à  deux  (n^  272).  Donc  on  aura  les  deux 
proportions 

OB  :  ID  ::  SO  :  si, 
OE  :  IF  ::  SO  :  si, 

desquelles  on  déduit 

OB  :  ID  ::  OK  :  IF. 

Or  OE  est  égal  à  OB.  Donc^  IF  est  égal  àlD.  Donc,  etc. 


/ 
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Théorkme  VII. 

400.  L'aire  d9  la  surface  latérale  d'un  cône  circulaire 
droite  SAB)  a  pour  mesure  le  produit  de  la  circonférence 
de  sa  base  par  la  moitié  d^une  arête  (fig.  335). 

En  effet,  toutes  les  arêtes  du  cône  SAB  étant  égales 
entre  elles ,  il  en  résulte  que ,  dans  le  développement  de  sa 
surface  latérale  sur  un  plan ,  la  circonférence  de  la  base 
devient  un  arc  de  cercle  dont  le  centre  est  au  sommet  S  du 
cône.  Par  conséquent,  si  l'on  suppose  que  cette  surface 
soit  ouverte  ou  fendue  le  long  d'une  arête,  elle  devra 
prendre,  après  son  développement,  la  forme  d'un  secteur 
SBE,  ayant  pour  rayon  Tarète  SB  du  cône,  et  pour  base 
un  arc  égal  en  longueur  à  la  circonférence  rectifiée  de  sa 
base.  Or  on  a(ii^  225) 

sect.  SBE  =  arc  BE  X  1  SB. 
Donc 

aire  coniq.  SAB  =  cire.  OB  X  7  SB. 

Corollaire  I.  —  Uaire  de  la  surface  totale  d'un  cône 
circulaire  droit  SAB  (fig.  335),  la  base  comprise,  a  pour 
mesure  le  produit  de  la  circonférence  de  sa  base  par  la 
demi-somme  de  son  arête  et  du  rayon  de  cette  base;  car, 
l'aire  de  la  surface  latérale  étant  égale  à  cire.  OB  X  7  SB, 
et  l'aire  de  la  base  étant  exprimée  par  cire.  OB  X  \  OB 
(n^  224),  on  a  évidemment,  pour  la  mesure  de  l'aire  totale, 

cire.  OB  X  T  SB  -h  cire.  OB  X  1  OB, 
ou 

cire.  OB  X  7(SB  -f-  OB). 

Corollaire  IL  —  Uaire  de  la  base  d'un  cône  circu- 
laire droit  est  à  l'aire  de  sa  surface  latérale  comme  le 
rayon  de  cette  base  est  à  la  longueur  d'une  arête ^  car, 
en  vertu  de  la  proposition  du  n^  224  et  de  ce  qui  vient 
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d'être  démontré ,  on  a 

cercle  OB  =  cire.  OB  X  t  OB, 
surf.  lat.  SAB  =  cire.  OB  X  y  SB; 

d'où  il  résulte 

cercle  OB   ;  surf.  lat.  SAB   :  :   OB  :  SB. 

Corollaire  III.  —  R  étant  le  rayon  de  la  base  d'un 
cône  circulaire  droit,  la  circonférence  de  cette  base  est  égale 
à  27rR(n^  197,  scolA).  Donc,  si  Ton  représente  l'arête 
de  ce  cône  par  L ,  sa  surface  convexe  sera  exprimée  par 
27tR  X  i  L  ou  ttR  X  L  ;  c'est-à-dire  que  Vaùe  de  la  sur- 
face latérale  (Vun  cône  circulaire  droit  s* obtient  en  mul- 
tipliant par  la  longueur  d'une  arête  le  produit  du  rayon 
de  sa  base  par  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre 
(n«207). 

Corollaire  IV.  —  En  désignant  par  S  et  S' les  surfaces 
convexes  de  deux  cônes  circulaires  droits  semblables,  par 
L  et  L' leurs  arêtes ,  et  par  R  et  R'  les  rayons  de  leurs  bases, 
on  a  S  =  ttR  X  L  et  S'  =  ttR'  X  L'5  d'où  l'on  déduit 

S:  S'  ::  rxl  :R'xl'. 

Mais,  les  deux  cônes  étant  semblables,  on  a  déjà 
(n°  386) 

R  :R'  ::  L  :  L'. 

Multipliant  ces  deux  proportions  par  ordre ,  et  suppri- 
mant les  facteurs  communs  aux  antécédents  et  aux  con- 
séquents ,  on  trouve 

S  :S'::l=:L". 

Donc  les  aires  des  surfaces  com^exes  de  deux  cônes 
circulaires  droits  semblables  sont  propoHionnelles  aux 
carrés  de  leurs  arêtes^  ou  aux  carrés  des  rayons  de 
leurs  bases. 
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Théorème  VIII. 

401 .  L'aive  de  la  surface  latérale  d'un  tronc  de  cône 
circulaire  droit  à  bases  parallèles ^  ABCD,  a  pour  mesure 
le  produit  de  la  detni-somnie  des  circonférences  de  ses 
deux  bases  par  son  arête  (fîg.  335). 

Le  tronc  de  cône  ABCD  étant  la  diflerence  de  deux 
cônes  circulaires  droits  semblables,  SAB,  SDC ,  il  s'ensuit 
que  5  dans  le  développement  de  sa  surface  latérale  sur  un 
plan ,  les  circonférences  de  ses  bases  deviennent  des  arcs 
de  cercles  ayant  pour  centre  commun  le  sommet  S  du 
cône.  Par  conséquent,  si  Ton  conçoit  que  cette  surface 
soit  ouverte  ou  fendue  le  long  d'une  arête ,  il  est  visible 
que ,  lorsqu'elle  sera  développée,  elle  aura  la  forme  d'un 
trapèze  circulaire  BEFC ,  dont  les  bases  seront  respecti- 
vement égales  en  longueur  aux  circonférences  des  bases 
du  tronc  de  cône ,  et  dont  la  largeur  sera  égale  à  son 
arête  BC.  Or  on  a  (n«  227) 

aire  BEFC  =  |  (  arc  BE  -h  arc  CF)  X  BC. 
Donc 

surf.  lat.  ABCD  =  |(circ.  OA  H-  cire.  ID)  X  BC. 

ScoLiE.  —  Si  nous  menons  par  le  point  G  ,  milieu  de 
l'arête  BC  ,  un  plan  parallèle  aux  bases  du  cône  tronqué 
ABCD  {Jîg*  335),  ce  plan  coupera  la  surface  convexe  du 
tronc  suivant  une  circonférence  qui  deviendra ,  dans  le 
développement  de  cette  surface,  un  arc  de  cercle  GL  égal 
à  la  demi-somme  des  deux  arcs  BE  et  CF  (pP  227,  scolA). 
Il  suit  de  là  que  l'on  a  cire,  KG  =  {  (cire;  OA  +  cire.  K)). 
Donc  on  peut  prendre,  pour  mesure  de  la  surface  latérale 
d'un  tronc  de  cône  circulaire  droit  à  bases  parallèles,  le  pro- 
duit de  la  circonférence  d'une  section  perpendiculaire  à 
l'axe,  faite  à  égale  distance  des  deux  bases,  par  une  arête. 
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§  IV.  —  Des  surfaces  sphériques. 

Théorème  IX. 

402.    Toute  section  faite  dans  une  sphère^  par  un 
plan  GHIK,  est  un  cercle  (fîg.  325). 

Abaissons ,  en  effet ,  du  centre  O  de  la  sphère  une  per- 
pendiculaire OP  sur  le  plan  GHIK ,  et  menons  aux  divers 
points  de  la  ligne  d'intersection  de  la  surface  sphérique 
par  ce  plan  les  rayons  OG ,  OH ,  OK , ...  et  les  droites  PG , 
PH ,  PK , . . . .  Les  obliques  OG ,  OH  ,  OK , . . .  étant  égales 
comme  rayons  d'une  même  sphère,  leurs  projections  PG, 
PH,  PK,...  le  sont  aussi  (n^  256,  récipr,).  Donc  la  ligne 
d'intersection  de  la  surface  de  la  sphère  par  le  plan  GHIK 
est  une  circonférence,  dont  le  centre  est  au  point  P,  et 
dont  le  rayon  est  égal  à  la  droite  PG.  Donc,  etc. 

ScoLiE  I..  —  Lorsque  le  plan  de  section  passe  par  le 
centre  de  la  sphère  ,  comme  CEDF  ou  AEBF,  la  sphère 
et  le  cercle  qui  résulte  de  cette  section  ont  même  centre 
et  même  rayon ,  et  la  circonférence  de  ce  cercle  est  la 
plus  grande  que  l'on  puisse  tracer  sur  la  surface  de  la 
sphère.  Pour  cette  raison,  on  appelle  grand  cercle  d'une 
sphère  toute  section  faite  dans  cette  sphère  par  un  plan 
qui  passe  par  son  centre ,  et ,  par  opposition  ,  on  appelle 
petits  cercles  les  sections  faites  par  des  plans  qui  ne 
passent  pas  par  le  centre.  Deux  arcs  de  grands  cercles 
sont  dits  perpendiculaires  entre  eux  lorsque  les  plans  qui 
les  déterminent  sont  eux-mêmes  perpendiculaires  entre 
eux. 

ScoLiE  II.  —  Tous  les  grands  cercles  d'une  même 
sphère  ou  de  deux  sphères  égales ,  ayant  même  rayon  que 
ces  sphères ,  sont  nécessairement  égaux  entre  eux. 

ScoLiE  III.  —  Deux  grands  cercles  d'une  sphère  se 
coupent  mutuellement  en  deux  parties  égales  5  car  leur 
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section  commune,  étant  une  droite  qui  passe  par  leur  cen- 
tre commun,  est  à  la  fois  diamètre  de  ces  deux  cercles. 

ScoLiE  IV.  —  Deux  points  quelconques  d'une  surface 
sphérique,  pourvu  qu'ils  ne  soient  pas  sur  un  même  dia- 
mètre ,  déterminent  un  grand  cercle;  car  ces  deux  points 
et  le  centre  de  la  sphère  déterminent  la  position  d'un  plan 
(n**  241),  et  ce  plan  coupe  la  sphère  suivant  un  grand 
cercle. 

ScoLiE  V.  —  Les  côtés  des  triangles  et  des  polygones 
sphériques ,  étant  les  intersections  de  la  surface  d'une 
sphère  par  des  plans  passant  par  son  centre  (n^  392),  sont 
des  arcs  de  grands  cercles. 

ScoLiE  VI.  —  Chaque  face  d'un  angle  tricdre  ou  polyè^ 
dre  étant  moindre  que  deux  angles  droits ,  chacun  des 
côtés  d'un  triangle  ou  d'un  polygone  sphérique  est  un  atx: 
moindre  qu'une  demi-circonférence. 

Théorème  X. 

403.  Tout  grand  cercle,  CEDF,  partage  la  sphère 
et  sa  surface  en  deux  parties  égales  (fig.  3a5). 

En  effet,  si  l'on  tourne  l'une  des  parties  dans  le  même 
sens  que  l'autre,  et  qu'on  les  superpose  en  faisant  coïn- 
cider leurs  bases,  les  deux  surfaces  coïncideront  aussi 
l'une  avec  l'autre  ]  car ,  s'il  en  était  autrement ,  tous  les 
points  de  la  surface  de  la  sphère  ne  seraient  pas  également 
éloignés  du  centre,  ce  qui  est  contraire  à  la  définition 
qui  a  été  donnée  de  la  surface  sphérique  (n°  389). 

Réciproque.  —  Tout  plan  qui  partage  une  sphère  en 
deux  pairies  égales  passe  par  son  centre. 

Cette  réciproque  se  démontre  de  la  même  manière  que 
celle  du  n°  49. 

ScoLiE.  —  On  nomn^e  hémisphères  les  deux  parties 
égales  dans  lesquelles  une  sphère  est  partagée  par  un 
grand  cercle. 
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Théorème  XI. 

404.  Quatre  points,  A,  B,  C,  D,  non  situés  dans  un 
même  plan,  déterminent  une  surface  sphérique  (fig.  336). 

Par  trois  quelconques ,  A ,  B,  C ,  des  quatre  points  don- 
nés ,  faisons  passer  une  circonférence  de  cercle  ;  décrivons 
une  seconde  circonférence,  qui  passe  par  le  quatrième 
point  donné  D  et  par  deux  quelconques,  B,  C,  des  trois 
premiers,  et  menons,  par  les  centres  G  et  H  de  ces  deux 
circonférences,  les  droites  MN  et  PQ  respectivement  per- 
pendiculaires à  leurs  plans.  Cela  posé,  si  l'on  joint  les 
deux  points  G  et  H  au  point  I ,  milieu  de  la  droite  BC ,  cette 
droite,  qui  est  une  corde  commune  aux  deux  cercles,  sera 
perpendiculaire  aux  deux  droites  IG  et  IH  (n°  58,  corolL)^ 
et  par  conséquent  perpendiculaire  à  leur  plan  (n°  249).  Il 
résulte  de  là  que  le  plan  GIH  sera  perpendiculaire  à  la  fois 
aux  plans  des  deux  cercles  ABC  et  BCD  (n°  271 ,  récipr,) , 
et  devra  contenir  leurs  axes  respectifs  MN  et  PQ,  Donc  ces 
deux  axes ,  étant  situés  dans  un  même  plan ,  se  rencon- 
treront nécessairement  en  un  certain  point,  O.  Or  le  point 
O,  appartenant  à  l'axe  MN,  sera  également  distant  des 
trois  points  A ,  B ,  C  (n^  257,  récipr.) ,  et  le  même  point  O, 
appartenant  à  Taxe  PQ,  sera  également  distant  des  trois 
points  B,C,D.  Donc  les  quatre  distances  OA,OB,  OC,  OD, 
seront  égales ,  et,  par  conséquent,  la  surface  sphérique  dé- 
crite du  point  O  conune  centre,  avec  un  rsjyon  égal  à  OA, 
passera  par  les  quatre  points  A,  B,  C,  D.  Si  Ton  pouvait 
faire  passer  par  les  mêmes  points  une  seconde  surface  sphé- 
rique, son  centre  devrait  se  trouver  à  la  fois  sur  les  deux 
axes  MN  et  PQ ,  et  serait  par  conséquent  à  leur  point  d'in- 
tersection O.  Cette  seconde  surface  sphérique  aurait  donc 
même  centre  et  même  rayon  que  la  première,  et  se  con- 
fondrait avec  elle.  Donc  il  est  toujours  possible  de  faire 
passer  une  surface  sphérique  par  quatre  points  non  situés 
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dans  un  incarne  plan  ;  mais  on  n'en  peut  faire  passer  qu'une. 
Donc,  etc. 

ScoLiE.  —  Quatre  points  situés  dans  un  même  plan 
ne  peuvent  pas  déterminer  une  surface  sphérîque;  car,  si 
ces  quatre  points  sont  sur  une  même  circonférence,  on 
peut  y  faire  passer  une  infinité  de  surfaces  sphériques  dif- 
férentes ,  et ,  s'ils  ne  sont  pas  sur  une  même  circonférence, 
on  n'en  peut  faire  passer  aucune. 

Théorème  XII. 

408.  Entre  deux  points  y  A  et  B,  d'une  surface  sphé- 
rique,  le  plus  court  chemin,  en  suiv>ant  la  surface^  est  le 
plus  petit  des  deux  arcs  de  grand  cercle  qui  vont  de  l'un 
de  ces  points  à  Vautre  (fig.  33  7). 

Soit  AB  le  plus  petit  des  deux  arcs  de  grand  cercle  qui 
joignent,  sur  la  surface  de  la  sphère,  le  point  A  au  point  B. 
Prenons,  sur  la  même  surface,  un  point  quelconque  C  ex- 
térieur à  cet  arc  •,  joignons  le  centre  O  de  la  sphère  aux 
trois  points  A ,  B,  C  •,  menons  les  deux  plans  AOC  etBOC , 
qui  coupent  la  surface  de  la  sphère  suivant  les  deux  arcs  de 
grands  cercles  AC  et  BC ,  et  faisons  passer  par  la  droite  OC 
un  autre  plan ,  COD,  qui  soit  perpendiculaire  au  plan 
AOB.  L'intersection  OD  de  ces  deux  derniers  plans  étant  la 
projection  des  deux  droites  OA  et  OB  sur  le  plan  COD , 
nous  aurons  (pP  259) 

AOD  <  AOC ,  BOD  <  BOC  ; 

d'où  il  résulte 

arc  AD  <C  arc  AC ,     arc  BD  <I  arc  BC. 

Or  on  doit  admettre  comme  évident  que ,  si  deux  aixs  de 
grands  cercles  d'une  même  sphère  sont  inégaux,  le  plus 
court  chemin  entre  les  deux  extrémités  du  plus  grand  de 
ces  arcs  est  plus  long  que  le  plus  court  chemin  entre  les 
deux  extrémités  du  plus  petit.  Donc,  puisque  les  deux  arcs 
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de  grands  cercles  AC  et  BC  sont  respectivement  plus  grands 
que  les  deux  arcs  de  grands  cercles  AD  et  BD,  le  plus  court 
chemin  du  point  A  au  point  C  est  plus  long  que  le  plus  court 
chemin  du  point  A  au  point  D,  et  le  plus  court  chemin  du 
point  6  au  point  C  est  plus  long  que  le  plus  court  chemin 
du  point  B  au  point  D.  On  voit,  d'après  cela,  qu'aucun 
point  de  la  ligne  la  plus  courte  que  l'on  puisse  mener  entre 
les  deux  points  A  et  B ,  en  suivant  la  surface  de  la  sphère, 
ne  peut  être  situé  hors  de  l'arc  de  grand  cercle  AB.  Donc 
cet  arc  est  lui-même ,  sur  la  surface  de  la  sphère ,  le  plus 
court  chemin  du  point  A  au  point  B. 

ScoLiE.  —  Si  les  deux  points  A  et  B  étaient  situés  aux 
extrémités  d'un  même  diamètre,  on  pourrait  mener  de 
l'un  à  l'aiutre  une  infinité  d'arcs  de  grands  cercles ,  qui 
seraient  autant  de  demi-circonférences ,  et  il  y  aurait  par 
conséquent,  entre  ces  deux  points,  une  infinité  de  plus 
courts  chemins  égaux  entre  eux. 

Théorème  XIII. 

406.  La  peij?endiculaire  éles^ée  par  le  centre  P  (ïu?t 
petit  cercle f  GHIK ,  d'une  sphère^  passe  parle  centre  O 
de  la  sphère,  et  perce  sa  surface  en  deux  points,  A  et  B, 
dont  chacun  est  également  distant  de  tous  les  points  de 
la  circonférence  de  ce  petit  cercle  (fîg.  SaS). 

En  effet,  i^  le  centre  O  de  la  sphère,  étant  également 
distant  de  tous  les  points  de  la  circonférence  du  cercle 
GHIK,  est  nécessairement  situé  sur  la  perpendiculaire 
élevée  au  plan  de  ce  cercle  par  son  centre  (n^  257,  récipr»)] 
2°  la  droite  AB  étant  perpendiculaire  au  plan  du  cercle 
GHIK ,  et  passant  par  son  centre ,  les  deux  points  A  et  B, 
qui  sont  situés  sur  cette  ligne  ,*  doivent  se  trouver  respecti- 
vement à  égale  distance  de  tous  les  points  de  la  circonfé- 
rence de  ce  cercle  (n°  257).  Donc ,  etc. 
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Corollaire  L  —  Tous  les  arcs  de  grands  cercles, 
AG,  AH,  AI, ... ,  menés  de  l'un  quelconque  des  points 
A  et  B  aux  différents  points  de  la  circonférence  GHIK , 
sont  perpendiculaires  à  cette  circonférence,  et,  de  plus, 
sont  égaux  entre  eux  ;  car  les  plans  qui  les  déterminent 
passent  tous  par  la  droite  AB,  qui  est  perpendiculaire  au 
plan  du  cercle  GHIK,  et,  d'après  ce  qui  vient  d*ètre  dé- 
montré, leurs  cordes  sont  égales  entre  elles. 

Corollaire  II.  —  Par  un  point  pns  sur  la  surface 
d'une  sphère,  on  ne  peut  mener  qu'un  seul  arc  de  grand 
cercle  perpendiculaire  à  une  circonférence,  GHIK ,  don- 
née sur  cette  sphère,  à  moins  que  ce  point  ne  soit  un  des 
deux  points  A  et  B  ^  car  on  ne  peut  mener  par  le  centre  du 
cercle  GHIK  qu'une  seule  droite ,  AB ,  perpendiculaire  au 
plan  de  ce  cercle  (n°  250),  et  nousavons  vu  (p?  ^lO^corolL) 
que  Ton  ne  peut  mener  qu'un  seul  plan  perpendiculaire  à 
un  plan  donné  suivant  une  droite  oblique  à  ce  plan. 

Scolie  I.  —  La  droite  AB  est  l'axe  du  cercle  GHIK, 
et,  en  général,  de  tous  les  cercles  parallèles  au  cercle  GHIK: 
les  points  A  et  B,  où  cet  axe  rencontre  la  surface  de  la 
sphère,  sont  dits  les  pôles  des  mêmes  cercles. 

ScoLiE  II.  —  Les  pôles  A  et  B  d'un  cercle  GHIK  de- 
vant se  trouver  à  l'intersection  des  arcs  de  grands  cercles 
menés  perpendiculairement  à  s<m  plan,  par  divers  points 
de  sa  circonférence ,  il  en  résulte  que  chaque  pôle  est  dé- 
terminé par  l'intersection  de  deux  de  ces  arcs. 

ScoLiE  III.  —  Les  arcs  de  grands  cercles,  AC,AE, 
AD, . . . ,  BC ,  BE ,  BDy. . . ,  menés  des  pôles  d'un  grand  cer- 
cle CEDF  aux  divers  points  de  sa  circonférence,  sont 
égaux  chacun  à  un  quadrant. 

ScoLiE  IV.  —  Tous  les  arcs  de  grands  cercles,  CG, 
EH,  DI,...,  compris  entre  deux  circonférences,  CEDF, 
GHIK ,  parallèles  entre  elles,  et  perpendiculaires  à  leurs 
plans ,  sont  égaux  entre  eux. 
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Théorème  XIV. 

407 .  Dans  une  niême sphère  ou  dans  'des  sphères  égales^ 
i^  deux  petits  cercles  égaux ^  EF,  GH,  sont  également 
éloignés  du  centre^  2°  de  deux  petits  cercles  inégaux^ 
EF,  GK ,  le  plus  petit»  EF,  est  le  plus  éloigné  du  centré 
(fig.  338). 

i^.  Abaissons  du  centre  O  de  la  sphère,  sur  les  plans 
des  deux  petits  cercles  EF  et  GH ,  les  perpendiculaires  OP 
et  OQ ,  qui  passeront  par  leurs  centres  respectifs ,  et  me- 
nons les  rayons  OE  et  OG.  Nous  aurons  alors  (n*^  157, 

corolL  I) 

OP'  =  OE'  —  EP%     0(y  =  OG'  —  GQ'. 

Or  OG  est  égal  à  OEj  et  GQ  est  égal  à  EP.  Donc  on  à 
OQ*  =  OP*;  d'où  il  résulte  OQ  ==  OP. 

2°.  Abaissons,  du  centre  O  de  la  sphère,  les  perpendicu- 
laires OP  et  OR  sur  les  plans  des  deux  cercles  EF  et  GK  ^ 
et  tirons  les  rayons  OE  et  OG.  Nous  aurons  les  deux 

égalités 

OP'  =  OE'  —  EP',     OR'  =  OG'  —  GR'. 

Or  OG  est  égal  à  OE,  et  GR  est  plus  grand  que  EP; 
Donc  on  a  OR*  <  OP'-,  d'où  il  résulte  OR  <  OP. 

Réciproque.  —  Dans  une  même  sphère  ou  dans  des 
sphères  égales,  1^  deux  petits  cercles,  EF,  GH,  égaler 
ment  éloignés  du  centre,  sont  égaux^  2®  de  deux  petits 
cercles,  EF,  GK ,  inégalement  éloignés  du  centre,  le  plus 
éloigné  est  le  plus  petit* 

Cette  réciproque  se  démontre  de  la  même  manière  que 
la  proposition  directe. 

Théorème  XV. 

408.  L'intersection  mutuelle  de  deux  sphères  est  tou" 
jours  un  cercle,  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  la 

droite,  OO',  qui  joint  leurs  centres  (fi^,  SSp). 

24. 
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Faisons  passer  un  plan  quelconque  par  les  centres  O  et 
O'des  deux  sphères  :  il  coupera  leurs  surfaces  suivant  deux 
grands  cercles,  CAD,  CA'D)  qui  se  rencontreront  en  deux 
points,  C,  D,  et  dont  la  corde  conunune  CD  sera  perpen- 
diculaire à  la  droite  OCK,  et  partagée  par  cette  droite,  au 
point  I ,  en  deur  parties  égales  (n^  67).  Or ,  toute  section 
faite  dans  une  sphère  par  un  plan  étant  un  cercle  (n^4Q2), 
si  nous  menons  par  la  droite  CD  un  plan  perpendiculaire  à 
la  droite  OCK ,  l'intersection  de  la  sphère  O  par  ce  nouveau 
plan  sera  une  circonférence  qui  aura  pour  centre  le  point  I 
et  pour  diamètre  la  droite  CD,  et  l'intersection  de  la 
sphère  O^  par  ce  même  plan  sera  une  circonférence  qui 
aura  aussi  le  point  I  pour  centre  et  la  droite  CD  pour  dia- 
mètre. Ces  deux  circonférences,  ayant  même  centre  et 
même  diamètre ,  n'en  feront  donc  qu'une  seule ,  qui  sera 
située  sur  les  surfaces  des  deux  sphères ,  et  dont  le  plan 
sera  perpendiculaire  à  la  droite  CXy.  D'ailleurs ,  elle  con- 
tiendra tous  les  points  d'intersection  de  ces  deux  surfaces  ; 
car  il  est  évident  que  tout  point  pris  sur  Tune  des  sphères, 
hors  de  cette  circonférence,  se  trouverait  au  dedans  ou  au 
dehors  de  Tautre.  Donc,  etc. 

ThiSorème  XVI. 

409.  Tout  plan,  MN ,  perpendiculaire  à  Veoctrémité 
d'un  rayon  y  OA,  d'une  sphère ,  est  tangent  à  cette  sphère 
(fig.  326). 

En  effet ,  le  rayon  OA  étant  perpendiculaire  au  plan 
MN,  une  oblique  quelconque  OH  est  plus  longue  que  le 
rayon(n°255).  Par  conséquent,  tout  point  H  du  plan  MN, 
différent  du  point  A ,  est  à  une  distance  du  centre  plus 
grande  que  le  rayon.  Donc  le  plan  MN  n'a  qu'un  seul  point 
commun  avec  la  surface  de  la  sphère.  Donc  il  est  tangent 
à  cette  surface. 

Réciproque.  —  Si  un  plan,  MN,  est  tangent  à  une 
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Sphère  y  il  est  perpendiculaire  à  V  extrémité  du  rayon  y  OA, 
qui  aboutit  au  point  de  contact^  car  le  rayon  OA ,  étant 
alors  la  plus  courte  distance  du  centre  O  de  la  sphère  au 
plan  MN,  est  nécessairement  perpendiculaire  à  ce  plan 
(n°  255). 

Corollaire  L  —  La  perpendiculaire  élevée  sur  un 
plan  tangent  à  une  sphère  y  par  le  point  de  contact, 
passe  par  le  centre  delà  sphère  y  et  y  réciproquement,  la 
perpendiculaire  abaissée  du  centre  d'une  sphèrey  sur  un 
plan  tangent  à  cette  sphèrey  passe  par  le  point  de  con^ 
tact^  car,  d'après  ce  qui  vient  d'être  démontré ,  le  cen- 
tre et  le  point  de  contact  déterminent  la  position  d'une 
droite  qui  est  perpendiculaire  au  plan  tangent,  et  l'on  sait 
(n^*250  et  251)  que,  par  un  point  pris  sur  un  plan  ou 
hors  d'un  plan  ,  on  ne  peut  mener  qu'une  seule  perpen- 
diculaire à  ce  plan. 

Corollaire  II.  —  Par  un  point  donné  sur  la  surface 
d^une  sphèrey  on  ne  peut  mener  //u  un  seul  plan  tangent 
à  cette  sphère^  car  on  ne  peut  mener  qu'un  seul  plan  per- 
pendiculaire à  Textrémîté  du  rayon  qui  àhoutit  à  ce  point 
(n^'  252). 

ScoLiE.  —  Dans  une  sphère  ,  tout  rayon  est  normal  à 
la  surface,  et,  réciproquement,  toute  normale  passe  par  le 
centre. 

Théorème  XVII. 

410.  L'angle  cuiviligne,  CAE ,  formé,  sur  la  surface 
d'une  sphèrey  par  deux  arcs  de  grands  cercles  y  AC ,  AE, 
a  pour  mesure  F  arc  de  grand  cercle  y  CE,  décrit  de  son 
sommet  comme  pôle  y  et  comptis  entre  ses  côtés  y  pro^ 
longés  s* il  est  nécessaire  (fig.  325). 

Nous  remarquerons  d'abord  que  l'angle  des  deux  arcs 
AC  et  AE  n'est  autre  chose  que  l'angle  dièdre  formé  par 
les  plans  des  d<îux  demi-cercles  ACB  et  AEB ,  qui  se  cou- 
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pent  suivant  la  droite  A6.  Or,  chacun  des  arcs  AG  et  AE 
étant  égal  à  un  quadrant  (n^  406 ,  scol,  IQ),  les  deux 
droites  OC  et  OE  sont  perpendiculaires  sur  le  diamètre 
A6,  et,  par  conséquent,  Tangle  COE  est  Tangle  plan  cor- 
respondant à  l'angle  dièdre  CABE  (n**  298).  Donc,  piiis- 
que  cet  angle  dièdre  a  pour  mesure  l'arc  CE  (n*'  303),  le 
même  arc  CE  doit  aussi  être  la  mesure  de  Tangle  curvili- 
gne CAE. 

Corollaire.  —  Lorsque  deux  arcs  de  grands  cercles 
se  coupent  sur  une  sphère,  la  somme  de  deux  angles 
adjacents  est  égale  à  deux  angles  droits,  et  les  angles 
opposés  par  le  sommet  sont  égaux ^  car ,  dans  le  premier 
cas  ,  la  somme  des  arcs  de  grands  cercles  décrits  de  leurs 
sommets  comme  pôles,  et  compris  entre  leurs  côtés ,  est 
égale  à  une  demi-circonférence  ,  et ,  dans  le  second  cas , 
ces  arcs  sont  égaux  entre  eux. 

Théorème  XVIII. 

41 1 .  Vaire  de  la  surface  engendrée  par  la  révolution 
d'une  ligne  polygonale  régulière,  ABCD. . . ,  tournant  au^ 
tour  d'une  droite  extérieure  MN ,  située  dans  son  plan 
et  passant  par  son  centre  0,  a  pour  mesure  le  produit 
de  la  circonférence  du  cercle  inscrit  à  cette  ligne  poly- 
gonale par  la  projection  EH  de  celle-ci  sur  l'axe  MN 
(fig.  34o). 

Soient  EF,  FG  ,  GH,. ..  les  projections  respectives  des 
côtés  AB ,  BC ,  CD, . . .  sur  l'axe  MN ,  et  OP,  OQ,  OR, . . . 
les  perpendiculaires  abaissées  du  centre  sur  ces  côtés. 
En  menant  PI  perpendiculaire  sur  MN,  et  désignant  par 
aire  AB  Taire  de  la  surface  engendrée  par  la  révolution 
du  côté  AB,  on  a  (n**  401 ,  scol.) 

aire  AB  =  cire  IP  X  AB. 
Mais  5   si  nous  abaissons  AK  perpendiculaire  sur  BF , 
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nous  aurons  deux  triangles ,  ABK ,  OIP,  qui  seront  sem- 
blables, comme  ayant  leurs  côtés  perpendiculaires  chacun 
à  chacun ,  et  qui  donneront  la  proportion 

AK:  AB  ::  ip  :0P, 

ou,  en  remplaçant  AK  par  EF,  qui  lui  est  égal ,  et  obser- 
vant que  le  rapport  de  IP  à  OP  est  le  même  que  celui  de 
cire.  IP  à  cire.  OP  (n°  197) , 

EF  :  AB  :  :  cire.  IP  :  cire.  OP  ; 

d'où  Ton  déduit 

cire.  IP  X  AB  =  cire.  OP  X  EF. 
L'égalité  ci-dessus  deviendra  donc  alors 

aire  AB  =  cire.  OP  X  EF. 

En  représentant  par  *aire  BC,  aire  CD,...  les  aires  des 
surfaces  coniques  ou  cylindriques  engendrées  par  les  côtés 
BC ,  CD , . . .  tournant  autour  de  l'axe  MN  ,  nous  aurons 
de  même 

aire  BC  =  cire.  OQ  X  FG , 

aire  CD  =  cire.  OR  X  GH, 


Ajoutant  maintenant  toutes  ces  égalités  membre  à 
membre,  et  observant  qye  les  droites  OQ,  OR,...  sont 
égales  à  OP ,  il  nous  viendra 

aire  ABCD. ..  =  eirc.  OP  X  (EF  +  FG  4-  GH...), 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

aire  ABCD. . .  =  cire.  OP  X  EH. 

ScoLiE.  —  Lorsque  la  ligne  polygonale  régulière  abou- 
tît par  ses  deux  extrémités  à  l'axe  de  révolution,  elle 
devient  un  demî-polygone  régulier,  et  alors  l'aire  de  la 
surface  engendrée  a  pour  mesure  le  produit  de  la  circon- 
férence du  cercle  inscrit  par  le  diamètre  du  cercle  cir- 
conscrit. 


376  ÉLÉMENTS    DE    GÉOMÉTRIE. 

Lemme  I. 

412.  L'aire  d'une  surface  conv^exe  fermée  de  toutes 
parts,  pofyédrale  ou  courbe  ,  est  moindre  que  celle  de 
toute  autre  surface  (jui  l'envelopperait  entièrement. 

En  coupant  les  deux  surfaces  proposées  par  un  plan 
quelconque ,  la  ligne  d'intersection  de  la  surface  envelop- 
pante sera  toujours  plus  grande  que  la  ligne  dMntersec- 
tion  de  la  surface  enveloppée  (n?  195),  Donc  toutes  les 
dimensions  de  la  surface  enveloppante  sont  plus  grandes 
que  les  dimensions  correspondantes  de  la  surface  enve- 
loppée. Donc,  etc. 

ScoLiE.  —  La  même  proposition  s'applique  au  cas  où 
la  surface  enveloppante  et  la  surface  enveloppée  auraient 
une  partie  commune  ou  des  points  communs ,  pourvu  que 
la  partie  enveloppée  soit  convexe  et  tourne  sa  convexité  du 
côté  de  la  partie  enveloppante. 

Lemme  H. 

413.  Après  ai^oir  circonscrit  et  inscrit  à  un  arc  de 
cercle  quelconque  deujc  lignes  polygonales  régulières 
d'un  même  nombre  de  côtés,  ABCD...,  A'B'CD'...,  si  Ton 

fait  tourner  la  figure  autour  d'une  droite  extérieure  MN, 
tracée  dans  son  plan  et  passant  par  son  centre,  les  aires 
des  surfaces  engendrées  par  ces  deux  lignes  polygonales 
peuv^ent  différer  l'une  de  Vautre  d'aussi  peu  qu'on  "vou- 
dra,  et,  par  conséquent,  chacune  d'elles  peut  approcher 
autant  que  Von  ^voudra  de  l'aire  de  la  surface  engendrée 
par  l'arc  de  cercle  (fig.  34 1). 

Soient  OP  et  OF  les  apothèmes  respectifs  des  deux 
lignes  polygonales  régulières  ABCD...  et  A'B'CT)'....  En 
nommant  S  et  S' les  aires  des  surfaces  engendrées  par  ces 
ligues  polygonales  tournant  autour  de  MîN ,  nous  aurons. 


c 
m' 
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d'après  une  des  propositions  précédentes  (n°  4H), 

S  =  cire.  OP  X  GH , 

S'=:clrc.OP'XG'H'; 
d'où  il  résulte 

S  :  S'  :  :  drc.  OP  X  GH  :  cire.  OF  X  G'H'. 
Mais  on  a  déjà  les  deux  proportions 

cire.  OP  :  cire.  OP'  :  :  OP  :  OP', 

GH  :  G'H'  :  :  op  :  OP', 

et,  en  les  multipliant  ferme  à  terme,  on  trouve 

cire.  OP  X  GH  :  cire.  OP'  X  G'H'  :  :  OP»  :  OP'». 

A  cause  du  rapport  commun  entre  cette  dernière  pro- 
portion et  la  proportion  ci-dessus ,  il  vient 

S  :  S'  :  :  op»  :  op"; 

d'où  l'on  déduit 

S  —  S'  :  S  :  :  OP»— OP"  :  op% 

et ,  par  conséquent , 

c      g._Sx(OP»~OP'») 

OP» 

Or  l'apothème  OP  de  la  ligne  polygonale  circonscrite 
est  une  longueur  constante,  quel  que  soit  le  nombre  des 
côtés  de  cette  ligne  polygonale,  tandis  que  l'apothème  OP' 
de  la  ligne  polygonale  inscrite  augmente  en  même  temps 
que  le  nombre  de  ses  côtés  (n®  59),  et  l'on  peuf  toujours 
multiplier  le  nombre  des  côtés  de  ces  deux  lignes  polygo- 
nales de  manière  à  rendre  la  différence  OP* —  OP'*  aussi 
petite  que  l'on  voudra.  Donc  la  différence  S  —  S'  pourra 
être  rendue  plus  petite  que  toute  grandeur  donnée,  et ,  par 
conséquent,  chacune  des  surfaces  S  et  S',  dont  Tune  est 
plus  grande,  et  l'autre  plus  petite  que  la  surface  engendrée 
par  l'arc  donné  (n°  412),  approchera  de  celte  dernière 
autant  que  l'on  voudra. 
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Théorème  XIX. 

414.  L'aire  d'une  surface  sphériquey  surf,  sphér.  OA, 
a  pour  mesure  le  produit  de  la  circonférence  d'un  grand 
cercle  delà  sphère  par  son  diamètre  AB  (fig.  34^). 

Circonscrivons  au  demi-cercle  générateur  AMB  un 
demi-polygone  régulier  d'un  nombre  quelconque  de  côtés. 
Le  diamètre  CH  de  ce  demi-polygone  régulier  différera  du 
diamètre  AB  d'aussi  peu  que  Ton  voudra  ,  et ,  si  l'on  sup- 
pose qu'il  tourne  autour  de  AB  en  même  temps  que  le 
demi-cercle  auquel  il  est  circonscrit,  il  engendrera  une 
surface  qui  approchera  autant  que  l'on  voudra  de  surf, 
sphér,  OA  (n°  413).  Par  conséquent ,  en  désignant  par  a 
un  infiniment  petit  de  la  nature  des  lignes,  et  par  j3  un  in- 
finiment petit  de  la  nature  des  surfaces ,  on  pourra  repré- 
senter par  AB-h  a  le  diamètre  du  demi-polygone  régulier 
CDFFGH ,  et  par  surf  sphér,  OA  -H  6  l'aire  de  la  sur- 
face engendrée  par  la  révolution  de  ce  demi -polygone 
autour  de  AB.  On  aura  donc  (n°  411 ,  scoL) 

surf,  sphér.  OA  -h  p  =  circ.OAX  (AB  •+-  a), 
ou 

surf,  sphér.  OA  4-  P  =  cire.  OAX  AB  -f-  cire.  OA  X  a  ; 

d'où  il  résulte ,  en  négligeant  les  infiniment  petits  /3  et 
c/rc.  0AX«  (n°  10), 

surf,  sphér.  OA  =  circ.OA  X  AB. 
Donc,  etc. 

Corollaire  I.  —  En  nommant  R  le  rayon  d'une 
sphère ,  la  circonférence  d'un  de  ses  grands  cercles  est  ex- 
primée par  27rR  (n°  197,  scol.  I.),  et,  par  conséquent,  sa 
surface  a  pour  mesure  27rRx  aÇou  4îîR".  Donc  la  surface 
d'une  splière  est  quadrupie  de  celle  d'un  de  ses  grands 
cercles  (n°  224,  coroll.  I.). 

Corollaire  II.  —  En  représentant  par  R  et  R'  les 
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rayons   de  deux  sphères ,    et  par  S  et  S'  leurs  surfaces 
respectives ,  on  a ,  en  vertu  de  ce  qui  vient  d'être  dit , 

S  =  47rR%         S'  =  47rR"; 
d'où  il  résulte 

S  :  S'  ::  R»  :  R'«. 

Donc  les  surfaces  de  deux  sphères  sont  proportion^- 
nelles  aux  carrés  de  leurs  rayons  y  et,  par  conséquent, 
aux  carrés  de  leurs  diamètres. 

ScoLiE.  —  Représentons  par  R  le  rayon  OH  d'une 
sphère  (^g»  343),  et  soit  SEF  un  cône  équilatéral  cir- 
conscrit à  cette  sphère  :  l'arête  SE  de  ce  cône  sera  égale 
à  deux  fois  le  rayon  HE  de  sa  base ,  et  nous  aurons , 
pour  l'aire   de  sa  surface   totale  (n°  400,  coroll,  I.) , 

27rHE  X ou  37rHE*.  Mais,  la  hauteur  SH  étant  égale 

à  3R(n**  191 ,  scoL  II),  nous  avons,  dans  le  triangle  rectan- 
gle SEH,  SE«— EH«  =  9R«  ou  3HE*  =  9R%  d'où  il  ré- 
sulte SttHE*  ==  97rR*.  D'ailleurs  ,  nous  venons  de  voir 
que  l'aire  de  la  surface  de  la  sphère  est  égale  à  4^B.*î  et  il 
est  facile  de  voir  que  l'aire  de  la  surface  totale  du  cy- 
lindre équilatéral  circonscrit  ABDC  est  égale  à  ôttR' 
(pP  396,  coroll.  I).  Donc,  en  désignant  par  S  l'aire  de  la 
surface  de  la  sphère ,  par  S  l'aire  de  la  surface  totale  du 
cylindre  ,  et  par  S''  celle  du  cône,  nous  aurons 

S  =  47rR%  S'  =  &rRS  S''  =  97rR»; 

d'où  nous  déduirons  les  deux  proportions 

S:  S'  ::  4:6, 
s  :  S"  :  :  4  : 9. 

Donc  Vaire  de  la  surface  d^une  sphère,  celle  du  cylin-. 
dre  équilatéral  circonscnty  et  celle  du  cône  équilatéral 
circonscrit  y  sont  entre  elles  comme  les  trois  nombres  4  , 
6,  9,  ef,  par  conséquent,  Vaire  du  cylindre  .est  moyenne 
proportionnelle  entre  les  deux  autres. 
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Theobème  XX. 

415.  Vaire  d'une  calotte  sphérique,  cal.  ABC^  a  pour 
mesure  le  produit  de  la  circonférence  d'un  grand  cercle 
de  la  sphère  par  sa  hauteur  AD  (fig.  344)* 

Circonscrivons  à  l'arc  générateur  AB  une  ligne  poly- 
gonale régulière ,  EFGH ,  d'un  nombre  de  côtés  aussi 
grand  que  l'on  voudra ,  et  supposons  que  celte  ligne  po- 
lygonale tourne  autour  de  OA  en  même  temps  que  l'arc 
auquel  elle  est  circonscrite.  Sa  projection  EK  sur  Taxe  de 
révolution  ,  ne  différant  de  AD  que  d'un  infiniment  petit, 
pourra  être  représentée  par  AD  -+-  a,  et  la  surface  qu'elle 
engendre,  ne  différant  aussi  de  caZ.  ABC  que  d'un  infi- 
niment petit  (n®  413),  pourra  être  représentée  par 
cal.  ABC  -+- 13.  On  aura  donc  (n**  411) 

cal.  ABC  4-  p  =  cire.  OA  X  (AD  -f-  a), 
ou 

cal.  ABC  -h  p  =  cire.  OA  X  AD  -h  cire.  OA  X  a  ; 

et ,  en  négligeant  les  infiniment  petits  |3  et  cire,  OA  X  oc 
(n°  10),  il  résultera  de  là 

cal.  ABC  =  cire.  OA  X  AD. 
Donc,  etc. 

Corollaire.  —  Une  zone  étant  la  différence  de  deux 
calottes  (n®  390),  Vaire  d'une  zone  a  aussi  pour  mesure 
le  produit  de  la  circonférence  d'un  grand  cercle  de  la 
sphère  par  sa  hauteur, 

ScoLiE.  —  En  rapprochant  cette  proposition  de  celle 
du  numéro  précédent,  il  est  facile  de  voir  que  l'aire  d'une 
calotte  ou  d'une  zone  est  à  celle  de  la  sphère  comme  la 
hauteur  de  cette  calotte  ou  de  cette  zone  est  au  diamètre. 

Théorème  XXI. 

416.  L'aire  d'un  fuseau ,    ACBE,  est  à  l'aire  de  la 
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surface  sphérique  dont  il  fait  partie  comme  Varc  de  grand 
cercle  y  CE ,  décrit  de  l'un  de  ses  sommets  comme  pôle  y  et 
compris  entre  ses  facesy  est  à  la  circonférence  entière 
d'un  grand  cercle  (fig.  325). 

Supposons  que  Ton  ait  partagé  cire.  OC  en  un  nombre 
quelconque  de  parties  égales ,  désigné  par  m ,  ce  nombre 
pouvant  être  pris  aussi  grand  que  Ton  voudra.  L'arc  CE 
contiendra  un  certain  nombre  de  ces  parties ,  soit  exacte- 
ment ,  soit  avec  un  reste.  Or,  si  Ton  mène  des  plans  par  le 
diamètre  AB  et  par  chaque  point  de  division  de  cire.  OC  , 
la  surface  de  la  sphère  se  trouvera  aussi  partagée  en  m 
parties  égales  {pP  392),  et  il  est  visible  que,  quel  que  soit 
le  nombre  m,  le  fuseau  ACBE  contiendra  toujours  autant 
de  parties  de  la  surface  de  la  sphère  que  l'arc  CE  contien- 
dra de  parties  de  c/rc.  OC.  Donc  on  a  (n*^  13) 

fus.  ACBE  :  surf.sphér.  OA  ::  arc  CE  :  cire.  OC. 

Corollaire.  —  Pour  évaluer  Taire  d'un  fuseau,  on 
calcule  d'abord  l'aire  de  la  surface  sphérique  d'un  diamè^ 
tre  égal  à  son  arête  (n*'  414»),  puis  on  en  prend  une  partie 
indiquée  par  le  rapport  numérique  de  l'arc  de  grand  cercle 
décrit  de  son  sommet  comme  pôle,  et  compris  entre  ses  deux 
faces,  à  la  circonférence  entière.  En  supposant,  par  exem- 
ple, que  ce  rapport  soit  désigné  par  — - ,  et  que  R  soit  le 

rayon  de  la  sphère,  on  aura  ^ pour  l'aire  du  fuseau. 

§  V.  —  Des  triangles  et  des  polygones  sphériqnes. 

Théorème  XXII. 

447.  Si  des  trois  sommets  d'un  triangle  sphérique, 
ABC ,  comme  pôles  y  on  décrit  des  arcs  de  grands  cer- 
cles qui  se  coupent  et  forment  un  second  triangle  sphé- 
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rique ,  A'B'C,  réciproquement  les  trois  sommets,  A', 
B',  C,  de  ce  second  triangle  sphérique,  sont  les  pôles 
respectifs  des  trois  côtés ,  BC ,  AC ,  AB,  du  premier 

(fig.  345). 

En  effet,  le  point  A  ëuntle  pôle  de  l'arc  B'C,  la  dis- 
tance AC  est  un  quadrant.  De  même,  le  point  B  étant  le 
pôle  de  Tare  A'C,  la  distance  BC  est  im  quadrant.  On 
Toit  ainsi  que  le  point  C  est  éloigné  d'un  quadrant  de 
cbacun  des  points  A  et  B  :  donc  il  est  le  pôle  de  Tare  AB. 
On  démontrerait  de  la  même  manière  que  le  point  B'  est 
le  pôle  de  Tare  AC ,  et  que  le  point  A'  est  le  pôle  de  l'arc 
BC.  Donc ,  etc. 

Corollaire.  —  Le  triangle  ABC  peut  être  décrit  par 
le  moyen  du  triangle  A'B'C  comme  ce  dernier  triangle  est 
décrit  par  le  moyen  du  premier. 

ScoLiE  I.  —  Outre  le  triangle  A'B'C,  on  en  pourrait 
former  trois  autres  par  l'intersection  des  trois  grands  cer- 
cles décrits  des  points  A ,  B ,  C ,  comme  pôles  ;  mais  la  pro- 
priété démontrée  ci-dessus  n'a  lieu  que  pour  le  triangle 
central  A'B'C,  qui  se  distingue  des  autres  en  ce  que  les 
deux  angles  A  et  A'  sont  situés  du  même  côté  de  B'C,  les 
deux  angles  B  et  B'  du  même  côté  de  A'C,  et  les  deux 
angles  C  et  C  du  même  côté  de  A'B'. 

ScoLiE  II.  —  En  raison  de  la  propriété  qui  vient  d'être 
démontrée,  les  deux  triangles sphériques  ABC  et  A'B'C 
sont  dits  polaires  l'un  de  l'autre. 

Théorème  XXIII. 

418.  Un  angle  quelconque ,  A,  d'un  triangle  sphé- 
rique,  ABC ,  a  pour  mesure  le  supplément  du  côté,  B'C, 
qui  lui  est  opposé  dans  son   triangle  polaire    A' B'C 

(fig.  345). 

Prolongeons ,  s'il  est  nécessaire,  les  côtés  AB  et  AC  jus- 
qu'à la  rencontre  de  B'C  en  E  et  en  F.  Puisque  le  point  A 
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est  le  pèle  de  Tare  KCV  Tangle  A  aura  pour  mesure  Tare 
EF  (nO  410).  Maïs ,  le  point  B'  étant  le  pôle  de  Tare  AC , 
l'arc  B'F  est  égal  à  un  quadrant  (n®  406,  scoL  III),  et,  le 
point  C  étant  le  pôle  de  l'arc  AB,  Tare  EC  est  aussi  égal 
à  un  quadrant.  On  a  donc 

B'F  4-  EC  =  2*1, 

ou,  en  observant  que  BT  +  EC  est  la  même  chose  que 
EF-hB'C, 

EF  -4-  B'C'  =  2*1  ; 
d'où  il  résulte 

EF  =  2*1  —  B'C  =  suppl.  de  B'C. 

Donc  un  angle  quelconque  du  triangle  ABC  a  pour  me- 
sure le  supplément  du  côté  qui  lui  est  opposé  dans  le  trian- 
gle MJSG. 

On  démontrerait  de  même  qu'un  angle  quelconque  du 
triangle  A'B'Ca  pour  mesure  le  supplément  du  côté  qui 
lui  est  opposé  dans  le  triangle  ABC. 

Donc ,  etc. 

ScoLiE.  —  On  voit  qu'il  existe  entre  deux  triangles 
sphérîques  polaires  la  même  relation  qu'entre  deux  an- 
gles irièdres  supplémentaires.  Pour  cette  raison,  les  trian- 
gles sphériques  polaires  sont  appelés  quelquefois  trian- 
gles sphériques  supplémentaires. 

Théorème  XXIV. 

419.  Dans  un  triangle sphérique,  ABC,  un  côté  quel- 
conque y  AB ,  est  plus  petit  que  la  somme  des  deux  au- 
tres, AC ,  BC,  et  en  même  temps  plus  grand  que  leur^ 
différence  (fig.  327). 

En  effet ,  si,  du  centre  O  de  la  sphère  sur  laquelle  est 
situé  le  triangle  ABC,  nous  menons  aux  trois  sommets 
les  rayons  OA ,  OB ,  OC,  les  angles  AOB,  AOC  ,  BOC  , 
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auront  respectivement  pour  mesure  les  arcs  ÂB,  AC,  BC« 
Or  on  a  (n^  307) 

AOB  <  AOC  -+-  BOC     et     AOB  >  AOC  —  BOC. 

Donc  on  aura  aussi 
arc AB  <arc  AC  4-  arc  BC     et     arc  AB  >arc  AC  —  arc  BC. 

CoROLLAiaEl.  —  Si  Ton  joint,  punies  arcs  de  grands 
cercles,  un  point  pris  dans  Vintérieur  d*un  triangle  sphé- 
rique  aux  deux  extrémités  de  l'un  des  côtés,  la  somme 
de  ces  arcs  est  moindre  que  la  somme  des  côtés  qui  les 
env^eloppent. 

Voir  la  démonstration  de  la  proposition  du  n®  27. 

Corollaire  II.  —  La  somme  de  deux  arcs  de  grands 
cercles  qui  se  coupent  sur  une  sphère,  est  plus  grande 
que  la  somme  des  deux  arcs  opposés  qui  joignent  deux 
à  deux  leurs  extrémités. 

Voir  la  démonstration  de  la  proposition  du  n°  28. 

Théorème  XXV. 

420.  Dans  tout  triangle  sphérique ,  ABC ,  la  somme 
des  trois  côtés  est  moindre  que  la  circonférence  d*un 
grand  cercle  (fig.  Saj). 

En  joignant  le  centre  O  de  la  sphère  aux  trois  sommets 
du  triangle ,  on  a  (n**  308) 

AOB  -h  AOC  4-  B0C<4«*. 
Donc 

arc  AB  -h  arc  AC  4-  arc  BC  <<  cire.  OA. 

ScoLiE.  —  On  démontrerait  de  même,  en  s'appuyant 

*sur  le  théorème  du  n®  320,  que  la  somme  de  tous  les 

côtés  d'un  polygone  sphérique    quelconque,  ABCDE 

(fig.  3a8),  est  moindre  que  la  circonférence  d'un  grand 

cercle. 
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Théorème  XXVI. 

4^i.  Dans  tout  triangle  sphénque,  ABC,  la  somme 
des  trois  angles  est  plus  grande  que  deux  droits  et  moin-- 
dre  que  six  droits  (fig.  327). 

En  joignant,  comme  dans  le  théorème  précédent ,  le 
centre  O  de  la  sphère  aux  trôîs  sommets  du  triangle ,  et 
menant  les  plans  AOB,  AOC,  BOC,  on  a  (n^  309) 
di.OA  -H  di.OB  4-  di.OC  >'  a^     et     <  6**. 

angle  A  -f-  angle  B  4-  angle  C  >  2^    et     <  6**. 

ScoLiE.  —  Un  triangle  sphérîque  peut  avoir  deux  et 
même  trois  angles  droits:  celui  qui  n  a  qu'un  angle  droit 
est  dit  rectangle,  celui  qui  en  a  deux  est  dit  hirectangU, 
et  l'on  nomme  triangle  sphériquetrirectangle  celui  qui  en 
a  trois. 

Théorème  XXVII. 

422.  Deux  triangles  sphénques,  ABC,  A'B'C,  situés 
sur  la  même  sphère  ou  sur  des  sphères  égales  y  sont  égaux 
lorsqu'ils  ont  un  angle  égal,  A  =  A',  compris  entre 
deux  côtés  égaux,  chacun  à  chacun,  et  disposés  de  la 
même  manière,  AB  =  A'B'  et  AC  =  A'C  (fig.  346). 

En  joignant  les  sommets  des  deux  triangles  proposés 
aux  centres  O  et  O'  des  sphères  sur  lesquelles  ils  sont  si- 
tués, et  menant  les  plans  AOB,  AOC,  BOC,  A'O'B' 
A'O'C,   B'O'C,  on  aura  deux  angles  trièdres,  OABC 
CA'B'C,  qui  auront  un  angle  dièdre  égal,  di.OA=di.(yA' 
compris  entre  deux  faces  égales,  chacune  à  chacune,  et  dis- 
posées de  la  même  manière,  AOBzsA'OB',  AOC=A'0'C' 
Donc  ces  deux  angles  trièdres  seront  égaux  (n®  310)    et 
par  conséquent,  étant  superposés ,  ils  coïncideront.  Donc 
les  deux  triangles  sphériques  ABC  et  A'B'C  coïncideront 
aussi.  Donc,  etc. 


UJ 
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ScoLiE.  —  Si  la  disposition  des  cèl^s  A'B'et  A'C,  par 
rapport  à  Tangle  A',  était  inverse  de  la  disposition  des 
côtés  A6  et  AC,  par  rapport  à  Fangle  A,  les  deux  triangles 
ABC  et  A'  B'C  seraient  symétriques. 

THiORÈME  XXVIII. 

423.  Deux  triangles  sphérigues,  ABC,  A'B'C,  situés 
sur  la  même  sphère  ou  sur  des  sphères  égales,  sont 
égaux  lorsqu'ils  ont  un  côté  égal,  BC  =  B'C,  adjacent 
à  deux  angles  égaux,  chacun  à  chacun  y  et  disposés  de  la 
même  manière  y  B  =  B'  et  C  =  C  (fig.  346). 

En  faisant  les  mêmes  constructions  que  dans  le  théo- 
rème précédent,  on  aura  deux  angles  trièdres,  OABC , 
CyA'B'C,  qui  auront  une  face  égale  adjacente  à  deux  an- 
gles dièdres  égaux,  chacun  à  chacun,  et  semblablement 
disposés.  Donc  ces  deux  angles  trièdres  seront  égaux 
(n**  3H),  et  par  conséquent,  étant  superposés,  ils  coïn- 
cideront. Donc  les  deux  triangles  sphérîques  ABC  et  A'B'C 
coïncideront  aussi .  Donc ,  etc. 

ScoLiE.  —  Si  la  disposition  des  angles  B'  et  C,  par  rap- 
port au  cfrté  B'C,  était  inverse  de  la  disposition  des  angles 
B  et  C,  par  rapport  au  côté  BC ,  les  deux  triangles  ABC  et 
A'B'C  seraient  symétriques. 

Théorème  XXIX. 

424.  Deux  triangles  sphériques,  ABC ,  A'B'C,  situés 
sur  la  même  sphère  ou  sur  des  sphères  égales ,  sont 
égaux  lorsqu'ils  ont  leurs  trois  côtés  égaux,  chacun  à 
chacun,  et  semblablement  disposés,  AB  =  A'F,  AC=A'0 
et  BC  =  BC  (fig.  346). 

En  faisant  les  mêmes  constructions  que  ci-dessus ,  on 
aura  deux  angles  trièdres ,  OABC,  D'A' B'C,  qui  auront 
leurs  trois  faces  égales,  chacune  à  chacune,  et  disposées 


SECONDE    PARTIE.    —    CHAPITRE    CINQUIÈME.  887 

de  la  même  manière.  Donc  ce$  deux  angles  trièdres  seront 
égamx,  (n^  312),  et  par  conséquent,  étant  superposés ,  ils 
coiùQcideront.  Donc  les  deux  triangles  sphérîques  ABC  et 
A' B'C  coïncideront  aussi.  Donc,  etc. 

ScoLiE.  "^  Si  la  disposition  des  côtés  du  triangle  A'B'C 
était  inverse  de  la  disposition  des  côtés  du  triangle  ABC; 
ee&deux  triangles  seraient  symétriques. 

Théorème  XXX. 

» 

425.  Deux  triangles  sphéngues,  ABC,  A'B'C,  situés 
:sur  la  même  sphère  ou  sur  des  sphères  égales,  sont  égaux 
lorsqu'ils  ont  leurs  trois  angles  égaux,  chacun  à  chacun, 
et  semblablement  disposés,   A  =  A',  B  =  B'  et  C  =  C 

(fig.346). 

En  faisant  toujours  les  mêmes  constructions  ,  on  aura 

deux  angles  trièdres,  OABC,  O'A'B'C,  qui  auront  leurs 
trois  angles  dièdres  égaux,  chacun  à  chacun,  et  disposés  de 
la  même  manière.  Donc  ces  deux  angles  trièdres  seront 
^aux  (n^  313),  et  par  conséquent,  étant  superposés  ,  ils 
coïncideront.  Donc  les  deux  triangles  sphériques  ABC  et 
A' B'C coïncideront  aussi.  Donc,  etc. 

ScoLiE.  -*-  Si  la  disposition  des  angles  du  triangle  A'B'C 
était  inverse  de  la  disposition  des  angles  du  triangle  ABC, 
ces  deux  triangles  seraient  symétriques. 

Théorème  XXXI. 

436,  Si  deux  cotés,  AB,  AC,  d'un  triangle  sphériquè 
ABC  sont  égaux  respectiv>ement  à  deux  côtés,  A'B',  A'C, 
itun  autre  triangle  A'B'C,  sàué  sur  la  même  sphère  ou 
stMT  une  sphère  égale,  et  si  d'ailleurs  l'angle  A,  compris 
entre  les  côtés  du  premier,  est  plus  grand  que  l'angle  A\ 
compris  entre  les  côtés  du  second,  le  troisième  côté,  BC , 
du  premier  est  plus  grand  que  le  troisième  côté,  B'C^,  du 
second  (ûg.  347)* 

25. 
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En  joignant  les  trois  sommets  de  chacun  des  deux  tri- 
angles proposés  aux  centres  respectifs  des  sphères  sur 
lesquelles  ils  sont  situés,  et  menant,  d'une  part,  les  plans 
AOB,  AOC ,  BOC ,  et,  de  l'autre,  tes  plans  A'a  B',  A'O'C, 
KO'C,  on  aura  deux  angles  trièdres,  OABC,  (XA'B'C,  qui 
actrdnt  deux  faces  égales  chacune  k  chactme,  AOB = A'CKB', 
AOC  =  A'O'C,  et  Tangle  dièdre  compris  entre  les  deux 
faces  du  premier  sera  plus  grand  que  Tangle  dièdre  compris 
entre  les  deux  faces  du  second.  Donc  la  troisième  face  du 
premier  sera  plus  grande  que  la  troisième  face  du  second 
(n**  314).  Donc  le  côté  BC ,  dti  triangle  sphérique  ABC,  est 
plus  grand  que  le  côté  ï^C,  du:  triangle  sphérique  A'B'C. 
Réciproque.  —  Si  deux  côtés,  AB,  AC^  d'un  trian-- 
gle  sphérùfue  ABC  sont  respectivement  égaux  à  deux 
côtés,  A'B',  A'C,  d'un  autre  triangle  sphérique  A'B^C, 
situé  sur  la  même  sphère  ou  sur  une  sphère  égale,  et  si 
d'ailleurs  le  troisième  côté,  BC,  du  premier  est  plus  grand 
que  le  troisième  côté,  B'C,  du  second,  l'angle  A,  opposé 
au  troisième  côté,  BC ,  du  premier,  est  plus  grand  que 
l'angle  A',  opposé  au  troisième  côté,  B'C,  du  second 

(fig.347).  ; 

Démonstration  analogue  à  celle  de  la  proposition  di- 
recte. 

ScoLiE.  —  En  s'appuyant  sur  ce  qui  vient  d'être  dé- 
montré et  sur  le  théorème  du  n*^  418 ,  on  démontrerait 
facilement  que,  lorsque  deux  angles  d'un  triangle  sphé- 
rique sont  égaux ,  chacun  à  chacun ,  à  deux  angles  d'un 
autre  triangle  sphérique,  si  le  côté  adjacent  aux  deux 
angles  du  premier  est  plus  grand  que  le  côté  adjacent  aux 
deux  angles  du  second ,  le  troisième  angle  du  premier  est 
plus  grand  que  le  troisième  angle  du  second,  et  que,  réci- 
proquement ,  lorsque  deux  angles  d'un  triangle  sphérique 
sont  respectivement  égaux  à  deux  angles  d'un  autre  trian- 
gle sphérique  ,  si  le  troisième  angle  du  premier  est  plus 
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grand  que  le  troisième  angle  du  second,  le  côté  adjacent 
aux  deux  premiers  angles  du  premier  est  plus  grand  que 
le  côte  adjacent  aux  deux  premiers  angles  du  second. 

Théorème  XXXII. 

4â7.  Dans  un  triangle  sphérique  isocèle^  ABC,  tare 
de  grand  cercle^  AD ,  mené  du  sommet  au  milieu  de  la 
base,  est  perpendiculaire  à  cette  base,  et  partage 
l'angle  du  sommet  en  deux  parties  égales  (fig.  348). 

Puisque  Tare  AC  est  égal  à  l'arc  AB ,  nous  aurons ,  en 
joignant  le  centre  O  de  la  sphère  aux  trois  sommets ,  un 
angle  trièdre,  OABC ,  dans  lequel  la  face  AOC  sera  égale  à 
la  face  AOB,  Or ,  l'arc  CD  étant,  par  hypothèse,  égal  à 
l'arc  BD,  la  droite  menée  du  point  O  au  point  D  est  la 
bissectrice  de  l'angle BOC, et,  par  conséquent,  leplan  AOD 
est  perpendiculaire  sur  le  plan  BOC  (n*^  31  S),  et  partage 
l'angle  dièdre  OA  en  deux  parties  égales.  Donc  l'arc  AD 
est  lui-même  perpendiculaire  sur  l'arc  BC,  et  partage  en 
deux  parties  égales  l'angle  A  du  triangle  sphérique  ABC. 

Réciproque.  —  Si  un  arc  de  grand  cercle,  AD,  est 
perpendiculaire  sur  un  des  côtés  d'un  triangle  sphérique 
ABC ,  et  partage  l'angle  opposé  en  deux  parties  égales, 
il  passe  par  le  milieu  de  ce  côté,  et  le  triangle  est  isocèle 

(fig.  348). 

En  effet ,  le  plan  AOD  étant  alors  perpendiculaire  au 
plan  BOC,  et  partageant  l'angle  dièdre  OA  en  deux  parties 
égales ,  il  en  résulte  que  la  droite  OD  est  la  bissectrice  de 
l'angle  BOC  (n*^  31S,  récipr.)^  et  que  les  deux  faces  AOB  et 
AOC  sont  égales  entre  elles.  Donc  le  point  D  est  le  milieu 
de  l'arc  BC,  et  le  côté  AC  est  égal  au  côté  AB. 

Corollaire.  —  Dans  un  triangle  sphérique  isocèle, 
dont  un  angle  au  plus  est  droit,  l'arc  de  grand  cercle 
mené  par  le  sommet,  perpendiculairement  à  la  base , 
passe  pur  le  milieu  de  cette  base,  et,  réciproquement, 
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l'arc  de  grand  cercle  mené  perpendiculairement  à  la 
base,  par  le  milieu  de  cette  base,  partage  l'angle  du 
sommet  en  deux  parties  égales. 

Théorème  XXXIII. 

428.  Lorsque  deux  côtés  y  ÂB,  AC,  d*un  triangle 
sphérique  ABC  sont  égaux,  les  angles  opposés  à  ces 
côtés,  C  et  B,  sont  aussi  égaux  (fig.  348). 

Si  nous  joignons,  en  effet,  le  centre  O  de  la  sphère  aux 
trois  sommets ,  nous  aurons  un  angle  trièdre ,  OABC  , 
dans  lequel  la  face  AOC  sera  égale  à  la  face  AOB  ^  d'où 
il  résulte  que  Fangle  dièdre  OC  sera  égal  à  Tangle  dièdre 
OB  (nO  316).  Donc  i'angle  C  est  égal  à  l'angle  B. 

Réciproque.  —  Lorsque  deux  angles  ^  B  et  C ,  d'un 
triangle sphérique  ABC  sont  égaux,  les  côtés  opposés  à 
ces  angles,  AC  et  AB,  le  sont  aussi (ûg.  348). 

Car,  TangleC  étant  égal  à  Tangle  B,  on  a  di.OC  =^'.OB, 
et,  par  conséquent,  AOB = AOC  (n®  316,  récipr.)\  d'où  il 
résulte  arcAB  =  «rcAC. 

Cokollaihe.  —  Tout  triangle  sphérique  équilatéral 
est  équiangle,  et,  réciproquement,  tout  triangle  sphéri- 
que équiangle  est  équilatéral. 

Théorème  XXXIV. 

429.  Si  deux  angles,  A  et  B,  d'un  triangle  sphérique 
ABC  sont  inégaux ,  le  côté  AC ,  opposé  au  plus  grand, 
B,  de  ces  angles,  est  plus  grand  que  le  côté  BC ,  opposé 
au  plus  petit  (iSg.  327). 

En  joignant  le  centre  O  de  la  sphère  aux  trois  sommets, 
nous  avons  un  angle  trièdre,  OABC  ,  dans  lequel  Tangle 
dièdre  OB  est  plus  grand  que  l'angle  dièdre  OA  \  d'où  il 
résulte  que  la  face  AOC  est  plus  grande  que  la  face  BOC 
(n°  317).  Donc  l'arc  AC  est  aussi  plus  grand  que  l'arc  BC. 

Réciproque.  —  Si  deux  côtés,  AR,  AC  ^  dUm  tfïan- 
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gle  sphérùfue  ABC  sont  inégaux,  Vangle  B,  opposé  au 
plus  grand,  AG  ^  de  ces  côtés^  est  plus  grand  ifue  Van- 
gle A ,  opposé  au  plus  petit  (fig.  327). 

Car,  dans  Tangle  trièdre  OABC,  ona  alors  AOC>>BOC, 
et,  par  conséquent,  di,  OB  *>►  di,  OA  (n*^  31 7,  récipr,) , 
d'où  il  résulte  angleB  >  angle  A. 

Théorème  XXXV. 

430.  Deux  viangles  sphériques  symétriques,  ABC , 
A'B'C,  sont  équivalents  entre  eux  (fig.  349)- 

Menons  les  droites  AB,  AC ,  BC ,  A'B,  A'C,  B'C^  nous 
formerons  ainsi  deux  triangles  rectilignes  ,  ABC,  A'B'C, 
qui  seront  égaux,  comme  ayant  leurs  trois  côtés  égaux  cha- 
cun a  chacun.  Par  conséquent ,  si  nous  leur  circonscrivons 
des  cercles ,  ces  cercles  seront  aussi  égaux ,  et ,  en  les  su- 
perposant, leui^  pôles,  P  et  P',  coïncideront:  donc  les  six 
arcs  de  grands  cercles  PA ,  PB ,  PC ,  FA',  F  B',  FC,  se- 
ront égaux  entre  eux.  Il  suit  de  là  que  les  trois  côtés  B'A', 
B'P',  A'F,  du  triangle  sphérique  A'B'F,  sont  respective- 
ment égaux  aux  trois  côtés  AB ,  AP,  BP,  du  triangle  sphé- 
rique ABP,  et  disposés  de  la  même  manière.  Donc  ces 
deux  triangles  sont  égaux  (n^  4-24) .  Il  en  est  de  même  des 
deux  triangles  sphériques  APC  et  A'FC,  ainsi  que  des 
deux  triangles  sphériques  BPC  et  B'FC  Cela  posé  ,  il 
peut  se  présenter  trois  cas:  ou  les  deux  pôles  P  etP'  sont 
situés  dans  les  triangles  ABC  et  A'  B'C-,  ou  ils  sont  situés 
sur  deui^  côtés  correspondants  ,  tels  que  AB  et  A'B'^  ou  ils 
sont  situés  hors  de  ces  triangles. 

Dans  le  premiei'  cas,  les  deux  triangles  sphériques  ABC 
et  A'B'C  sont  composés  de  trois  parties  égales  chacune  à 
chacune  ,  et  sont  par  conséquent  équivalents. 

Dans  le  second  cas,  les  deux  triangles  ABC  et  A'B'C 
sont  composés  de  deux  parties  égales  chacune  à  chacune  : 
donc  ils  sont  équivalents. 
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Enfin,  dans  le  troisième  cas ,  les  deux  triangles  ABC  et 
A'VC  sont  composes  de  la  somme  de  deux  triangles  sphé- 
riques  égaux  chacun  à  chacun ,  dont  il  faut  retrancher  des 
parties  égales  :  donc  ils  sont  encore  équivalents. 

Théorème  XXXVI. 

431 .  Si  deux  grands  cercles,  ACBD,  AEBF,  se  cou- 
pent comme  on  voudra  dans  un  hémisphère  ACEDF, 
la  somme  de  deux  triangles  sphériques  opposés,  AGE  , 
ADF,  est  égale  au  fuseau,  ACBE ,  correspondant  à  Van- 
gle  qu  ils  font  entre  eux  (fig.  35o). 

En  effet ,  en  menant  les  diamètres  AB ,  CD  et  EF,  on 
voit  que  les  deux  triangles  sphériques  ADF  et  BCE 
sont  déterminés  par  deux  angles  trièdres  symétriques , 
OADF  et  OBCE5  d'où  il  résulte  qu'ils  sont  eux-mêmes 
symétriques  (n®  392),  et,  par  conséquent,  équivalents  entre 
eux  (n^  430).  Or  la  somme  des  deux  triangles  sphériques 
ACE  et  BCE  est  égale  au  fuseau  ACBE.  Donc  la  somme 
des  deux  triangles  sphériques  ACE  et  ADF  est  aussi 
égale  à  ce  fuseau. 

Théorème  XXXVII. 

^hSHà,  Vaire  de  la  swface  d'un  triangle  sphérique, 
ABC ,  est  égale  à  V excès  de  la  demi-somme  des  fuseaux 
correspondants  à  ses  trois  angles  sur  un  fuseau  droit 
(fig.  35 1). 

Prolongeons  les  côtés  du  triangle  ABC  jusqu'à  leur  ren- 
contre avec  le  grand  cercle  DGEF,  mené  comme  on  vou- 
dra hors  de  ce  triangle.  Nous  aurons  alors ,  en  vertu  du 
théorème  précédent , 

AIG  -¥■  AFH  =  fus.  A, 
BHE  -f-  BDI  =  fus.  B, 
CDF  -^  CGE  =  fus.  C. 
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En  ajoutant  ces  trois  égalités  membre  à  membre,  et  ob- 
servant que  la  somme  des  six  triangles  sphériques  AIG , 
AFH ,  BHE ,  etc.,  est  égale  à  la  surface  de  la  demi-sphère, 
qui  vaut  deux  fuseaux  droits ,  plus  deux  fois  Taire  du 
triangle  ABC ,  il  vient 

!^  fus.  dr.  -f-  2 ABC  =  fus.  A  -h  fus.  B  4-  fus.  C  ; 

d'où  l'on  déduit 

aireABG  =  |(fus.A  -h  fus. B  M-  fus.C)  —  i  fus.dr. 

Corollaire.  —  Le  triangle  sphérique  ABC ,  étant 
équivalent,  d'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  au  fuseau  dont 
Tangle  dièdre  serait  j(A-|-B-|-C)  —  i**,  a  pour  mesure 
absolue  (i (A  -h  B  -h  C)  —  i^)  ttR'  (n^  416,  corolL). 

Théorème  XXXVIII. 

433.  L'aire  de  la  surface  d'un  polygone  sphérique 
connexe,  ABCDE ,  est  égale  à  l'excès  de  la  denti'-somme 
des  fuseaux  correspondants  à  ses  angles  sur  autant  de 
fuseaux  droits  qu'il  a  de  côtés  moins  deux  (fîg.  35 a). 

Si  l'on  mène  de  l'un  des  sommets ,  A  par  exemple ,  des 
arcs  de  grands  cercles  à  tous  les  sommets  opposés ,  le  po- 
lygone ABCDE  se  trouvera  partagé  en  autant  de  triangles 
spbériques ,  moins  deux ,  qu'il  a  de  côtés.  Or  l'aire  de 
chacun  de  ces  triangles  est  égale  à  l'excès  de  la  demi- 
somme  des  fViseaux  correspondants  à  ses  angles  sur  un 
fuseau  droit  (n°  432).  D'ailleurs  ,  il  est  clair  que  la 
somme  des  angles  de  tous  les  triangles  est  égale  à  la  somme 
des  angles  du  polygone  ABCDE ,  et  que ,  par  conséquent, 
la  somme  des  fuseaux  correspondants  aux  angles  de  ce 
polygone  est  la  même  que  la  somme  des  fuseaux  corres- 
pondants aux  angles  de  lous  les  triangles  dont  il  est  cooi- 
posé.  Donc,  etc. 
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§  \  I.  —  PreUèies  su*  les  sorlices  sj^ériques. 
Problème  I. 

434.  Etant  donnés,  sur  la  surface  d'une  sphère,  un 
point  G  d'une  circonférence  et  son  pôle  A ,  décrire,cette 
circonférence  (fig.  3  2  5). 

Soit  GHIK  la  circonférence  demandée.  Les  distances  de 
tous  les  points  de  cette  circonférence  au  pèle  A ,  en  sui- 
vant la  surface  de  la  sphère ,  seront  égales  à  Tare  de  grand 
cercle  AG,  et,  par  conséquent,  les  distances  rectilignes 
des  mêmes  points  au  point  A  seront  égales  à  la  conde  de 
l'arc  AG. 

Donc ,  pour  résoudre  le  problème ,  il  faudra  donner 
aux  deux  branches  d'un  compas  courbe  un  écartement 
tel  que  la  distance  des  deux  pointes  soit  égale  à  la  corde  de 
Farcde  grand  cercle  AG,  puis,  après  avoir  placé  l'une  des 
pointes  au  pôle  donné  A,  faire  glisser  l'autre  sur  la  surface 
de  la  sphère.  La  courbe  tracée  par  cette  dernière  pointe 
sera  la  circonférence  demandée. 

ScoLiE.  —  Lorsque  la  distance  rectiligne  des  deux 
points  donnés  sur  la  surface  de  la  sphère  est  égale  k  la 
diagonale  du  carré  qui  a  pour  côté  le  rayon  ,  la  circonfé- 
rence décrite  est  celle  d'un  grand  cercle. 

Problème  II. 

435.  Étant  donnée  une  sphèreO^déterini^ier  son  rayon, 
QA  ,  par  une  construction  plane  (fig.  353). 

Soient  ACBD  un  grand  cercle  de  la  sphère  proposée , 
AG  une  corde  quelconque  de  ce  cercle,  et  GH  une  per- 
pendiculaire abaissée  de  l'une  des  extrémités  de  la  corde 
AG  sur  le  diamètre  AB  mené  par  l'autre  extrémité.  Si 
l'on  peut  construire  sur  un  plan  un  triangle  égal  au  trian- 
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gle  rectangle  AGH,  qui  a  pour  hypoténuse  la  corde  ÂG, 
et  dont  Tun  des  côtés  de  l'angle  droit  n'est  auti%  choseque 
le  rayon  du  petit  cercle  décrit,  du  point  A  comme  pôlf^, 
avec  une  ouyerture  de  compas  égale  à  AG,  il  suffira,  pour 
obtenir  le  rayon  demandé ,  d'élever  une  perpendiculait^ 
sur  le  milieu  de  l'hypoténuse  de  ce  nouveau  triangle ,  et 
de  prendre  la  distance  du  point  où  cette  perpendiculaire 
coupera  le  côté  homologue  de  AH ,  prolongé  s'il  est  né* 
cessaire ,  au  sommet  de  l'un  des  deux  angles  aigus. 

Pour  résoudre  le  problème ,  on  commencera  donc  par 
décrire,  avec  une  ouverture  de  compas  arbitraire,  une 
circonférence  de  cercle  sur  la  surface  de  la  sphère  donnée, 
et  l'on  marquera  trois  points  quelconques,  G,  K,  L,  sur 
cette  circonférence  5  puis ,  ayant  pris ,  au  moyen  d'un 
compas,  les  distances  rectilîgnes  de  ces  trois  points,  con- 
sidérés deux  à  deux ,  on  construira  sur  un  plan  un  trian- 
gle, G'K'L',  qui  ait  ces  trois  distances  pour  côtés,  et  l'on 
circonscrira  un  cercle  à  ce  triangle.  On  construira  en- 
suite un  triangle  rectangle ,  A'G'H',  dont  un  des  côtés  de 
l'angle  droit ,  G'H',  soit  égal  au  rayon  du  cercle  circonscrit 
au  triangle  G'K'L',  et  dont  l'hypoténuse,  A'G',  soit  égale 
à  l'ouverture  de  compas  avec  laquelle  on  aura  tracé  une 
circonférence  sur  la  surface  de  la  sphère  donnée.  Enfin  , 
on  élèvera  par  le  point!',  milieu  de  l'hypoténuse  A' G', 
une  perpendiculaire,  qui  rencontrera  le  côté  A'H',  pro- 
longé s'il  est  nécessaire ,  en  un  point  O',  et  la  distance 
CXA'  sera  le  rayon  demandé. 

Probliîime  III. 

.  436.  Par  deux  points  y  A  et  B,  donnés  sur  la  surface 
d^une  sphère^  faire  passer  une  circonférence  de  grand 
cercle  (fig.-354). 

On  commencera  par  chercher  le  rayon  de  la  sphère 
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donnée  (n^  435),  puis ,  des  deux  points  A  et  B  comme 
pôles ,  et  avec  une  ouverture  de  compas  égale  à  la  diago- 
nale du  carré  construit  sur  ce  rayon,  on  décrira  d'un 
même  côté,  sur  la  surface  de  la  sphère,  deux  petits  arcs, 
qui  se  couperont  en  un  certain  point,  P,  et  la  circonfé- 
rence décrite  de  ce  point  comme  pôle ,  avec  une  ouver- 
ture de  compas  égale  à  la  distance  rectiligne  du  même 
point  P  au  point  A ,  sera  la  circonférence  demandée. 

Problème  IV. 

437.  Etant  donnés  y  sur  la  surface  d*une  sphère,  une 
circonférence  çuelconçue,  EFGH,  et  un  point  F  situé 
sur  cette  circonférence,  décrire  une  cùxonférence  de 
grand  cercle  qui  passe  par  le  point  donné,  et  qui  soit 
perpendiculaire  à  la  circonférence  donnée  (fig.  354). 

On  prendra  sur  la  circonférence  EFGH ,  de  part  et 
d'autre  du  point  F,  deux  distances,  FE,  FI,  égales  entre 
elles.  Des  deux  points  E  et  I  comme  pôles ,  avec  une  ou- 
verture de  compas  suffisamment  grande ,  on  décrira  deux 
arcs  de  cercles  ,  qui  se  couperont  en  un  certain  point , 
K.  Décrivant  enfin  une  circonférence  de  grand  cercle 
qui  passe  par  les  deux  points  F  et  K ,  on  aura  la  circou- 
férence  demandée. 

Problème  V. 

438.  Étant  donnés,  sur  la  surface  d'une  sphère,  une 
circonférence  quelconque,  EFGH,  et  un  point  K.  situé 
hors  de  cette  circonférence ,  décrire  une  circonférence 
de  grand  cercle  qui  passe  par  le  point  donné,  et  qui 
soit  perpendiculaire  à  la  circonférence  donnée  (fig.  354)* 

Il  faudra  d'abord  décrire ,  du  point  K  comme  pôle ,  un 
arc  de  cercle  qui  vienne  couper  la  circonférence  EFGH 
en  deux  points,  E  et  I.  De  ces  deux  points  comme  pôles. 
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et  avec  une  ouverture  de  compas  suffisamment  grande , 
on  décrira  ensuite  deux  arcs  de  cercles,  qui  se  couperont 
en  un  certain  poin|;,  P,  et,  en  faisant  passer  une  circonfé- 
rence de  grand  cercle  par  les  deux  points  K  et  P,  on 
aura  la  circonférence  demandée. 

Problème  VI. 

439.  Etant  donnés  y  sur  la  surface  d'une  sphère  y  une 
circonférence  quelconque  y  EFGH,  et  un  point  F  situé 
sur  cette  '  circonférence  y  décrire  une  circonférence  de 
grand  cercle  qui  passe  par  ce  point  y  et  qui  soit  tangente 
à  la  circonférence  donnée  (fig.  354). 

Il  suffira,  pour  résoudre  ce  problème,  de  faire  passer 
une  circonférence  de  grand  cercle  par  le  point  donné  F 
et  par  le  pôle  P  du  tcercle  donné  (n*^  436),  et  de  décrire 
une  seconde  circonférence  de  grand  cercle  qui  passe  par 
le  même  point  F,  et  qui  soit  perpendiculaire  à  la  première 
(n°  437).  Cette  seconde  circonférence  sera  la  circonfé- 
rence demandée. 

Problème  VII. 

440.  Décrire  une  circonférence  de  grand  cercle  qui 
partage  en  deux  parties  égales  tous  les  arcs  de  cercles 
que  l'on  peut  tracer,  sur  une  surface  sphérique,  entre 
deux  points  donnés  E  eti  (fig.  354). 

Des  deux  points  E  et  I  comme  pôles ,  avec  une  ouver- 
ture de  compas  suffisamment  grande ,  on  décrira  deux  arcs 
de  cercles,  qui  se  couperont  en  un  certain  point,  K.  Des 
mêmes  points  comme  pôles ,  et  avec  une  autre  ouverture 
de  compas ,  on  décrira  deux  nouveaux  arcs  de  cercles,  qui 
se  couperont  en  un  second  point,  L.  En  faisant  passer  une 
circonférence  de  grand  cercle  par  les  deux  points  K  et  L 
(n**  436),  on  aura  la  circonférence  demandée. 
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Problème  VIII. 

44i .  Décrire  une  circonférence  de  cercle  qui  passe 
par  trois  points  donnés,  £,  H,  I,  sur  la  surface  d'une 
sphère  (fig.  354). 

On  décrira,  de  la  manière  qui  a  été  indiquée  dans  le 
problème  précédent ,  deux  circonférences  de  grands  cer- 
cles, dont  la  première  partage  en  deux  parties  ^ales 
tous  les  arcs  que  Ton  peut  tracer ,  siu*  la  surface  de  la 
sphère,  entre  deux,  E,  I,  des  trois  points  donnés  ,  et  la 
seconde  tous  les  arcs  que  Ton  peut  tracer  entre  Fun  ou 
l'autre  de  ces  deux  points  et  le  point  H  :  ces  deux  cir- 
conférences se  couperont  en  deux  points,  P  et  Q,  qui  se- 
ront les  pôles  du  cercle  demandé. 


CHAPITRE  SIXIÈME. 


DE   LA   MESITRE  DES   VOLUMES. 


§  I.  —  Définitions  et  notions  générales. 

442.  L'étendue  considérée  dans  un  espace  limité  en 
tous  sens  se  nomme  volume. 

Pour  mesurer  les  volumes ,  c'est-à-dire  pour  les  éva- 
luer en  nombres,  on  les  compare  à  un  autre  volume 
connu,  pris  pour  unité. 

Celui  que  l'on  adopte  ordinairement  pour  cet  objet  est 
le  cube  dont  l'arête  est  égale  à  l'unité  de  longueur.  Par 
exemple ,  si  l'on  a  choisi  le  mètre  pour  unité  de  longueur , 
l'unité  de  volume  est  le  mètre  cube  y  c'est-à-dire  le  cube 
qui  a  un  mètre  de  côté.  De  même,  si  l'on  a  choisi  pour 
unité  de  longueur  le  décimètre  ou  le  centimètre^  l'unité 
de  volume  est  le  décimètre  cube  ou  le  centimètre  cube. 
D'après  cela ,  le  volume  d'un  corps  est  le  rapport  de  l'éten- 
due de  l'espace  occupé  par  ce  corps  à  l'étendue  de  l'espace 
occupé  par  le  cube  qui  a  pour  côté  l'unité  linéaire.  De  là 
le  nom  de  cubature,  que  l'on  donne  à  l'évaluation  des 
volumes. 

Le  mètre  cube  prend  le  nom  de  stère  lorsqu'on  l'appli- 
que à  la  mesure  du  bois  de  chauffage.  Dix  stères  forment 
un  décastère.  Le  stère  vaut  à  peu  près  la  demi-voie  an- 
cienne; ainsi  le  décastère  vaut  environ  cinq  voies. 

443.  L'unité  de  capacité,  pour  la  mesure  des  liquides 
et  des  grains,  s'appelle  Utre  :  c'est  un  vase  dont  l'intérieur 
contient  un  décimètre  cube,  c'est-à-dire  un  cube  qui  a 
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un  décimètre  de  côté.  Une  mesure  dix  fois  plus  grande 
(jue  le  litre  )  ou  qui  contient  dix  litres,  se  nomme  décali- 
tre^ et  une  mesure  cent  fois  plus  grande  que  le  litre  ,  ou 
dix  fois  plus  grande  que  le  décalitre ,  s'appelle  hectolitre. 
Pour  les  petites  quantités ,  on  subdivise  le  litre  en  dix 
parties  égales ,  qu'on  appelle  décilitres,  et  le  décilitre  en 
dix  parties  égales ,  qu'on  appelle  centilitres. 

Le  litre  remplace  l'ancienne  pinte  pour  les  boissons  et 
le  litron  pour  les  grains.  Le  décalitre  tient  lieu  du  bois- 
seau, et  l'hectolitre  remplace  le  setier.  On  emploie  aussi 
l'hectolitre  à  la  place  de  l'ancien  muid ,  pour  la  mesure 
du  vin  ou  de  tout  autre  liquide. 

Le  hilolitj^,  qui  vaut  mille  litres,  et  le  myrialitre,  qui 
en  vaut  dix  mille,  ne  sont  guère  usités. 

§  n.  —  Nesire  desTolames  des  polyèdres. 

Théorème  L 

444.  Deux  parallélipipèdes  rectangles  y  AG,  AL,  de 
même  base  ABCD,  sont  proportionnels  à  leurs  hauteurs 
AE  et  AI  (fig.  355). 

Après  avoir  placé  les  deux  parallélipipèdes  l'un  dans 
^  l'autre,  de  manière  que  leurs  bases  coïncident,  supposons 
que ,  m  désignant  un  nombre  entier  quelconque ,  aussi 
grand  que  l'on  voudra ,  on  ait  partagé  la  hauteur  AE  en 
m  parties  égales.  La  hauteur  AI  contiendra  un  certain 
nombre  de  ces  parties,  soit  exactement,  soit  avec  un  reste, 
et ,  si  Ton  mène ,  par  tous  les  points  de  division  de  AE , 
des  plans  parallèles  à  la  base  ABCD ,  le  parallélipipède 
AG  se  trouvera  partagé  en  un  nombre  m  de  parallélipi- 
pèdes rectangles ,  qui  auront  même  base  et  même  hauteur, 
et  qui,  par  conséquent,  seront  égaux  (n^  330).  Or  il  est 
visible  que,  quel  que  soit  w,  le  parallélipipède  AL  con- 
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tiendra  toujours  autant  de  parties  du  parallélipipède  AG 
que  la  hauteur  AI  du  premier  contiendra  de  parties  de  la 
hauteur  AE  du  second.  Donc  on  a  (n^  13)  la  proportion 

vol.  AG  î  vol.  AL  :  :  AE  :  AI. 

Théorème  II. 

445.  Deux  parallélipipèdes  rectangles,  AG  ,  BN,  de 
même  hauteur  y  BF,  sont  propoHionnels  à  leurs  hases  y 
ABCDetBIKL(fig.  356). 

Après  avoir  placé  les  deux  parallélipipèdes  de  manière 
que  Tangle  dièdre  AFBG  du  parallélipipède  AG  soit  op- 
posé par  l'arête  à  l'angle  dièdre  IFBO  du  parallélipipède 
BN,  prolongeons  la  face  DCGH  du  premier  et  la  face 
KLON  du  second  jusqu'à  leur  intersection  PQ:  nous  for- 
merons ainsi  un  troisième  parallélipipède  rectangle ,  BP, 
de  même  hauteur  que  les  deux  premiers.  Cela  posé,  les 
deux  parallélipipèdes  rectangles  AG  et  BP  peuvent  être 
considérés  comme  ayant  pour  base  commune  le  rectan^ 
gle  BCGF^  dès  lors  ils  ont  même  base,  et,  par  conséquent, 
sont  entre  eux  comme  leurs  hauteurs  AB  et  BL  (n^  444). 
On  a  donc  la  proportion 

vol.AG  :  vol.  BP  ::  AB  :  bl. 

De  même,  les  deux  parallélipipèdes  rectangles  BP  etBN, 
pouvant  être  considérés  comme  ayant  pour  base  commune 
le  rectangle  BLOF,  sont  proportionnels  à  leurs  hauteurs 
BC  et  BI,  de  sorte  que  l'on  a  encore  la  proportion 

vol.BP-.vol.BN  ::  BC  :  BI. 

Multipliant  ces  deux  proportions  par  ordre,  on  trouve, 
.en  supprimant  le  facteur  i^o/.BP,  commun  aux  deux  ter- 
mes du  premier  rapport, 

vol.  AG  :  vol.  BiN  :  :  ab  x  BC  :  bl  X  BI. 

Or  le  produit  AB  X  BC  représente  la  surface  du  rec- 
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langle  ABCD  (n°  212),  et  le  produit  BL  X  BI  représente 
la  surface  du  rectangle  BIKL.  Donc ,  etc. 

Théorème  III. 

446.  Deux  parallélipipèdes  rectangles  quelconques  y 
AG,  A'G',  sont  proportionnels  aux  produits  de  leurs 
baseSy  ABCD,   A'B'CD',  par  leurs  hauteurs  AE  et  A'E' 

(fig.  357). 

Supposons  là  hauteur  AE  plus  grande  que  la  hauteur 
A'E'.  Si  nous  prenons  sur  la  première  une  longueur  AI 
égale  à  la  seconde ,  et  que  nous  menions,  par  le  point  I,  un 
plan  IKLM  parallèle  à  la  base  ABCD ,  nous  formerons  un 
troisième  parallélipipède  rectangle ,  AL ,  qui  aura  même 
base  que  le  parallélipipède  AG  et  même  hauteur  que  le 
parallélipipède  A'G'.  Nous  aurons  donc ,  en  vertu  des 
deux  théorèmes  précédents,  les  deux  proportions 

vol.  AG  :  vol  AL  ::  ae  :  ai, 

vol.  AL  :  vol.  A'G'::  ABCD  :  A'B'C'D'. 

En  multipliant  ces  deux  proportions  par  ordre ,  rem- 
plaçant AI  par  A'E',  qui  lui  est  égal,  et  étant  le  facteur 
vol.  AL ,  commun  aux  deux  premiers  termes ,  il  nous 
viendra 

▼ol.AG  !  voî.A'O'  ::  ABCDX  AE  :  A'B'C'D' X  A'E'. 

ScoLiE.  —  Cœnme  on  a  ABCD  =  AB  X  BC  et 
A'B'CD'  =  A'B'  X  B'C,  on  voit  que  deux  parallélipipèdes 
rectangles  quelconques  sont  proportionnels  aux  produits 
des  arêtes  adjacentes  qui  comprennent,  dans  chacun  d'eux, 
un  même  angle  trièdre. 

Théorème  IV. 

447.  Le  volume  d'un  parallélipipède  rectangle,  AG , 
a  pour  mesure  le  pixfduit  de  sa  base  ABCD  par  sa  hau- 
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teur  AE  \  c'est-à-dire  que  le  nombre  d'unàés  de  volume 
contenues  dans  un  parallélipîpède  rectangle,  AG ,  est 
égal  au  nombre  d'unités  d'aire  contenues  dans  sa 
base  ABGD  multiplié  par  le  nombre  d'unités  linéaires 
contenues  dans  sa  hauteur  AE  (fig.  358)^  ^ 

Construisons  un  petit  cuLq  Ag,  dont  le  côté  Ab  soit 
égal  à  l'unité  linéaire  :  ce  cube  sera  l'unité  de  volume 
(n^  442),  et,  eu  comparant  le  parallélipipède  AG  à  cette 
unité,  on  aura,  d'après  le  théorème  qui  précède, 

vol.  AG  :  vol.A^  ::  ABCD  X  AE  :  AbcdX  Ae; 

d'où  Ton  déduit 

vol.  AG  _  ABCD        AE 
yo\i  kg  ~"     kbcd         Ke 

ou,  en  représentant  par  i''  l'unité  de  volume,  par  i^ 
l'unité  d'aire,  et  par  i^  l'unité  linéaire, 

Tol.AG        ABCa)        AE 

Or  l'expression  — '- —  représente  le  nombre  d'unité 

de  volume  que  contient  le  parallélipipède  AG,  l'expres- 

ABCD 
sion  — —  représente  le  nombre  d'unités  d'aire  contenues 

AE 
dans  sa  base  ABCD ,  et  l'expression  —  représente  le  nom- 
bre d'unités  linéaires  contenues  dans  sa  hauteur  A£. 
Donc,  etc. 

Corollaire.  —  Le  cuhe,  n'étant  autre  chose  qu'un 
parallélipipède  rectangle  dont  la  base  est  un  carré,  et  dont 
la  hauteur  est  égale  au  côté  de  ce  carré,  a  pour  mesure 
la  troisième  puissance  de  son  arétCi 

ScoLiE.  —  Les  trois  dimensions  d'un  parallélipipède 
rectangle  étant  les  deux  c6tés  de  sa  base  et  sa  hauteur, 

26. 
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on  peut  dire  que  le  volume  d'un  parallélipipède  rectan- 
gle a  pour  mesure  le  produit  de  ses  trois  dimensions. 

Théorème  V. 

448.  Le  volume  d'un  parallélipipède  droit,  AG,  a 
pour  mesure  le  produit  de  sa  base  ABCD  par  sa  hauteur 
AE(fig.  359). 

Menons ,  suivant  les  arêtes  latérales  AE  et  6F,  deux 
plans,  AEIK,  BFLM,  perpendiculaires  à  la  face  ABFE. 
En  terminant  ces  plans  aux  deux  bases  et  à  la  face  oppo- 
sée DGGH,  nous  formerons  un  parallélipipède  rectan- 
gle ,  AL ,  de  même  hauteur  que  le  parallélipipède  droit 
AG ,  et  dont  la  base  ABMK  sera  équivalente  à  la  base 
ABCD  de  ce  parallélipipède  (n^  213,  scoL).  Si  nous 
considérolis  maintenant  les  deux  prismes  triangulaires 
droits  ADKIHE  et  BCMLGF,  il  nous  sera  facile  de  voir 
qu'ils  ont  des  bases  égales  et  des  hauteurs  égales ,  et  que, 
par  conséquent,  ils  sont  égaux  (n°  338,  corolL^.  Donc ,  si 
l'on  retranche  tour  à  tour  ces  deux  prismes  de  la  figure 
totale,  les  deux  parallélipipèdes  restants,  AG  et  AL,  seront 
équivalents  entre  eux.  Or  le  parallélipipède  AL,  étant 
rectangle ,  a  pour  mesure  le  produit  de  sa  base  ABMK 
par  sa  hauteur  AE  (n°  447).  Donc  le  parallélipipède  droit 
AG  a  pour  mesure  le  produit  de  sa  base  ABCD,  égale  en 
surface  au  rectangle  ABMK ,  par  sa  hauteur  AE. 

Théorème  VL 

449.  Le  volume  d'un  parallélipipède  oblique  quel" 
conque,  AG,  a  pour  mesure  le  produit  de  sa  base  ABCD 
par  sa  hauteur  (È^.  36o). 

Nous  distinguerons  deux  cas  :  ou  deux  faces  latérales 
^  opposées  sont  perpendiculaires  aux  bases ,  ou  les  quatre 
V  faces  latérales  sont  obliques  par  rapport  aux  bases. 
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1°.  Si  deux  faces  latérales opposées,*ABFE,DCGH,  sont 
perpendiculaires  aux  bases,  menons,  par  les  deux  côtés  AD 
el  BC  de  la  base  ABCD,  deux  plans,  AM ,  BL ,  perpendicu- 
laires à  cette  base,  et  prolongeons  les  trois  plans  AF,  DG, 
FH,  jusqu'à  la  rencontre  du  plan  AM.  Nous  détermine- 
rons ainsi  un  parallélipîpède  droit.  AL,  qui  aura  même 
base  ABCD  et  même  hauteur  AI  que  le  parallélipipèda 
oblique  AG.  Mais  il  est  facilç  de  voir  que,  d^ns  les  deux 
prismes  triangulaires  AIEDMH  et  BKFCLG,  les  bases, 
AIE,  BKF,  sont  des  triangles  ^gaux,  et  que  deux  faces 
latérales,  AM,  BL,  sont  égales  entre  elles,  également  in- 
clinées sur  les  bases,  et  seinblablement  disposées ^  Donc 
ces  deux  prismes  sont  égaux  (n°  338)^  et,  par  conséquent, 
si  on  les  retranche  alternativement  de  la  figure  totale, 
les  parallélipîpèdes  restants,  AG  et  AL,  seront  équiva- 
lents. Or  le  parallélipîpède  AL,  étant  droit,  a  pour  me- 
sure le  produit  de  sa  base  ABCD  par  sa  hauteur  AI 
(n**  448).  Donc  le  parallélipipède  oblique  AG  aura  aussi 
pour  mesure  le  produit  de  sa  base  ABCD  par  sa  hau- 
teur AI. 

2^.  Si  toutes  les  faces  latérales  sont  obliques  par  rap- 
port aux  bases ,  nous  pourrons  toujours  former ,  en  fai- 
sant la  même  construction  que  dans  le  premier  cas  ,  un 
nouveau  parallélipipède  oblique,  AL ,  de  même  base  et  de 
même  hauteur  que  le  parallélipipède  proposé  AG ,  et  dont 
deux  faces  latérales  opposées,  AM ,  BL ,  seront  perpen- 
diculaires aux  bases;  puis  nous  démontrerons  comme  ci- 
dessus  Féqui valence  de  ces  deux  parallélipipèdcs.  Mais  , 
d'après  ce  qui  vient  d'être  dit ,  le  parallélipipède  oblique 
AL  a  pour  mesure  le  produit  de  sa  base  ABCD  par  sa 
hautçur.  Donc  il  en  sera  de  même  du  parallélipipède 
oblique  AG.  Donc,  etc. 


4o6  ÉLÉMENTS    DE    GÉOMÉTRIE. 

Théorème  VU. 

480.  Les  deux  prismes  triangulaires  symétriques , 
ABCEPG,  ACDEGH,  dans  lesquels  se  décompose  un 
partUléUpipède  AG,  sont  équiv^alents  entre  eux  (fig.  36x). 

Soit  A'B'Ciy  une  section  faite  dans  le  parallélipipède 
proposé  par  un  plan  perpendiculaire  à  ses  arêtes.  Prolon- 
geons Tarète  AE  d'une  quantité  EE'  égale  à  AA',  l'arête 
BF  d'une  quantité  FF  égalç  à  BB',  l'arête  CG  d'une  quan- 
tité GG'  égale  à  CC,  l'arête  DH  d'une  quantité  HH'  égale 
à  Diy,  et  menons  les  quatre  droites  E'F,  FG',  G'H',  E'H'. 
Il  est  aisé  de  voir  que  nous  formerons  ainsi  un  paralléli- 
pipède droit,  A'G',  qui  sera  partagé  par  le  plan  diagonal 
ACGE  en  deux  prismes  triangulaires  droits,  A'B'C'ET'G' 
et  A'CiyE'G'H',  de  même  base  et  de  même  hauteur,  et 
par  conséquent  égaux  entre  eux  (n**  338,  corolL),  Or  le 
tronc  de  prisme  EFGE'FG'  est  égal  au  tronc  de  prisme 
ABCA'B'C';  car,  si  Ton  fait  coïncider  la  base  EFG  avec 
la  base  ABC,  qui  lui  est  égale,  il  est  clair  que  les  arêtes 
EE',  FF',  GG',  tomberont  respectivement  sur  les  arê- 
tes AA',  BB',  ce,  et,  puisque  Ton  a,  par  construction, 
ÀA'  =  EE',  FF=:BB',  GG'  =  CC',  la  base  E'FG' coïn- 
cidera  nécessairement  avec  la  base  A'B'C.  On  démontrera 
de  même  que  le  tronc  de  prisme  EGHE'G'H'  est  égal  au 
tronc  de  prisme  ACDA'C'D'.  Par  conséquent,  les  deux 
prismes  triangulaires  obliques  ABCEFG  et  ACDEGH 
sont  respectivement  équivalents  aux  deux  prismes  trian- 
gulaires droits  A'B'CE'FG' et  A'C'iyE'G'H'.Donc,  puis- 
que ces  deux  derniers  sont  égaux ,  les  deux  premiers  sont 
nécessairement  équivalents  (entre  eux.  Donc,  etc. 

Théorème  VIII. 
461 .   Le  volume  d'un  prisme,  quel  que  soit  le  nombre 
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de  ses  faces  latérales,  a  pour  mesure  le  produit  de  sa 
base  par  sa  hauteur, 

1^.  D'après  le  théorème  précédent ,  un  prisme  triangu- 
laire est  la  moitié  du  parallélipipède  construit  sur  l'un 
de  ses  angles  trièdres  avec  les  mêmes  arêtes,  et,  par  con- 
séquent ,  a  pour  mesure  le  produit  de  la  moitié  de  la  base 
de  ce  parallélipipède  par  sa  hauteur.  Or  la  moitié  de  la 
base  du  parallélipipède  n'est  autre  chose  que  la  base  du 
prisme ,  et  sa  hauteur  est  la  même  que  celle  du  prisme. 
Donc  un  prisme  triangulaire  a  pour  mesure  le  produit  de 
sa  base  par  sa  hauteur. 

2**.  Un  prisme  quelconque  peut  toujours  se  décomposer 
en  prismes  triangulaires  partiels  de  même  hauteur 
(n^  329) ,  et  dont  les  bases  respectives  forment  en  somme 
la  base  du  prisme  total.  Or  chacun  de  ces  prismes  trian- 
gulaires a  pour  mesure  le  produit  de  sa  base  par  sa  hau- 
teur. Donc  le  prisme  total ,  qui  est  égal  à  la  somme  de 
tous  ces  prismes  partiels,  a  pour  mesure  le  produit  de  la 
somme  de  tous  les  triangles  qui  leur  servent  de  bases  par 
leur  hauteur  commune.  Donc,  etc. 

Corollaire  I.  —  Deux  prismes  qui  ont  des  bases 
équivfalentes  et  des  hauteurs  égales  sont  équivalents 
entre  eux. 

Corollaire  II.  —  Deux  prismes  quelconques  sont 
proportionnels  aux  pix)duits  de  leurs  bases  par  leurs 
hauteurs^  et,  par  conséquent,  deux  prismes  de  même  hau- 
teur sont  entre  eux  comme  leurs  bases,  et  deux  prismes 
de  bases  équivalentes  sont  entre  eux  comme  leurs  hau^ 
teurs. 

Théorème  IX. 

452,  Deux  fjyramides  triangulaires,  S  ABC,  TDEF, 
dont  les  bases,  ABC ,  DEF,  sont  éq  luttaient  es,  et  dont  les 
hauteurs,  SO ,  TP,  sont  égales,  sont  équii^alentes  entre 
elles  (fîg,  362). 
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Plaçons  les  deux  pyramides  SABC  et  ÏDEF  de  manière 
que  leurs  bases  soient  sur  un  même  plan^  alors  leurs 
sonunets  S  et  T  seront  situés  sur  une  même  droite  paral- 
lèle à  ce  plan.  Si  ces  deux  pyramides  ne  sont  pas  équiva- 
lentes ,  soit  SABC  la  plus  grande.  La  différence  de  leurs 
volumes  pourra  être  représentée  par  un  prisme  ayant 
pour  base  ABC,  et  ayant  pour  hauteur  une  certaine  lon- 
gueur AK,  que  Ton  pourra  supposer  aussi  petite  que 
l'on  voudra.  Nous  aurons  donc,  en  désignant  par  V  et\' 
leurs  volumes  respectifs , 


V  —  V  =  ABC  X  AK. 

Mais,  quelque  petite  que  soit  la  longueur  AK,  nous 
pourrons  toujours  diviser  la  hauteur  conunune  AH  des 
deux  pyramides  en  parties  égales  plus  petites  que  Cette 
longueur ,  et ,  si  nous  menons  par  les  points  de  division 
des  plans  parallèles  aux  bases  ,  les  sections  faites  par  cha- 
cun de  ces  plans  dans  les  deux  pyramides,  telles  que 
A'B'Cet  0E'F,  A"B"C'etD"E 'F',...,  seront  équivalentes 
deux  à  deux  (n°  377,  scoL).  Cela  posé,  sur  le  triangle 
ABC,  ainsi  que  sur  les  sections  triangulaires  A'B'C, 
A"B"C",.«-»  prises  pour  bases,  construisons  des  prismes 
extérieurs,  AL,  A'L',  A"L",. . .  qui  aient  pour  arêtes  respec- 
tives les  parties  AA',  A' A",  A" A**,..,  de  l'arête  SA.  De 
même,  sur  les  sections  D'ET',  0'E''F'V««5  prises  pour 
bases ,  construisons  des  prismes  intérieurs,  DE',  D'E",... 
qui  aient  pour  arêtes  respectives  les  parties  correspon- 
dantes de  l'arête  TD,  Tous  ces  prismes  partiels  auront 
même  hauteur.  Or,  à  partir  des  bases  ABC  et  DEF,  le 
second  prisme  extérieur  de  la  première  pyramide  et  le 
premier  prisme  intérieur  de  la  seconde  sont  équivalents  , 
comme  ayant  même  hauteur  et  des  bases  équivalentes. 
Par  la  même  raison ,  le  troisième  prisme  extérieur  de  la 
première  pyramide  est  équivalent  au  deuxième  prisme 
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intérieur  de  la  seconde,  le  quatrième  prisme  extérieur  de 
la  première  est  équivalent  au  troisième  prisme  intérieur 
de  la  seconde  ,  et  ainsi  des  autres.  Donc  tous  les  prismes 
extérieurs  de  la  pyramide  SABC ,  à  Texception  du  premier 
AL ,  ont  leurs  équivalents  dans  les  prismes  intérieurs  de 
la  pyramide  TDEF.  Par  conséquent,  si  nous  représentons 
par  S  la  somme  des  prismes  extérieurs  de  la  première,  et 
par  S'  la  somme  des  prismes  intérieurs  de  la  seconde  , 
nous  aurons 

S  —  S'  =  vol.  AL. 

Or,  la  hauteur  du  prisme  AL  étant  moindre  que  AK , 
on  a  vol,  AL  <  ABC  X  AK.  Il  faudrait  donc  que  S —  S' 
fût  plus  petit  que  V — V;  ce  qui  est  absurde,  puisque  S 
est  plus  grand  que  V,  tandis  que  S  est  plus  petit  que  V. 
Donc  Tune  des  deux  pyramides  triangulaires  SABC  et 
TDEF  ne  peut  pas  être  plus  grande  que  l'autre.  Donc 
ces  deux  pyramides  sont  équivalentes. 

Théorème  X. 

4S3..  Tout  prisme  triangulaire,  ABCDEF,  est  décom» 
posable  en  trois  pyramides  triangulaires  équii^alentes 
entre  elles  (ûg,  363). 

Si  nous  faisons  passer  un  plan  par  les  tr^is  points  F, 
A,  B,  et  un  «econd  plan  parles  trois  points  F,  D,  B, 
nous  décomposerons  le  prisme  proposé  en  trois  pyramides 
triangulaires,  FABC,  FDAB,  FDEB.  Or  la  pyramide 
FABC  peut  être  considérée  comme  ayant  pour  sommet  le 
point  F  et  pour  base  le  triangle  ABC,  et  la  pyramide 
FDEB  peut  être  considérée  comme  ayant  pour  sommet  le 
point  B  et  pour  base  le  triangle  DEF  :  ces  deux  pyra- 
mides ont  donc  pour  hauteur  commune  la  hauteur  du 
prisme  et  pour  bases  des  triangles  égaux,  et,  par  consé- 
quent, elles  sont  équivalentes  (n^  452).  D'un  autre  côté. 
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les  deux  pyramides  FDA6  et  FDEB,  pouvant  être  con- 
sidérées comme  ayant  pour  sommet  commun  le  point  F 
et  pour  bases  respectives  les  deux  triangles  DAB  et  DEB, 
ont  aussi  même  hauteur  et  des  bases  égales ,  et  sont  par 
conséquent  équivalentes.  Donc  les  trois  pyramides  trian- 
gulaires FABC  5  FDAB,  FDEB ,  sont  équivalentes  entre 
elles.   Donc ,    etc. 

Théorème  XI. 

454.  Le  volume  d'une  pyramide,  quel  que  soit  le 
nombre  de  ses  faceè  latérales^  a  pour  mesure  le  pro- 
duit  de  sa  base  par  le  tiers  de  sa  hauteur. 

i^.  D'après  ce  qui  a  été  démontré  dans  la  proposi- 
tion précédente ,  une  pyramide  triangulaire  nVst  que 
le  tiers  d'un  prisme  triangulaire  de  même  base  et  de  même 
hauteur.  Or  le  volume  de  ce  prisme  a  pour  mesure  le 
produit  de  sa  base  par  sa  hauteur  (n^  451).  Donc  le 
volume  de  la  pyramide ,  qui  en  est  le  tiers ,  doit  avoir 
pour  mesure  le  produit  de  sa  base  par  le  tiers  de  sa 
hauteur. 

2*^.  Une  pyramide  quelconque  peut  toujours  se  décom- 
poser en  autant  de  pyramides  triangulaires,  de  même 
hauteur ,  que  Ton  peut  former  de  triangles  dans  le  poly- 
gone qui  lui  sert  de  base  (n°  332).  Qr  le  volume  de  cha- 
cune de  ces  pyramides  triangulaires  a  pour  mesure  le 
produit  du  triangle  qui  lui  sert  de  base  par  le  tiers  de  sa 
hauteur.  Donc  le  volume  de  la  pyramide  totale,  qui  se 
compose  de  la  somme  de  toutes  ces  pyramides  partielles , 
a  pour  mesure  le  produit  de  la  somme  de  tous  les  triangles 
qui  leur  servent  de  bases  par  le  tiers  de  la  hauteur  com- 
mune. Donc,  etc. 

Corollaire  I.  —  Deux  pyramides  quelconques,  qtu 
çnt  des  bases  équivalentes  et  des  hauteurs  égales,  sont 
équivalentes  entre  elles. 
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Corollaire  II.  —  Deux  pyramides  quelconques  sont 
proportionnelles  aux  produits  de  leurs  bases  par  leurs 
hauteurs;  et,  par  conséquent ,  deux  pyramides  de  même 
hauteur  sont  entre  elles  comme  leurs  bases,  et  deux 
pyramides  de  hases  équivalentes  sont  entre  elles  comme 
leurs  hauteurs, 

ScoLiE  I.  —  Deux  pyramides  symétriques ,  ayant  des 
bases  égales  et  des  hauteurs  égales,  sont  équivalentes, 
et  deux  polyèdres  quelconques  symétriques,  pouvant  tou- 
jours se  décomposer  en  un  même  nombre  de  pyrami- 
des symétriques  chacune  à  chacune  (n°  335),  sont  équi- 
valents. 

ScoLiE  II.  —  Tout  polyèdre  régulier  étant  décompo- 
sable  en  autant  de  pyramides  r^ulières,  égales  entre  elles, 
qu'il  a  de  faces  (n^  363),  le  ^volume  d*un  polyèdre  régulier 
quelconque  a  pour  mesure  le  produit  de  sa  surface  par 
le  tiers  de  son  apothème. 

Théorème  XII. 

455.  Le  volume  d'un  prisme  triangulaire  tronqué, 
ABCDEF,  a  pour  mesure  le  produit  de  l'une  de  ses  bases, 
ABC ,  par  le  tiers  de  la  somme  des  trois  perpendiculaires 
abaissées  sur  cette  base  des  trois  sommets,  D,  E,  V^de 
la  base  opposée  (fig.  364). 

Si  nous  menons  les  deux  plans  DAC  et  DEC ,  le  tronc 
de  prisme  se  trouvera  décomposé  en  trois  pyramides  trian- 
gulaires, DABC,  DEAC,  DEFC.  La  première  a  pour 
base  l'une  des  bases,  ABC,  du  tronc,  et  pour  sommet  le 
sommet  D  de  l'autre  base.  La  seconde  peut  être  consi- 
dérée comme  ayant  pour  base  le  triangle  ACE  et  pour 
sommet  le  point  D5  alors  elle  peut  être  remplacée  par  une 
autre ,  BEAC ,  ayant  pour  sommet  le  point  B  et  pour  base 
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le  même  triangle  ACE,  et  cette  nouvelle  pyramide  peut 
être  considérée  comme  ayant  pour  base  le  triangle  ABC 
et  pour  sommet  le  point  E.  La  troisième  pyramide,  DEFC, 
peut  être  considérée  comme  ayant  pour  sommet  le  point  E 
et  pour  base  le  triangle  DGF;  alors  on  peut  la  remplacer 
par  une  autre,  ACDF,  ayant  pour  sommet  le  point  A  et 
pour  base  le  même  triangle  DGF 5  celle-ci,  pouvant  être 
considérée  comme  ayant  pour  sommet  le  point  D  et  pour 
base  le  triangle  AGF,  peut  être  remplacée  par  une  autre, 
BAFG,  ayant  pour  sommet  le  point  B  et  pour  base  le 
même  triangle  AGF,  et  enfin  celte  dernière  peut  être  con- 
sidérée comme  ayant  pour  base  le  triangle  ABG  et  pour 
sommet  le  point  F.  On  voit,  d'après  cela,  que  le  tronc  de 
prisme  ABGDEF  est  équivalent  à  la  somme  des  trois  py- 
ramides triangulaires  DABG  ,  EABG  ,  F  ABG.  Or,  en 
désignant  par  H ,  H',  H'',  les  perpendiculaires  abaissées 
sur  le  plan  de  la  base  ABG  des  trois  sommets  D ,  E, 
F,  de  la  base  opposée ,  on  a  ABG  X  j  H  pour  le  volume 
de  la  première ,  ABG  X  i  H'  pour  le  volume  de  la 
seconde,  et  ABG  X^H"  pour  le  volume  de  la  troisième 
(n°  454).  On  aura  donc,  pour  le  volume  entier  du  tronc, 
ABG  X  KH  +  H'  +  H").  Donc,  etc. 

Théorème  XIII. 

456.  Le  volume  d'un  parallélipïpède  tronqué,  AG, 
a  pour  mesure  le  produit  de  l'une  de  ses  bases,  ABCD, 
par  le  quart  de  la  somme  des  quatre  perpendiculaires 
abaissées  sur  cette  base  des  quatre  sommets ,  E,  F,  G, 
H  ^  de  la  base  opposée  (fig.  365). 

Menons  les  deux  plans  diagonaux  AG  et  BH ,  dont 
chacun  partage  le  tronc  de  parallélipipède  en  deux  pris* 
mes  triangulaires  tronqués;  nous  aurons  alors  (n^  455): 
en  supposant,   pour  plus  de  simplicité,   que  les   arêtes 
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latérales  soient  perpendiculaires  à  la  base  A6CD, 

vol.ABCEFG  =  ABC  X  t(AE  -h  BF  4-  CG), 
vol.ACDGHE  =  ACD  X  j(AE  -f-  CG  -f-  DH), 
vol.ABDEFH  =  ABD  X  t(AE  -+-  BF  -f-  DH), 
vol.BCDFGH  =  BCD  X  t(BF   -H  CG  -4-  DH). 

Si  nous  ajoutons  maintenant  toutes  ces  égalités  membre 
à  membre,  en  observant  que  la  somme  des  quatre  prismes 
triangulaires  ABCEFG,  ACDGHE ,  ABDEFH ,  BCDFGH, 
est  égale  à  deux  fois  le  tronc  de  parallélipipède  AG,  et  que 
chacun  des  triangles  ABC  ^  ACD,  ABD,  BCD,  est  égal  à 
la  moitié  du  parallélogramme  ABCD,  il  nous  viendra , 
après  avoir  tout  divisé  par  2, 

vol.  AG  =  I ABCD  X  (AE  -h  BF  -f-  CG  -f-  DH), 
ou,  ce  qui  est  la  même  chose , 

vol.  AG  =  ABCD  X  HAE  -f-  BF  +  CG  -f-  DH). 

Donc,  etc. 

ScoLiE.  —  Si  les  arêtes  latérales  n'étaient  pas  perpen- 
diculaires au  plan  de  la  base  ABCD,  on  les  remplacerait 
par  les  perpendiculaires  abaissées  sur  cette  base  des  quatre 
sommets  du  parallélogramme  EFGH. 

Théorème  XIV. 

4f57.  Lcvoliime  d'un  tronc  de  parallélipipède,  AG, 
compris  entre  un  plan,  ABCD,  perpendiculaire  à  ses 
arêtes  latérales,  et  une  portion  de  surface  gauche,  EFGH, 
a  pour  mesure  le  produit  de  sa  base  ABCD  par  le  quart 
de  la  somme  de  ses  quatre  arêtes  latérales,  AE,  BF, 
CGet  DH(fig.  366). 

En  supposant  que  la  surface  gauche  EFGH  soit  engen- 
drée par  le  mouvement  de  la  droite  XY,  assujettie  à  glisser 
le  long  des  deux  droites  EH  et  FG,  qui  ne  sont  pas  dans 
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un  même  plan,  en  restant  constamment  parallèle  au  plan 
fixe  AF,  il  est  évident  que  tout  plan  parallèle  à  la  face  ÂF 
la  coupera  suivant  une  ligne  droite  ^  car  cette  intersection 
ne  sera  autre  chose  qu'une  position  de  la  génératrice.  Cela 
posé,  si  nous  prolongeons  les  arêtes  latérales  AE ,  6F, 
CG,  DH,  jusqu'en  A',  B',  C,  D',  de  manière  que  l'on  ait 
EA'=BF,  FB'=AE,  GC'=DH,  HD'=CG,  et  que  nous 
joignions  entre  eux  les  quatre  points  A',  B',  C,  IX,  les 
deux  droites  A'B'  et  Ciy  seront  respectivement  égales  et 
parallèles  aux  deux  droites  AB  et  CD  (n^  ^^^)^  et,  par 
conséquent  ^  elles  seront  égales  et  parallèles  entre  elles  ; 
d'où  il  suit  que  le  quadrilatère  A'B'Ciy  sera  un  parallélo» 
gramme ,  et  que  la  figure  AC  sera  un  tronc  de  paralléli* 
pipède  droit.  Nous  aurons  donc  (n^  456) 

vol.  AC  =  ABCD  X  7  (AA'  -H  BB'  -4-  CC  4-  DIK). 

Or,  si  nous  faisons  passer  par  la  droite  XY  un  plan, 
PMNQ,  parallèle  à  la  face  AB',  ce  plan  coupera  les  deux 
faces  AD'  et  BC  suivant  deux  droites ,  MP,  NQ ,  paral- 
lèles aux  arêtes  latérales.  Donc ,  en  menant  dans  le  qua- 
drilatère BCGF  la  diagonale  CF,  qui  coupe  NQ  au  point 
I,  nous  aurons  deux  couples  de  triangles  semblables,  CNI 
et  CBF,  FIL  et  FCG ,  qui  donneront  les  proportions 

NI  :  BF  ::  gl  :  fg, 
IL  :  CG  ::  FL  :  fG; 

d'où  l'on  tire 

^,      BF  X  GL  __       CG  X  FL 

NI  =  =^ »  IL  = =r= , 

FG  •    FG 

et,  par  suite, 

Ti»      BFXGL^-CGXFL 

FG 

De  même,  en  menant  dans  le  quadrilatère  A'Effly  la 
diagonale  A' H,  qui  coupe  MP  au  point  O,  nous  aurons 
deux  couples  de  triangles  semblables ,  A'OP  et  A'HD', 
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OHK  et  Â'HE ,  qui  donneront  les  proportions 

PO  :  D'H  ::  EK  :  EH, 
OK  :  A'E  ::  hk  :  eh, 

ou,  en  observant  que  le  plan  PMNQ  partage  les  deux 
droites  EH  et  FG  en  parties  proportionnelles  (n°  279),  et 
qu'on  a  pris  Hiy  égal  à  CG,  et  EA'  égal  à  BF, 

PO  :  CG  ::  FL  :  fg, 

OK  :  BF   ::   GL  :  FG; 
d'où  Ton  tire 

CGXFL  ^^  _  BF  X  GL 

^^-        FG       '  ^^  ^        FG      ' 

et,  par  suite, 

_„       CG  X  FL  -f-  BF  X  GL 

FG 

En  rapprochant  maintenant  les  valeurs  de  LJN  et  de 
PK ,  on  voit  qu'elles  sont  égales  entre  elles.  On  démontre- 
rait de  la  même  manière  que  LQ  est  égal  à  MK.  D'ail- 
leurs ,  lesdeux  plans  A6'  et  MQ  étant  parallèles,  les  deux 
droites  MN  et  PQ  sont  respectivement  égales  et  parallèles 
aux  deux  droites  AB  et  A'B',  et,  comme  ces  deux  dernières 
sont  égales  et  parallèles  entre  elles ,  la  droite  PQ  est  elle- 
même  égale  et  parallèle  à  la  droite  MN.  D  résulte  de  là 
que  les  deux  trapèzes  rectangles  MNLK  et  PQLK ,  ayant 
même  hauteur  et  des  bases  ^ales,  sont  égaux  entre  eux  ; 
c'est-à-dire  que  toute  section  faite  dans  le  parallélipipède 
tronqué  AC,  par  un  plan  parallèle  à  la  face  AK,  est  di- 
visée en  deux  parties  égales  par  une  arête  KL  de  la  surface 
gauche  EPGH.  Donc  le  volume  du  tronc  AG  n'est  que 
la  moitié  de  celui  du  parallélipipède  tronqué  AC  On  a 
donc,  en  observant  que,  d'après  les  constructions  qui  ont 
été  faites,  la  somme  des  arêtes  AE,  BF,  CG ,  DH ,  est  la 
moitié  delà  somme  des  arêtes  AA',  BB',  CC,  DD', 
vol.  AG  =  ABCD  X  |(AE  -^  BF  -i-  CG  -h  DH). 
Donc,  etc. 
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Sgoli£.  —  Nous  avons  supposé  que  les  faces  latérales 
du  tronc  AG  étaient  perpendiculaires  au  plan  de  sa 
base  ABGD,  parce  que  c'est  le  cas  qui  se  présente  le  plus 
ordinairement;  mais  la  démonstration  qui  vient  d'être 
donnée  s'appliquerait  encore  au  cas  où  l'on  aurait  à  con- 
sidérer un  tronc  de  parallélipipède  oblique  :  seulement , 
il  faudrait  remplacer  les  arêtes  latérales  par  les  perpendi- 
culaires abaissées  des  quatre  sommets  du  quadrilatère 
gauche  EFGH  sur  le  plan  du  parallélogramme  A6CD. 

Théorème  XV. 

4S8.  Un  tronc  de  pyramide  à  hases  parallèles  y 
ABCDEF  ou  GHIKLMNOPQ ,  est  équiv^alent  à  la  somme 
de  trois  pyramides  d^  même  hauteur  que  le  tronc,  et 
ayant  pour  bases  respectiv^es  la  base  inférieure  du  tronc j 
sa  base  supérieure,  et  une  moyenne  proportionnelle 
entre  ces  deux  bases  (fig.  367  et  368). 

Supposons  d'abord  que  la  figure  proposée  soit  un  tronc 
de  pyramide  triangulaire  ABCDEF  (^fig>  367).  Si  nous 
menons  les  deux  plans  EAC  et  DEC ,  la  figure  se  trouvera 
décomposée  en  trois  pyramides  triangulaires ,  EABC , 
EDFC,  EDAC.  La  première  a  pour  base  le  triangle  ABC, 
et  pour  hauteur  la  hauteur  même  du  tronc.  La  seconde  a 
pour  base  le  triangle  DEF,  et  sa  hauteur  est  aussi  la  même' 
que  celle  du  tronc.  Il  ne  reste  donc  plus  à  considérer  que  la 
troisième  pyramide,  EDAC.  Or,  si  l'on  mène  par  le  point 
E,  dans  le  plan  ABED,  une  droite  EG  parallèle  à  DA, 
cette  droite  sera  en  même  temps  parallèle  au  plan  ACFD 
(n°  264)5  P^r  conséquent,  la  pyramide  EDAC,  qui  peut 
être  considérée  comme  ayant  pour  sommet  le  point  E  et 
■  pour  base  le  triangle  ACD,  pourra  être  remplacée  par 
une  autre  ,  GDAC ,  ayant  pour  sommet  le  point  G  et 
pour  base  le  même  triangle  ACD.  Mais  cette  dernière 
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peut  être  considérée  comme  ayant  pour  sommet  le  point D 
et  pour  base  le  triangle  ÂGC  :  elle  a  donc  même  hauteur 
que  le  tronc ,  et ,  si  Ton  mène  GH  parallèle  à  BC  ,  il  est 
facile  de  voir  que  le  triangle  AGH  sera  égal  au  triangle 
DEF,  et  que,  par  conséquent ,  le  triangle  AGC  sera  moyen 
proportionnel  entre  les  deux  triangles  ABC  et  DEF 
(n° 218,  jco/.  1).  Donc,  etc. 

Supposons  maintenant  que  la  figure  proposée  soit  un 
tronc  de  pyramide  polygonale  GHIKLMNOPQ  (fig36Sy 
Complétons  la  pyramide  TGHIKL  ,  et  construisons  une 
pyramide  triangulaire,  SABC,  de  même  hauteur  que  la 
pyramide  TGHIKL,  et  dont  la  base  ABC  soit  équivalente 
au  polygone  GHIKL.  Disposons  ces  deux  pyramides  de 
manière  que  leurs  bases  soient  sur  un  même  plan^  alors 
leurs  sommets  se  trouveront  sur  une  même  droite  parallèle 
à  ce  plan ,  et,  en  prolongeant  le  plan  MNOPQ  jusqu'à  la 
rencontre  des  faces  latérales  de  la  pyramide  SABC ,  nous 
y  déterminerons  une  section,  DEF,  équivalente  au  poly- 
gone MNOPQ  (n^  377,  scoL).  Il  suit  de  là  que  les  deux 
pyramides  partielles  SDEF  et  TMNOPQ  seront  équiva- 
lentes, comme  ayant  des  bases  équivalentes  et  même  hau- 
teur (n°  454,  coroIL  I).  Mais  déjà  les  deux  pyramides 
totales  SABC  et  TGHIKL  sont  équivalentes  entre  elles 
par  la, même  raison.  Donc  le  tronc  de  pyramide  polygo- 
nale GHIKLMNOPQ  est  équivalent  au  tronc  de  pyra- 
mide triangulaire  ABCDEF,  et  par  conséquent,  puisqu'ils 
ont  même  hauteur,  et  que  leurs  bases  respectives  sont  équi- 
valentes ,  la  proposition  reconnue  vraie  pour  le  second  est 
également  vraie  pour  le  premier.  Donc,  etc. 

CoROLLAinE.  —  En  appelant  V  le  volume  d'un  tronc 
de  pyramide  quelconque  à  bases  parallèles,  B  et  B'  ses  deux 
bases,  et  H  sa  hauteur,  on  a  (n°  454) 

V  =  BXiH-|-B'xiHH-v^BB'XiH  =  Hxi(B  +  B'4-V^BB0; 
c'est-à-dire  que  le  volume  d'un  tronc  de  pyramide  à 
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bases  parallèles  a  pour  mesure  le  produit  de  sa  hauteur 
par  le  tiers  de  la  somme  de  sa  base  inférieure,  de  sa 
base  supérieure,  et  d'une  moyenne  proportionnelle  entre 
ces  deux  bases, 

ScoLiE.  —  Pour  obtenir  le  volume  d'un  polyèdre  îrré- 
gulier  quelconque,  on  l'enferme  dans  une  figure  moins  ir- 
régulière, telle  qu'un  parallélipipède,  dont  on  calcule  le 
volume;  puis  on  évalue,  au  moyen  des  diverses  proposi- 
tions qui  viennent  d'être  démontrées ,  les  voluines  des 
espaces  vides ,  et  l'on  retranche  la  somme  dç  ces  der- 
niers volumes  de  celui  du  parallélipipède. 

§111.  —  GonparaisoB  des  volnnies  des  polyèdres. 

Théorème  XVI. 

459.  Deux  tétraèdres,  SABC,  SDEF,  qui  ont  un 
angle  trièdre  S  égal,  sont  entre  eux  comme  les  pro- 
duits des  arêtes  qiu  comprennent  cet  angle  trièdre 
((fg.  369). 

Supposons  que  les  deux  tétraèdres  aient  été  placés  l'un 
dans  l'autre,  de  manière  que  leurs  angles  trièdres  égaux 
coïncident ,  et  menons  un  plan  par  le  point  D  et  suivant 
l'arète  6C  :  nous  formerons  ainsi  un  troisième  tétraèdre, 
SDBC.  Cela  posé,  les  deux  tétraèdres  SABC  et  SDBC 
peuvent  être  considérés  comme  ayant  pour  bases  respecti- 
ves les  triangles  SAB  et  SDB ,  et  alors  ils  ont  pour  hau- 
teur commune  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  C  sur 
le  plan  ASB.  Donc  ils  sont  entre  eux  comme  leurs  bases 
(n^  454,  corolL  H),  et  l'on  a  la  proportion 

SABC  :  SDBC  ::  sab  :  sdb, 

ou,  eu  observant  que  les  deux  triangles  SAB  et  SDB  sont 
proportionnels  aux  côtés  SA  et  SD  (n"  214,  corolL  II). 

SABC  :  SDBC  ::  SA  :  SD. 
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De  même ,  les  deux  tétraèdres  SDBC  et  SDEF,  pouvant 
être  considérés  comme  ayant  pour  bases  respectives  les 
deux  triangles  SBC  et  SEF,  ont  pour  hauteur  commune 
la  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  D  sur  le  plan  SBC. 
Donc  ils  sont  entre  eux  comme  leurs  bases ,  et  Fou  a  la 
nouvelle  proportion 

SBBC  :  SDEF  ::  sbc  :  sef, 

ou,  en  observant  que  les  deux  triangles  SBC  et  SEF,  qui 
ont  un  angle  égal  en  S,  sont  proportionnels  aux  pro- 
duits, SB  X  se  et  SEx  SF,  des  côtés  qui  comprennent 
cet  angle  (n°218), 

SDBC  :  SDEF  ::  SB  X  se  :  SE  X  SF. 

Multipliant  ces  deux  proportions  par  ordre ,  et  sup- 
primant le  facteur  SDBC,  commun  aux  deux  termes  du 
premier  rapport ,  on  trouve 

SABC  :  SDEF  ::  SA  x  SB  x  se  :  sd  x  se  X  SF. 

Théorème  XVII. 

460.  Les  "Volumes  de  deux  tétraèdres  semblables^ 
SABC ,  S'A'KC,  sont  proportionnels  aux  cubes  de  leurs 
arêtes  hom,ologues  (ûg.  3io). 

Les  deux  tétraèdres  SABC  et  SA'B'C  étant  semblables , 
l'angle  trièdre  S'  est  égal  à  l'angle  trièdre  S  (n^  369):  on 
a  donc,  en  vertu  du  théorème  précédent, 

SABe  :  s'A'B'e'  :  :  sa  x  sb  x  se  :  s'A'  x  s'b'  x  s'e'. 

On  a  d'ailleurs ,  k  cause  de  la  similitude  de»  deu^  té- 
traèdres , 

SB  :  S'B'  ::SA  :  S'A', 
se  :  s'c  ::SA  :S'a'. 

En  multipliant  ces  trois  proportions  par  ordre  ,  et 
supprimant  les  facteurs  communs  aux  antécédents  et  auy 
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conséquents  9  il  vient 

SABC  :  S'A'B'C  :  :  SA»  :  S'A'». 

On  trouverait  d'une  manière  analogue 

SABC  :  s'A'B'C  :  :  sb»  :  s'B'%    sabc  :  s'a'b'C  :  :  se»  :  s'C». 

Donc ,  etc. 

ScoLiE.  —  Comme  les  hauteurs  de  deux  tétraèdres 
semblables  sont  proportionnelles  à  leurs  arêtes  homologues 
(n*'  376) ,  les  volumes  de  deux  tétraèdres  semblables  sont 
aussi  entre  eux  dans  le  même  rapport  que  les  cubes  de 
leurs  hauteur». 

Théorème  XVIII. 

461  •  Les  volumes  de  deux  polyèdres  quelconques  sem- 
blables sont  proportionnels  aux  cubes  de  leurs  arêtes 
homologues. 

Les  deux  polyèdres  proposés^  étant  semblables,  peu- 
vent se  décomposer  en  un  nombre  de  tétraèdres  sembla- 
bles, chacun  à  chacun  y  et  assemblés  de  la  même  manière. 
En  représentant  par  pelp\qetq\  r  et  r', . . .  les  volumes 
de  ces  tétraèdres,  et  par  a  et  a,  b  et  b\  c  et  e',...  leurs 
arêtes  homologues  ,  on  a  donc ,  d'après  le  théorème  pré- 
cédent , 

P  :  p'  ::  «»  :  a'\ 
q   :  q'  ::   b^  .  b'\ 

r  :  r'  ::  c»  :  (/k 


Mais,  les  arêtes  homologues  de  deux  polyèdres  sembla- 
bles étant  proportionnelles  (n^  378),  on  a  déjà 

a   \   a'    :\    b   \    h'    \:   c   :   c'.,,y 
d'où 

«»  :  fl'»  ::  b'  :  b''  ::  c^:  c'\.,, 

et  alors,  les  seconds  rapports  des  proportions  ci -dessus 
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étant  égaux ,  î]  en  résulte 

p  '^  p'  \\  q  \  q'  ::  r  :  V'.... 

Or  on  sait  que  ,  dans  une  suite  de  rapports  égaux ,  la 
somme  de  tous  les  antécédents  est  à  la  somme  de  tous  les 
conséquents  comme  un  antécédent  quelconque  est  à  son 
conséquent.  On  a  donc 

/?-t-^  4-/- 4-...  :/?'-+-  ^'-h  r'-H...  \\p  :  p', 

ou,  en  désignant  par  Y  et  Vies  volumes  respectifs  des  deux 
polyèdres,  et  remplaçant  le  rapport  de  p  kp*  par  le  rap- 
port de  a'  à  a'*,  qui  lui  est  égal , 

V  :  V  ::  a^  :  a'^ 

On  obtiendrait  de  même 

V  :  V  ::  A^ ..  ^'3^      v  :  V  ::  c»  :  c's  etc. 

Donc,  etc. 

ScoLiE.  —  Les  diagonales  homologues  de  deux  polyè- 
dres semblables  étant  proportionnelles  à  leurs  arêtes  ho- 
mologues (n*'  378,  scol.  I),  les  volumes  de  deux  polyèdres 
semblables  sont  aussi  entre  eux  dans  le  même  rapport 
que  les  cubes  de  leurs  diagonales  homologues. 

^  IV.  —  Mesure  el  comparaison  des  volumes  des  corps  ronds. 

Théorème  XIX. 

462.  Le  volume  d'un  cylindre  circulaire  droit  a  pour 
mesure  le  produit  de  la  surface  de  sa  base  par  sa 
hauteur. 

Désignons  par  V  le  volume  d'un  cylindre  circulaire 
droit,  par  6  sa  base,  et  par  H  sa  hauteur.  Si  nous  suppo- 
sons que  l'on  ait  circonscrit  à  ce  cylindre  un  prisme  d'un 
nombre  de  faces  latérales  aussi  grand  que  l'on  voudra , 
la  hauteur  de  ce  prisme  sera  égale  à  H ,  et  Faire  du  poly- 
gone qui  lui  sert  de  base ,  ne  devant  diflférer  de  surf.  B 
que  d'un  infiniment  petit,  pourra  être  représentée  par 
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surf,  B  H-  a.  D'un  autre  côté,  le  volume  du  prisme  sera 
toujours  plus  grand  que  le  volume  du  cylindre  auquel  il 
est  circonscrit,  mais  il  en  approchera  autant  que  Ton 
voudra  :  en  désignant  par  J3  un  infiniment  petit  de  la  na- 
ture de  V ,  ce  volume  pourra  donc  être  représenté  par 
V  +  j3.  Ainsi  Ton  aura  (n**  451) 

V  H-  p  =  (surf.B-f-a)  XU, 
ou 

V  -4-  p  =  surf.  B  X  H  -+-  a  X  H. 

En  négligeant  les  infiniment  petits  j3  et  a  X  H  (n®  10), 
il  viendra  donc 

V  =  surf.BX  H. 

CoROLLAiiŒ  I.  —  L'aire  d'un  cercle  dont  le  rayon  est 
R  étant  exprimée  par  ttR*  (n°  224,  corolL  I),  si  Ton  re- 
présente par  R  le  rayon  de  la  base  d'un  cylindre  circulaire 
droit,  et  par  H  sa  hauteur,  on  aura  ttR'X  H  pour  l'expres- 
sion de  son  volume.  Donc  le  volume  d'un  cylindre  circu- 
laire droit  s^ obtient  en  multipliant  par  sa  hauteur  le 
produit  du  carré  du  rayon  de  sa  hase  par  le  rapport 
de  la  circonférence  au  diamètre. 

Corollaire  II.  —  En  représentant  par  V  et  V  les  vo- 
lumes de  deux  cylindres  circulaires  droits  semblables, 
par  R  et  R'  les  rayons  de  leurs  bases ,  et  par  H  et  H'  leurs 
hauteurs,  on  a ,  d'après  le  corollaire  I , 

V  ==  ttR»  X  H,         V  =  irR"  X  H'; 

d'où  il  résulte 

V  =  V'  ::  R'XH  :  R'^XH'. 

Mais ,  les  deux  cylindres  étant  semblables ,  on  a  déjà 

(n"385) 

R^  :  R''  ::  H^  :  H^ 

Eu  multipliant  ces  deux  proportions  par  ordre,  et  sup- 
primant le  facteur  R*,  commun  aux  deux  antécédents,  et 
le  facteur  R'*,  commun  aux  deux  conséquents,  on  trouve 

V  :  V  ::  H^  :  h^ 
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Donc  les  volumes  de  deux  cyliîidres  circultufes  dfvûs 
semblables  sont  proponionnels  aux  cubes  de  leurs 
hauteurs, 

ScoLiB.  —  Il  est  facile  de  voir  qu'un  tronc  de  cylindre 
circulaire  droit  est  la  moitié  d'un  cylindre  droit  de  même 
base  et  d'un  axe  double:  par  conséquent,  le  volume  d'un 
pareil  tronc  a  pour  mesure  le  produit  de  la  surface  de  sa 
base  circulaire  par  son  axe. 

Théorème  XX. 

463.  Le  volume  d'un  cône  circulaire  divit  a  pour 
mesure  le  produit  de  la  surface  de  ,sa  base  par  le  tiers 
de  sa  hauteur* 

En  circonscrivant  au  cône  une  pyramide  régulière  d'un 
nombre  de  faces  latérales  aussi  grand  que  l'on  voudra  ,  on 
démontre  cethéorèmede  la  même  manière  que  le  précédent. 

Corollaire  I.  —  Si  l'on  représente  par  R  le  rayon  de 
la  base  d'un  (^ne  circulaire  droit,  et  par  H  sa  hauteur,  on 
a  ttR*  X  îH  pour  l'expression  de  son  volume.  Donc  le 
volume  d'un  cône  circulaire  droit  s' obtient  en  multipliant 
par  le  tiers  de  sa  hauteur  le  produit  du  carré  du  rayon  de 
sa  base  par  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre. 

Corollaire  il.  —  Les  volumes  de  deux  cônes  circu- 
laires droits  semblables  sont  proportionnels  aux  cubes 
de  leurs  hauteurs. 

Voir  le  corollaire  II  de  la  proposition  du  n^  462. 

Sgolië.  —  Un  cône  est  le  tiers  d'un  cylindre  de  même 
base  et  de  même  hauteur. 

Théorème  XXI. 

464.  Le  volume  d'un  tronc  de  cône  circulaire  droit  à 
bases  parallèleSy  ABCD,  a  pour  mesure  le  produit  de 
sa  hauteur  01  par  le  tiers  de  la  somme  de  sa  base  in-- 
férieurcy  de  sa  base  supérieure,  et  d'une  moyenne  pro- 

poitionnelle  entre  ces  deux  bases  (fig.  870). 
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Complétons  le  cône  SAB,  dont  fait  partie  le  tronc 
Â6CD ,  et  construisons  une  pyramide  triangulaire , 
TFGH,  de  même  hauteur  que  ce  cône,  et  dont  la  base 
FGH  soit  équivalente  à  cercLOB.  Donnons  au  cône  et  à 
la  pyramide  une  disposition  telle  que  leurs  bases  soient 
sur  un  même  plan  ]  alors  leurs  sommets  seront  à  égale 
distance  de  ce  plan ,  et ,  si  Ton  prolonge  le  plan  du  cercle 
CID  au  travers  du  tétraèdre,  on  y  déterminera  une  sec- 
tion triangulaire,  KLM,  qui  sera  semblable  au  triangle 
FGH  (n*'  351,  corolL).  Cela  posé,  les  surfaces  de  deux 
cercles  étant  proportionnelles  aux  carrés  de  leurs  rayons 
(n°224,  corolL  II),  et  les  surfaces  de  deux  triangles  sem- 
blables étant  entre  elles  comme  les  carrés  de  leurs  côtés 
homologues  (n^  2i9),  on  a  les  deux  proportions 

cercl.OB  :  cercl.  IC  ::  OB'  :  \0     ou      ::  SO*  :  SP, 
aire  FGH  :  aire  KLM  ::TG»  :  KL»     ou      ::  TF  :  TQ'; 

d'où  il  résulte,  à  cause  de  TP  égal  à  SO  et  de  TQ  égal  à  SI , 

cercl.OB  :  cercl.  IC  ::  aire  FGH  :  aire  KLM. 

Or  on  a  a/re FGH  =  cercl,  OB  :  donc  on  aura  aussi 
oi'reKLM  =  cerclAC  Mais,  le  cône  SAB  ayant  pour 
mesure  cercL  OB  X  ^  SO  (jiP  463) ,  et  la  pyramide  TFGH 
ayant  pour  mesure  a/re FGH  X  j  TP  (n^  464),  le  volume 
du  cône  SAB  est  égal  au  volume  de  la  pyramide  TFGH. 
Par  une  raison  semblable,  le  volume  du  cône  partiel  SDC 
est  équivalent  au  volume  delà  pyramide  partielle  TKLM. 
Par  conséquent,  le  volume  du  tronc  de  cône  ABCD  est 
égal  au  volume  du  tronc  de  pyramide  FGHKLM.  Or  ce 
tronc  de  pyramide  a  pour  mesure  le  produit  de  sa  hauteur 
par  le  tiers  de  la  somme  de  sa  base  inférieure,  de  sa  base  su- 
périeure, et  d'une  moyen  ne  proportionnelle  entre  ces  deux 
bases  (n^  458,  corolL).  Donc,  puisque  les  bases  du  tronc 
de  cône  ABCD  sont  respectivement  équivalentes  à  celles 
du  tronc  de  pyramide  FGHKLM ,  et  que  sa  hauteur  est  la 
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même,  ce  troue  de  cône  a  aussi  pour  mesure  le  produit 
de  sa  hauteur  par  le  tiers  de  la  somme  de  sa  base  infë-* 
rieure,  de  sa  base  supérieure,  et  d'une  moyenne  propor- 
tionnelle entre  ces  deux  bases. 

ScoLiE.  —  En  supposant  que  R  et  R'  soient  les  rayons 
des  bases  d'un  tronc  de  cône ,  et  que  H  représente  sa  hau- 
teur, on  trouve  facilement,  pour  l'expression  de  son  vo- 
lume ,  IttH  X  (R*  +  R'*  +  RR'). 

Théorème  XXII. 

465.  Le  volume  de  F  espace  engendré  par  la  rés^olution 
d'un  triangle  quelconque  y  AOB,  tournant  autour  d'une 
droite  MN,  menée  dans  son  plan  par  un  de  ses  sommets , 
O,  a  pour  mesure  le  produit  de  la  surface  qu'engendre  le 
côté  AB,  opposé  à  ce  sommet ,  parle  tiers  de  la  hauteur 
OP  du  triangle,  ce  côté  étant  pris  pour  base  (fig.  371, 
372  et  373). 

Pour  démontrer  cette  proposition,  nous  avons  trois  cas 
à  distinguer. 

1°.  Si  l'axe  de  révolution  MN  se  confond  avec  un  côté 
OA  du  triangle  {fig*  371),  abaissons  du  sommet  B  la 
perpendiculaire  BH  sur  la  droite  MN.  Le  volume  en- 
gendré par  le  triangle  AOB  se  composera  de  deux  parties, 
savoir  :  un  cône  engendré  par  le  triangle  ABH,  et  un  cône 
engendré  par  le  triangle  OBH,  Par  conséquent ,  en  dési- 
gnant par  vol.  AOB  le  volume  de  l'espace  engendré  par 
le  triangle  AOB,  par  vol.  ABH  et  i;o/.OBH  les  volumes 
des  cônes  engendrés  par  les  triangles  ABH  et  OBH,  par 
cercL  BH  Taire  du  cercle  qui  a  pour  rayon  BH ,  et  par 
surf.  AB  et  surf  OB  les  aires  des  surfaces  engendrées  par 
les  côtés  AB  et  OB,  nous  aurons 

vol.  AOB  =  vol.  ABH  +  vol.  OBH 

=  cercl.  BH  X  i  AH  -f-  cercl.  BH  X  7  OH 
=  cercl.BHxiOA. 
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Mais ,  en  vertu  du  corollaire  II  de  la  proposition  du 
n^  400,  et  de  la  similitude  des  triangles  ABH  et  âOP,  on  a 
les  deux  proportions 

cercl.BH  :  surf.AB  ".:  BH  :  AB, 

BH  :  AB  ::  op  :  OA, 

d  où  Ton  déduit 

cercl.  BH  :  surf.  AB  :  :  OP  :  OA , 

et  Ton  tire  de  cette  dernière 

cercl.  BH  X  OA  =  surf.  AB  X  OP, 

ou  5  en  prenant  le  tiers  de  chaque  membre, 

cercl.BH  X  iOA  =  surf.AB  X  iOP. 

On  aura  donc 

vol.  AOB  =  surf.  AB  X  y  OP. 

2**.  Si  Taxe  de  révolution  MN  est  rencontré,  en  un 
point  C ,  par  le  prolongement  du  côté  BA  {fig*  872) , 
nous  aurons ,  d  après  le  premier  cas , 

vol.  BOC  =  surf.  BC  X  iOP, 

vol.  AOC  =  surf.  AC  X  yOP. 
OroQ  a 

vol.  AOB  =  vol.  BOC  —  vol. AOC, 

Il  viendra  donc,  en  remplaçant  dans  cette  dernière  éga- 
lité voL  BOC  et  vol.  AOC  par  leurs  valeurs  , 

yol.  AOB  =  surf.BC  X  jOP  —  surf.  AC  X  jOP 
=  surf.AB  Xi  OP, 

3°.  Si  le  côté  ABdu  triangle  est  parallèle  à  Taxe  de 
révolution  MN(^gf.  273),  abaissons  des  deux  points  A 
et  B  ,  sur  la  droite  MN  ,  les  perpendiculaires  AC  et  BD; 
nous  aurons  alors 

yoLAOB=rvoLACDB  —  vol.  AOC  —  vol.  BOD 

=1  cercl.  OPxCD—cercl.OPXTOC— cercl.  OPX  yOD 

=  cercl.  OPx  CD—  cercl.OP  Xi  CD 
5=  cercl.  OPX  I CD. 
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Or  on  a  (n°  396,  coro//.  II) 

cercl.OP  :  surf.AB  ::  i^OP  :  CD, 
d'où  l'on  tire 

cercKOP  X  CD  =  surf.  AB  X  t^P, 

et,  par  suite, 

cercl.OP  X  f CD  =  surf.AB  X  iOP. 

On  aura  donc  encore 

vol.  AOB  =  surf.  AB  X  iOP. 

Théorème  XXIII. 

466.  Le  ^>olume  de  V espace  engendré  par  la  réi^olution 
d'un  secteur  de  polygone  régulier^  OABCD, . . . ,  tournant 
autour  d'une  droite  MN,  menée  dans  son  plan  et  passant 
par  son  centre,  a  pour  mesure  le  produit  de  la  surface 
qu  engendre  la  ligne  brisée  régulière  qui  sert  de  base  à  ce 
secteur  par  le  tiers  du  rayon  du  cercle  inscrit  (fig.  374)» 

En  effet ,  si  Ton  abaisse  du  centre  les  perpendiculaires 
OP,  OQ,  OR,...,  sur  les  côtes  AB,  BC,  CD,...,  on  a, 
en  vertu  du  théorème  précédent , 

vol.  AOB  =  surf.  AB  X  jOP, 
vol.  BOC  =r  surf.  BC  X  t^Q> 
vol.COD  =  surf.  CD  X  jOR, 


d'où  il  résulte 

vol.OABCD...   =  surf.ABCD...   X  jOP. 

ScoLiE.  —  Cette  proposition  a  également  lieu  dans  le 
cas  oùla  surface  génératrice  est  un  demi-polygone  régulier, 
dont  les  extrémités  du  premier  côté  et  du  dernier  abou- 
tissent à  l'axe  de  révolution . 

Lemme. 
467.  ^près  ai^oir  circonscrit  et  inscrit  à  un  arc  dç 
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cercle  quelconque  deux  lignes  polygonales  régulières  y 
ABCD..,,  A'B'Ciy...,  d'un  même  nombre  de  côtés  y  si 
l'on  fait  tourner  la  figure  entière  autour  dune  droite 
MN,  menée  dans  son  plan  et  passant  par  le  centre  de 
l  arc,  les  volumes  des  espaces  engendrés  par  les  deux  sec- 
teurs de  polygones  réguliers ,  OABCD. . . ,  OA'  B'C  IT. . . , 
qui  ont  pour  bases  ces  lignes  polygonales,  peuvent  diffé- 
rer Vun  de  Vautre  d'aussi  peu  que  F  on  voudra,  et  y  par 
conséquent,  chacun  d'eux  peut  approcher  autant  quel' on 
voudra  du  volume  de  l'espace  engendré  par  le  secteur 
circulaire  qui  a  pour  base  l'arc  donné  (fig.  34i). 

Soient  OP  et  OP'  les  apothèmes  respectifs  des  deux 
lignes  polygonales  régulières  ABCD...  et  A'B'Ciy....  En 
nommant  V  et  V  les  volumes  engendres  par  les  deux 
secteurs  de  polygones  réguliers  OABC». . .  et  OA'  B'CD'.  . , 
tournant  autour  de  MN ,  nous  aurons  (n°  466) 

V  =  surf.  ABCD. . .  X  i  OP, 

V  =  surf.  A'B'C'D' . .    X  |  OP'  ; 
d'où  il  résulte 

V  :  V  ::  surf.  ABCD.  .  .X  OP  :  surf.  A'B'C'D'.  .  .X  OP'. 
Mais  on  a  la  proportion 

surf.  ABCD. . .  :  surf.  A' B'CD'.  . .  ::  OP'  :  OP'% 

et,  en  multipliant  les  antécédents  par  OP  et  lés  consé- 
quents par  OP',  on  trouve 

surf.  ABCD. . .  X  OP  :  surf.  A'B'C'D', . .  XOP'  ::  OP»  :  OP'». 

A  cause  du  rapport  commun  entre  cette  dernière  pro- 
portion et  la  proportion  ci-dessus ,  il  vient 

V  :  v  ::  OP»  :  OP'»; 

d'où  l'on  déduit 

V  —  v  :  V  :  :  op  —  op'»  :  op, 
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et ,  par  conséquent , 

y      y.^VX(OP-OP^-) 

Or  rapothème  OP  de  la  ligne  polygonale  circonscrite 
est  une  longueur  constante,  quel  que  soit  le  nombre  des 
côtés  de  cette  ligne  polygonale,  et  Tapothème  OP'  de  la 
ligne  polygonale  inscrite  augmente  en  même  temps  que 
le  nombre  de  ses  côtés  (n*'  59).  D'ailleurs,  on  peut  tou- 
jours multiplier  le  nombre  des  côtés  de  ces  deux  lignes 
polygonales  de  manière  à  rendre  la  différence  OP' —  OP'* 
aussi  petite  que  l'on  voudra.  Donc  la  différence  V  —  V 
pourra  être  rendue  înoindre  que  toute  grandeur  donnée, 
et,  par  conséquent,  chacun  des  volumes  V  et  V,  dont  l'un 
est  plus  grand  et  l'autre  plus  petit  que  le  secteur  sphérique 
eugendré  par  le  secteur  circulaire  qui  a  pour  base  l'arc 
donné,  approchera  de  ce  secteur  sphérique  autant  que  l'on 
voudra. 

Thiéorème  XXIV. 

468.  Le  volume  d^ une  sphère  y  y o\,  sphér.  OA ,  à  pour 
mesure  le  produit  de  sa  surface  par  le  tiers  de  son  rayon 
OA  (fig.  342). 

Circonscrivons  au  demi -cercle  générateur  AMB  un 
demi-polygone  régulier  d'im  nombre  quelconque  de  côtés, 
et  supposons  que  ce  demi-polygone  régulier  tourne  au- 
tour du  diamètre  AB  en  même  temps  que  le  demi-cercle 
auquel  il  est  circonscrit.  Son  contour  CDEFGH  engen- 
drera une  surface  qui  ne  différera  de  surf,  sphér,  OA  que 
d'une  quantité  aussi  petite  que  Ton  voudra ,  et  sa  surface 
engendrera  un  espace  dont  le  volume  approchera  autant 
que  l'on  voudra  de  vol.  sphér,  OA.  Par  conséquent,  si 
l'on  désigne  par  a  un  infiniment  petit  de  la  nature  des 
surfaces^  et  par  j3  un  infiniment  petit  de  la  nature  des  vo- 
lumes, on  pourra  représenter  par  surf,  sphér,  OA-f-a  l'aire 
de  la  surface  engendrée  par  la  révolution  de  la  ligne  brisée 
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régulière  CDEFGH  autour  de  AB,  et  par  i>o/.  sphér. 
OA  +  û  le  volume  de  l'espace  engendré  par  la  surface 
du  demi-polygone  régulier  dont  cette  ligne  brisée  est  le 
périmètre.  On  aura  donc  (n**  466) 

vol.  sphér.  OA  -H  p  =  (surf,  sphér.  OA  4-  a)  X  i  OA, 
ou 
vol.  sphér.  OA  4-  p  =  surf,  sphér.  OA  X  y  OA  -h  a  X  j  OA  ; 

d^où  il  résulte ,  en  négligeant  les  infiniment  petits  |3  et 
«XiOA(n°10), 

vol,  sphér.  OA  =  surf,  sphér.  OA  X  -y  OA. 

Donc ,  etc. 

Corollaire  I.  —  La  surface  d'une  sphère  dont  le 
rayon  est  R  étant  exprimée  par  4'fR*  (n^  414,  corail.  I) , 
son  volume  sera  exprimé  par  4^R*  X  i  R  ou  jTtR*.  Or, 
en  supposant  queD  représente  le  diamètre,  on  a  R  =  {D, 
d'où  il  résulte  R'  =  ^  D*,  et  l'expression  ci-dessus  devient 
jTT  X  ïD*  ou  J^ttD".  Donc  le  volume  d'une  sphère  s'ob- 
tient en  divisant  par  6  le  produit  du  cube  de  son  diamètre 
par  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre. 

Corollaire  II. —  En  désignant  par  R  et  R'  les  rayons  de 
deux  sphères,  et  par  V  et  V  leurs  volumes  respectifs,  on  a 

V  =  1 7fR%     V  :=  1  irR'5; 
d'où  résulte  la  proportion 

V  :  v  ::  r*:r'^ 

Donc  les  volumes  de  deux  sphères  sont  proportionnels 
aux  cubes  de  leurs  rayons  ou  de  leurs  diamètres. 

ScoLiE.  —  Soit  SEF  (Jîg.  343)  un  cône  équilatéral  cir- 
conscrit à  une  sphère  dont  le  rayon  est  R  j  son  volume 
aura  pour  expression  ttHE*  X  jSH  ou  SttR^  D'ailleurs, 
nous  venons  de  démontrer  que  le  volume  de  la  sphère  est 
égal  à  I  ttR',  et  il  est  facile  de  voir  que  celui  du  cylindre 
équilatéral  circonscrit  est  exprimé  par   27rR'  (n°  462, 
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corolL  I).  Nous  aurons  donc ,  en  représentant  par  V, 
V  et  y"  les  volumes  respectifs  de  la  sphère ,  du  cylindre 
et  du  cône  équilatéral  circonscrits , 

V  =  I  7rR%      V  =  27rR%      V"  =  37rR3  ; 

d'où  Ton  déduit 

V  :  V  :  v"  ::  1 :  2  :  3     ou    ::4:6:9. 

Donc  le  volume  (Tune  sphère  et  ceux  du  cylindre  et 
du  cône  équilatéral  circonscrits  sont  entre  eux  comme 
les  trois  nombres  4  ^  6 ,  9,  et  celui  du  cylindre  est  moyen 
proportionnel  entre  les  deux  autres. 

Théorème  XXV. 

469.  Le  'Volume  d^un  secteur  sphérique,  sect.  sphér. 
OABC ,  a  pour  mesure  le  produit  de  la  calotte,  ABC  , 
qui  lui  sert  de  base  par  le  tiers  du  rajron  OA  (fig.  344)- 

Circonscrivons  à  l'arc  générateur  AB  une  ligne  poly- 
gonale régulière ,  EFGH ,  d'un  nombre  quelconque  de 
côtés,  et  supposons  que  le  secteur  polygonal  OEFGH 
tourne  autour  de  OA  en  même  temps  que  le  secteur  cir- 
culaire OAB,  qui  engendre  le  secteur  sphérique  OABC. 
En  désignant  par  a  un  infiniment  petit  de  la  nature  des 
surfaces,  et  par  j3  un  infiniment  petit  de  la  nature  des  vo- 
lumes. Faire  de  la  surface  engendrée  par  la  ligne  po- 
lygonale régulière  EFGH  pourra  être  représentée  par 
cal.  ABC  -f-  a ,  le  volume  de  l'espace  engendré  par  le 
secteur  polygonal  OEFGH  pourra  être  représenté  pa.r 
sect.  sphér.  OABC  -+-  /3,  et  nous  aurons  (n"  466) 

sect.  sphér.  OABC  4-  p  =  (cal.  ABC  4-  a)  x  j  OA , 
ou 

sect.  sphér.  OABC  +  p  =  cal.  ABC  X  j  OA  4-  a  X  i  OA. 

Donc,  en  négligeant  les  infiniment  petits  j3  et  a  X  j OA 

(nMO), 

sect.  sphér.  OABC  —  cal.  ABC  X  î  OA. 
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Corollaire.  —  La  différence  de  deux  secteurs  sphê" 
figues,  OABC ,  OADE ,  gui  correspondent  à  des  calottes 
dont  les  bases  sont  parallèles  y  a  pour  mesure  le  produit 
de  Ih  zone  correspondante,  BDEC,  par  le  tiers  du  rayon 
OA  (fig.  375)  ;  car  on  a ,  d'après  ce  qui  vient  d'être  dît , 

vol.  OABC  =  cal.  ABC  X  i  OA, 
vol.  OADE  =  cal.  ADE  X  y  OA, 

et  il  vient,  en  retranchant  la  seconde  de  ces  deux  égalités 
de  la  première , 

vol.  BDOCE  =  zone  BDEC  X  k  ^A. 
ScoLiE.  —  En  appelant  R  le  rayon  et  D  le  diamètre 

d^Une  sphère,  si  Ton  représeutc  par  H  la  hauteur  de  la 
calotte  qui  sert  de  base  à  un  secteur  sphérique ,  le  volume 
de  ce  secteur  sera  exprimé  par  |7rR*  X  H  ou  par  \  ttD'  XH. 
Donc,  puisque  le  volume  de  la  sphère  entière  a  pour 
expression  jTtR'  ou  j7rD*(n^  468,  coroll.  I),  /e  volume 
d*un  secteur  sphérique  est  à  celui  de  la  sphère  dont  il  fait 
partie  comme  la  hauteur  de  la  calotte  qui  lui  sert  de 
hase  est  au  diamètre. 

Théorème  XXVI. 

470.  Le  volume  d*un  coin ,  ACBE ,  est  au  volume  de 
la  sphère  dont  il  fait  partie  comme  Varc  de  grand  cercle, 
CE ,  décrit  de  son  sommet  comme  pôle,  et  compris  entre 
ses  faces,  est  à  la  circonférence  entière  d'un  grand 
cercle  (fig.  SaS). 

Voir,  pour  la  démonstration,  celle  de  la  proposition  du 
no416. 

Corollaire.  —  Pour  évaluer  le  volume  d'un  coin ,  on 
calcule  d'abord  le  volume  de  la  sphère  d'un  diamètre 
égal  à  son  arête  (n°  468),  puis  on  en  prend  une  partie 
indiquée  par  le  rapport  numérique  de  l'arc  de  grand  cercle 
décrit  de  son  sommet  comme  pôle,  et  compris  entre  ses 
deux  faces,  à  la  circonférence  entière. 
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Théorème  XXVII. 

471 .  Le  volume  de  V espace  engendré  par  la  résolu- 
tion d'un  segment  circulaire,  AMB,  tournant  autour  d'une 
droite,  OC,  qui  passe  par  son  centre,  est  équii^alent  aux 
deux  tiers  d'un  cylindre  droit  gui  aurait  pour  diamètre 
la  corde  AB  de  ce  segment,  et  pour  hauteur  la  projection 
HK  de  cette  corde  sur  l'axe  (fig.  376). 

Abaissons  du  centre  O  la  perpendiculaire  OF  sur  la 

corde  AB,  et  y  par  le  point  B ,  menons  BG  perpendiculaire 

sur  AK  :  nous  aurons  alors  (n^  469,  corolL)^  en  désignant 

par  zone  AMB  la  zone  engendrée  par  l'arc  AMB,  et  par 

vol,  OAMB  le  volume  engendré  par  le  secteur  circulaire 

OAMB, 

vol.  OAMB  =  zone  AMB  X  7  OA, 

ou  5  en  observant  que  l'on  a  zone  AMB  =  27rO A  X  HK 
(n*'  415,  corolL)^ 

vol.  OAMB  =  I  ttOA'  X  HK. 

Mais  on  a  déjà  (pP'  41  i  et  465) 

vol.  AOB  =  |7rOF»XHK. 

On  aura  donc ,  en  retrranchant  cette  dernière  égalité  de  la 
première, 

vol.  AMB  =  Itt (OA' —  OF»)  X  HK  =  IttAF^ X  HK. 

Op  ttAF'  X  HK  n'est  autre  chose  que  le  volume  d'un 
cylindre  circulaire  droit  dont  le  diamètre  de  la  base  est 
égal  à  la  corde  AB,  et  dont  la  hauteur  est  HK.  Donc ,  etc. 
ScoLiE.  —  En  remplaçant,  dans  l'égalité  ci-dessus,  AF 
par  \  AB,  l'expression  de  voL  AMB  devient  ^  ttAB'xHK. 

Théorème  XXVIII. 

472.  Une  tranche  sphériçue,  AMBDVE,  est  équiv^a- 
lente  à  la  demi-somme  de  deux  cylindres  droits,  ayant 
respectivement  pour  hases  celles  de  cette  tranche ,   et 

a8 
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mémehauteur  quelle  y  HK  ^augmentée  dUine  sphère  ayant 
cette  même  hauteur  pour  diamètre  (fig.  376). 
En  effet ,  nous  avons  (n**  471 ,  scoL) 

vol.  AMB  =  \  ttAB'  X  HK. 

On  a  d'ailleurs  (n^  464,  scol.) 

vol.  ABDE  =  i7r(AK^  -4- BH» 4-  AK  X  BH) X  HK 

=  ^7r(2AK'  4-  2BH»-h  2AK  X  BH)xHK. 

On  aura  donc ,  en  ajoutant  ces  deux  égalités  membre  à 
membre , 
vol.AMBDNE  =^ir(2AK'-h  2BH'-+-2AKXBH-t- AB*)XHK. 

Mais  le  triangle  rectangle  ABG  donne 

AB*  =  BG'  -h  AG'  =  BG'  -h  (AK  —  BH)' 

=  HK'  -+-  AK^  -f-  BH»  —  2AK  X  BH. 
Donc 

vol.  AMBDNE  =  ^tt  (3AK^  -h  3BH»  4-  HK')  X  HK 

=  I  (ttAK*  4-  ttBH»)  X  HK  4-  7  ttHK^ 

Or  l'expression  {  (ttAK'+ttBH")  X  HK  représente  la 
demi-somme  de  deux  cylindres  droits,  dont  la  hauteur 
commune  est  HK ,  et  dont  les  rayons  des  bases  sont  AK  et 
BH  (n**  462,  coroll.  I),  et  l'expression  -J  ttHK*  n'est  autre 
chose  que  le  volume  de  la  sphère  qui  a  pour  diamètre  HK 
(n°  468,  coroll.  I).  Donc,  etc. 

ScoLiE.  —  Si  l'on  suppose  que  BH  soit  nul  dans  l'ex- 
pression précédente,  HK  deviendra  égal  à  CK,  et  l'on 
aura,  pour  le  volume  du  segment  sphérique  ACE,  qui  n'a 
qu'une  base, 

vol.  ACE  =  IttAK»  X  CK  4-  7 ttCK'. 

Donc  tout  segment  sphérique  à  une  base  est  équiv^cUent 
à  la  moitié  du  cylindre  de  même  base  et  de  même  hau- 
teury  augmentée  de  la  sphère  dont  cette  hauteur  est  le 
diamètre. 
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Théorème  XXIX. 

473.  Deux  pyramides  sphériques  triangulaires  symé- 
triques,  OABC,  CA'B'C,  sont  équii^alentes  (fig.  349)« 

Si  nous  faisons  les  mêmes  constructions  qii£  dans  les 
n«»  318  et  430,  les  trois  angles  trièdres  O'B'FA',  O'CFA', 
O'CP'B',  seront  respectivement  égaux  (n^  318)  aux  trois 
angles  trièdres  OAPB,  OAPC,  OBPC,  et  les  trois  trian- 
gles sphériques  B'P'A',  C'P'A',  CP'B',  seront  respective- 
ment égaux  (n**  430)  aux  trois  triangles  sphériques  APB, 
APC,  BPC.  Il  résulte  de  là  que  les  trois  pyramides  sphé- 
riques triangulaires  O'B'P'A',  O'CFA,  O'CP'B',  sont 
respectivement  égales  aux  trois  pyramides  sphériques 
triangulaires  OAPB,  OAPC,  OBPC.  Donc  la  pyramide 
sphériqueO'A'B'C  est  équivalente  à  ïa  pyramide  sphé- 
rîque  OABC. 

Théorème  XXX. 

474.  Si  deux  grands  cercles,  ACBD,  AEBF,  se  coupent 
comme  on  voudra  dans  un  liémisphère  ACEDF,  la 
somme  de  deux  pyramides  triangulaires  spliériques  op- 
posées, OACE,  OADF,  est  égale  au  coin,  ACBE,  cor- 
respondant à  r angle  qu  ils  font  entre  eux  (fig,  35o), 

En  effet,  les  deux  pyramides  triangulaires  OADF  et 
OBCE,  étant  symétriques,  sont  équivalentes  entre  elles 
(n°  473).  Or  la  somme  des  deux  pyramides  OACE  et 
OBCE  est  égale  au  coin  ACBE«  Donc  la  somme  des  deux 
pyramides  OACE  et  OADF  est  aussi  égale  à  ce  coin. 

Théorème  XXXI. 

475.  Le  volume  dune  pyramide  triangulaire  sphé- 
rique,  OABC,  est  égal  à  l'excès  de  la  demi-somme  des 
coins  coirespondants  à  ses  angles  dièdres  sur  un  coin 

droit  (ûg.  35 1), 

28, 
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Sur  la  sphère  dont  la  pyramide  OABC  fait  partie,  dé- 
crivons un  grand  cercle  quelconque  DGEF,  hors  du  trian- 
gle AÛC,  et  prolongeons  les  plans  des  faces  latérales  de  la 
pyramide  jusqu'à  la  surface  de  l'hémisphère  ABCDGH  5 
nous  aurons  alors  (n**  474) 

OAIG  4-  OAFH  =  coinOA, 
OBHE  -h  OBDI  =  coinOB, 
OCDF  -h  OCGE   =  coin  OC. 

En  ajoutant  ces  trois  égalités  membre  à  membre ,  et  ob- 
servant que  la  somme  des  six  pyramides  sphériques  OAIG , 
OAFH,  OBHE,  etc.,  est  égale  au  volume  de  la  demi- 
sphère  ,  qui  vaut  deux  coins  droits ,  plus  deux  fois  le  vo- 
lume de  la  pyramide  triangulaire  OABC ,  il  vient 

2  coins  dr.  -h  2OABC  =  coin  OA  -h  coin  OB  -+-  coin  OC  ; 

d'où  l'on  déduit 
vol.  OABC  =  I  (coin  OA  -h  coin  OB  4-  coin  OC)  —  i  coin  dr. 

Corollaire.  —  La  pyramide  triangulaire  sphérique 
OABC,  étant  équivalente,  d'après  ce  que  l'on  vient  de  voir, 
au  coin  correspondant  à  l'angle  dièdre  \  (A+  B  -|-  C) — i  **, 
a  pour  mesure  absolue  [^(A -|-B -|-C) —  i**]  X  ^ttB* 
(n«470,  corolL). 

Théorème  XXXH. 

476.  Le  volume  d'une  pyramide  sphMque  quelconque^ 
OABCDE ,  est  égal  à  V excès  de  la  demi-somme  des  coins 
correspondants  à  ses  angles  dièdres  sur  autant  de  coins 
droits  quelle  a  de  faces  latérales  moins  flfeiu:(fig.  352). 

En  effet,  si  l'on  mène  les  plans  AOC,  AOD,...,  la  pyra- 
mide OABCDE  se  trouvera  partagée  en  autant  de  py- 
ramides triangulaires,  moins  deux,  quelle  a  de  faces  la- 
térales. Or  le  volume  de  chacune  de  ces  pyramides  trian- 
gulaires est  égal  à  l'excès  de  la  demi-somme  des  coins  cor- 
respondants à  ses  angles  dièdres  sur  un  coin  droit  (n°47S), 
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et  il  est  visible  que  la  somme  des  coins  correspondants 
aux  angles  dièdres  de  la  ^pyramide  totale  est  égale  à  la 
somme  des  coins  correspondants  à  tous  les  angles  dièdres 
des  pyramides  triangulaires  dans  lesquelles  elle  est  décom- 
posée. Donc,  etc. 

ScoLiE.  —  En  rapprochant  cette  proposition  de  celle  du 
n°  433,  il  est  facile  de  voir  que  le  volume  d'une  pyramide 
sphérique  quelconque  est  égal  à  celui  d'une  pyramide 
construite  sur  une  base  plane  équivalente  au  polygone 
sphérique  qui  lui  sert  de  base ,  et  ayant  le  rayon  de  la 
sphère  pour  hauteur. 


^ 
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APPUCATIONS  DE  LA  GÉOMÉTRIE  AU  LEVÉ  DES  PLANS. 


477.  Les  principaux  instruments  employés  dans  le 
levé  des  plans,  pour  opérer  sur  le  terrain,  sont:  des  jalons, 
une  chaîne  avec  des  fiches,  une  équerre,  un  graphomètre 
ou  un  cercle  répétiteur ,  une  planchette,  une  boussole ,  et 
un  niveau  d'eau.  Nous  allons  décrire  successivement  tous 
ces  instruments,  et  donner  une  idée  de  leurs  divers  usages. 

DES  JALONS    ET    DE    LA    CHAmE. 

478.  Les  jalons  {fig^  3 27)  sont  des  pi({uets  dont  on  se 
sert  pour  tracer  des  alignements.  Ils  doivent  être  droits , 
ferrés  en  pointe  par  le  bas  ,  et  fendus  par  le  haut  pour 
recevoir  un  morceau  de  papier. 

Pour  mener  avec  des  jalons  une  ligne  droite  qui  passe 
par  deux  points,  A  et  B,  donnés  sur  le  terrain  {fig*  278),  on 
plarte  d'abord ,  perpendiculairement  à  l'horizon,  un  jalon 
aupoint  A  et  un  autre  jalon  au  point  B  ;  on  place  ensuite, 
à  une  distance  du  point  B  à  peu  près  égale  à  la  distance 
dupointBaupoint  A,un  troisième  jalon,  C ,  dont  on  ajuste 
le  sommet  dans  le  rayon  visuel  qui  passe  par  les  sonmiets 
des  deux  premiers;  on  fait  la  même  opération  pour  un 
quatrième  jalon,  D,  et  Ton  continue  de  la  même  manière 
aussi  loin  que  l'on  veut. 

Si  les  deux  points  A  et  B  étaient  très-éloignés ,  mais 
cependant  visibles  l'un  de  l'autre  (^g*  379) ,  on  place- 
rait d'abord  un  jalon,  C,  entre  ces  deux  points  et  dans 
leur  alignement  ;  on  en  placerait  ensuite  un  second,  D, 
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entre  les  points  A  et  C,  puis  un  troisième,  E,  entre  les 
points  C  et  B,  et  l'on  continuerait  de  la  même  manière 
pour  mettre  les  jalons  nécessaires  entre  A  et  D,  D  et  C ,  etc. 

479.  La  chaîne  {fig^  38o)  sert  à  mesurer  les  distances 
jalonnées.  Elle  a  un  décamètre  de  long,  et  se  compose  de 
5o  chaînons  rectilignes  en  fer,  ayant  chacun  2  décimètres 
de  longueur,  et  réunis  par  des  anneaux  également  en  fer, 
à  l'exception  du  cinquième,  du  dixième,  du  quinzième , 
et  ainsi  de  suite  de  cinq  en  cinq ,  qui  sont  en  cuivre  et 
divisent  la  chaîne  en  mètres  :  enfin  elle  est  terminée  à 
chaque  extrémité  par  un  anneau  assez  grand  pour  que 
l'on  puisse  y  passer  trois  ou  quatre  doigts. 

Pour  mesurer  avec  la  chaîne  une  ligne  droite  jalonnée, 
deux  personnes  la  tendent  dans  la  direction  de  cette 
droite,  de  manière  que  l'une  de  ses  extrémités.  A,  coïncide 
avec  le  pied  du  premier  jalon,  et  l'on  plante  une  fiche 
en  fer  au  point  où  vient  aboutir  l'autre  extrémité,  B  ; 
on  transporte  ensuite  la  chaîne,  toujours  dans  la  direc- 
tion de  la  droite ,  de  manière  que  l'extrémité  A  vienne 
correspondre  à  cette  fiche,  et  l'on  marque ,  au  moyen 
d'une  seconde  fiche,  le  point  où  aboutit  l'extrémité  B  ; 
on  transporte  la  chaîne  de  la  même  manière  sur  toute 
l'étendue  de  la  ligne  à  mesurer,  en  ayant  soin,  pour  ne 
pas  être  obligé  de  revenir  sur  ses  pas ,  d'enlever  la  fiche 
corres|K)ndante  à  l'extrémité  A  chaque  fois  que  la  per- 
sonne qui  porte  Textrémîté  B  en  a  planté  une  nouvelle  5 
puis,  à  la  fin,  pour  savoir  combien  de  fois  la  chaîne  a 
été  portée  sur  la  droite  dont  on  veut  avoir  la  longueur,  on 
n'a  plus  qu'à  compter  combien  de  fiches  ont  passé  des 
mains  de  la  première  personne  dans  celles  de  la  seconde. 
Il  arrive  ordinairement  que  la  chaîne  n'est  pas  contenue 
un  nombre  exact  de  fois  dans  la  ligne  à  mesurer;  mais, 
à  l'aide  de  la  division  de  cette  chaîne,  il  est  toujours  facile 
d'obtenir  la  longueur  du  reste. 
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480.  Soit  proposé  de  mesurer  une  ligne  droite  AB 
{fiS'  38^)>  ^^^^  ^^®  extrémité  A  est  inaccessible,  sans  em- 
ployer d'autres  instruments  qu'une  chaîne  et  des  jalons. 

Après  avoir  prolongé  AB  d'une  quantité  quelconque BC, 
on  mènera  par  le  point  C  une  droite  CD ,  d'une  longueur 
arbitraire ,  qui  fasse  avec  AC  un  angle  qui  approche  le 
plus  possible  d'un  angle  droit-,  on  mesurera  la  droite  CD,  et 
on  la  prolongera  d'une  quantité  DF  égale  à  elle-même;  on 
jalonnera  ensuite  les  droites  AD  et  BF,  en  ayant  soin  de 
planter  un  jalon  au  point  G,  où  elles  se  coupent,  puis, 
après  avoir  mesuré  la  droite  BG ,  on  prendra  sur  GF  une 
longueur  GH égale  à  cette  droite;  enfin  on  mesureraFH,  et 
l'on  obtiendra  la  distance  cherchée  AB  par  la  proportion 

FH  :  BG  :  ;  BC  :  ab. 

En  effet,  si  l'on  imagine  BE  parallèle  à  CD,  on  a 
d'abord  deux  triangles  semblables,-  GDF,  GBE,  qui  don- 
nent la  proportion 

GF  :  BG  ::  df  :  be; 

d'où 

GF  —  BG  :  BG  ::  df  —  be  :  be, 

ou 

(i)        FH  :  BG  ::  CD  —  BE  :  be. 

On  a  ensuite  deux  autres  triangles  semblables,  ACD, 
ABE ,  qui  donnent  la  proportion 

AC  :  AB  ::  CD  :  be; 

d'où 

AC  —  AB  :  AB  ::  CD  —  be  :  be, 

ou 

(2)        BC  :  AB  ::  CD  — BE:  be. 

Les  deux  proportions  (i)  et  (2)  ayant  un  rapport  com- 
mun, il  en  résulte 

FH  :  BG  ::  BC  :  ab. 

Soieixt,  par  exemple,  FH=  12"*, aS,  BG=i6*",23,  et 


X  =    '■ — '—^ ' =  20"*,'J2. 
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BC  =  i5",64,  oii  aura 

i2*»,25  :  i6»",23  ::  i5»",64  :  x\ 

d'où  Ton  tire 

_  i5",64  X  i6,23 

12,25 

481.  Soit  encore  proposé  de  trouver,  sans  autre  secours 
qu'une  chaîne  et  des  jalons  ,  la  hauteur  d'un  édifice  AB 
(  j^gf.  382),  dont  le  pied  est  accessible. 

A  une  certaine  distance  de  la  hauteur  à  mesurer,  AB, 
on  plantera  un  piquet,  CD,  et,  un  peu  plus  loin,  on  en  pla- 
cera un  autre,  EF,  de  telle  sorte  que  l'on  puisse  voir  le 
sommet  A  par  le  rayon  visuel  FD.  On  marquera  ensuite, 
sur  AB  et  sur  le  piquet  CD,  deux  points,  G  et  H,  qui 
soient  à  une  distance  du  sol  égale  à  la  hauteur  du  jalon 
EF;  puis  on  mesurera  les  lignes  EB  et  EC ,  ^insi  que  les 
deux  piquets  EF  et  CD,  dont  on  prendra  la  différence  des 
hauteurs,  et  l'on  obtiendra  la  longueur  de  AG  au  moyen 
des  deux  triangles  semblables  DHF  et  AGF,  qui  donnent 
la  proportion 

FH  :HD  ::  FG  :  ag, 

ou 

EC  :  CD  — EF  ::  be:  ag. 

Connaissant  AG ,  on  y  ajoutera  la  hauteur  du  jalon  EF, 
et  l'on  aura  la  hauteur  AB  de  Tédifice. 

Supposons,  par  exemple,  quel'on  aîttrouvé  BE=i2"*,64, 
CE  =  i'^,58,  CD=2«»,54,  EF  =  i"*,24,  on  aura 

i"»,58  :  i",3  ::  i2°»,64  :  ag; 

d'où 

1,58  '^' 

Donc 

AB  =r  lO'»,4  +  l'"|24  =  '  '""164 • 
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DE    L^iQUERRE. 

482.  Uéquerre  est  un  instrument  en  cuivre,  que  l'on 
emploie  pour  mener  des  perpendiculaires^  elle  a  ordi- 
nairement la  forme  d'un  prisme  régulier  à  huit  pans 
ifiS'  383),  que  Ton  place  verticalement  sur  un  pied,  et 
dont  cbaque  face  latérale  est  partagée  en  deux  moitiés  par 
une  fente  très-étroite,  parallèle  aux  arêtes.  Ces  fentes,  ap- 
pelées visières  y  sont  disposées  de  telle  sorte  que  le  plan 
mené  par  les  fentes  des  faces  i  et  5  est  perpendiculaire  à 
celui  qui  passe  par  les  fentes  des  faces  3  et  7,  et  que  le 
plan  mené  par  les  fentes  des  faces  2  et  6  est  perpendicu- 
laire à  celui  qui  passe  par  les  fentes  des  faces  4  ^t  8. 
Au-dessous ,  et  au  centre  de  la  base  de  l'instrument ,  est 
une  virole  qui  sert  à  fixer  l'équerre  sur  son  pied  :  ce  pied , 
qu'on  appellb  bâton  de  Véquerre^  doit  être  ferré  par  le 
bout  qui  entre  en  terre.  Quelquefois  l'équerre  n'est  autre 
chose  qu'un  cylindre  creux  en  cuivre ,  porté  sur  un  pîed , 
et  fendu  en  croix  selon  deux  plans  passant  par  Taxe  et 
perpendiculaires  entre  eux. 

Pour  mener,  au  moyen  de  Téquerre ,  une  perpendicu- 
laire à  une  droite  donnée  KR^fig.  384),  P^^  ^^  point 
C  pris  sur  cette  droite,  on  fait  placer  des  piquets  en  deux 
points,  A  et  6,  de  cette  ligne,  et  Ton  plante  le  bâton,  garni 
de  l'équerre,  au  point  donné  G  ,  en  ayant  soin  de  tourner 
l'instrument  de  telle  manière  que  le  rayon  visuel  dirigé 
par  deux  fentes  opposées,  3  et  7  par  exemple,  passe  par  les 
deux  piquets  A  et  B  -,  on  fait  ensuite  planter  un  jalon  dans 
l'alignement  du  rayon  visuel  dirigé  par  les  fentes  i  et  5,  et 
la  droite  CD,  menée  par  le  point  C  et  par  le  pied  de  ce 
jalon,  est  la  perpendiculaire  demandée. 

Lorsque  l'on  veut  élever  sur  une  droite  AB  {fig-  385  ) 
une  perpendiculaire  qui  passe  par  un  point  H  situé  hors 
de  cette  droite,  on  se  place  sur  AR  à  peu  près  vis-.^-vis 
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de  ce  point,  par  exemple  en  C,  on  dirige  un  rayon  visuel 
dans  l'alignement  AB,  et  Ton  examine  si  le  rayon  visuel 
CD,  dirigé  perpendiculairement  à  cet  alignement ,  passe 
par  le  point  H;  s'il  n'y  passe  pas,  on  avance  en  E,  et ,  après 
avoir  dirigé  un  rayon  visuel  dans  Talignement  AB ,  on 
examine  si  le  rayon  visuel  EF,  parallèle  à  CD,  répond  au 
point  H  ;  s'il  n'y  répond  pas  encore ,  on  avance  de  nouveau 
sur  la  droite  AB ,  et  l'on  continue  de  la  même  manière 
jusqu'à  ce  quel'on  trouve  sur  cette  droite  lui  pointGtel  qucî 
le  rayon  visuel  dirigé  par  ce  point,  perpendiculairement  à 
l'alignement  AB,  passe  par  le  point  H:  la  droite  déterminée 
par  ce  rayon  visuel  est  la  perpendiculaire  demandée. 

483.  L'équerre  n'est  pas  seulement  employée  poui* 
mener  des  perpendiculaires  \  on  s'en  sert  aussi  pour  mener 
des  parallèles.  Si  l'on  veut,  par  exemple,  mener,  par  un 
point  donné  A,  une  parallèle  à  une  droite  donnée  BC 
(fiS'  386),  on  mènera  sur  la  droite  BC,  suivant  ce  qui  a 
été  dit  dans  le  numéro  précédent,  une  perpendiculaire, 
AD,  qui  passe  parle  point  donné  A ,  et ,  par  le  même  point 
A,  on  mènera  une  seconde  droite,  AE,  qui  soit  perpendicu- 
laire sur  AD  :  cette  droite  AE  sera  la  parallèle  demandée 
(n«  35). 

484.  Pour  donner  une  idée  de  l'usage  des  perpendicu- 
laires sur  le  terrain,  soit  proposé  de  trouver  la  longueur 
d'une  ligne  droite  AB  (fig*  387),  dont  une  partie  est 
inaccessible. 

A  l'extrémité  B,  supposée  accessible,  on  élèvera  une 
perpendiculaire  BC  (n^  482)  5  par  im  point  C ,  pris  sur  BC , 
on  élèvera  sur  cette  dernière  droite  une  perpendicu- 
laire CD,  que  l'on  terminera  en  un  point  D,  pris  à  vo- 
lonté ,  et  l'on  mènera  la  droite  DA ,  qui  coupera  en  un 
point  O  la  perpendiculaire  BC.  On  aufa  alors  deux  trian- 
gles semblables,  COD,  AOB,  qui  donneront  la  proportion 

OC  :  OB  ::  CD  :  ab, 
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au  moyeu  de  laquelle  il  sera  facile  de  connaître  la  lon- 
gueur AB ,  puisque  Ton  pourra  toujours  mesurer  les  trois 
distances  OB ,  OC  et  CD. 

485.  L'emploi  de  l'équerre ,  pour  mener  des  perpendi- 
culaires ,  est  surtout  d'un  grand  secours  dans  la  mesure 
des  surfaces  des  terrains.  Supposons ,  par  exemple ,  que 
l'on  veuille  déterminer  la  superficie  d'une  figure  îrrégu- 
lière  ABCDE....  (/î^.  388). 

Après  avoir  fait  planter  des  jalons  à  tous  les  angles ,  on 
tracera  en  dedans  de  la  figure  un  alignement,  PQ ,  que 
Ton  fera ,  autant  que  possible ,  passer  par  un  sommet  B , 
et  Ton  mènera  deux  droites,  Pp,  Q^,  perpendiculaires 
à  cet  alignement  ]  puis  on  tirera ,  encore  en  dedans  de  la 
figure,  une  nouvelle  droite,  RS,  perpendiculaire  aux  deux 
droites  T?p  et  Q^,  et  passant ,  s'il  est  possible,  par  un  som- 
met I.  On  formera  de  cette  manière  un  rectangle  PQRS, 
dont  il  sera  facile  d'avoir  la  surface  (n^  212).  Abaissant 
ensuite  de  tous  les  angles  extérieurs,  sur  les  côtés  de  ce 
rectangle,  des  perpendiculaires,  Aa,  Ce,  Drf,  Ee, ..., 
on  partagera  la  portion^de  terrain  comprise  entre  ces  côtés 
et  ceux  de  la  figure  en  un  certain  nombre  de  triangles  et 
de  trapèzes  rectangles ,  dont  on  calculera  les  surfaces  par 
les  moyens  connus  (n^*  214  et 2i5),  et,  ajoutant  la  somme 
de  toutes  ces  surfaces  à  celle  du  rectangle  inscrit,  on  ob- 
tiendra la  surface  totale  de  la  figure  proposée. 

Si  le  terrain  à  mesurer  était  terminé  par  une  ligne 
courbe ,  on  élèverait ,  sur  les  côtés  du  rectangle  intérieur, 
autant  de  perpendiculaires  qu'il  serait  nécessaire  pour 
pouvoir  considérer,  sans  erreur  sensible ,  le  périmètre  du 
terrain  comme  un  assemblage  de  petites  lignes  droites. 

486.  Le  procédé  du  numéro  précédent  a  besoin  d'être 
modifié  lorsque  la  figure  dont  on  veut  déterminer  la 
superficie  n'est  accessible  qu'eu  dehors ,  comme  un  bois , 
un  étang,  etc.  Soit,  par  exemple,  la  figure  ABCDE.  . . . 
(fig-  389). 
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Après  avoir  fait  placer  des  jalons  à  tous  les  angles,  on 
établira  une  base  extérieure,  PQ,  que  Ton  fera,  autant 
que  possible ,  passer  par  un  sonunet  D ,  et  l'on  mènera  à 
cette  base ,  en  dehors  de  la  figure ,  deux  perpendiculaires , 
PS,  QR ,  et  une  parallèle,  SR,  que  l'on  fera  aussi  passer, 
autant  qu'on  le  pourra,  par  des  sommets  A,  F,  H.  La 
figure  proposée  se  trouvera  ainsi  renfermée  dans  un  rec- 
tangle PQRS ,  dont  on  calculera  la  surface  (n^  212).  On 
abaissera  ensuite,  de  tous  les  angles  de  la  figure,  des  per- 
pendiculaires sur  les  côtés  de  ce  rectangle,  ce  qui  par- 
tagera la  portion  de  terrain  comprise  entre  ces  côtés  et 
ceux  de  la  figure  en  triangles  et  en  trapèzes.  Enfin,  on 
calculera  les  surfaces  de  tous  ces  triangles  et  trapèzes 
(n°*  214'  et  215),  et,  en  retranchant  la  somme  de  ces 
surfaces  de  celle  du  rectangle  circonscrit ,  on  obtiendra  la 
superficie  de  la  figure  proposée. 

DU    GRAPHOMÈTRE    ET    DU    CERCLE    REPETITEUR. 

487.  Le  grapliojnètre ,  qui  sert  à  mesurer  les  angles, 
est  un  instrument  en  cuivre  (  Jig.  890  ) ,  composé  d'un 
demi-cercle,  AEB,  et  de  deux  règles,  AB,  CD.  Il  est  divisé 
en  180  degrés,  et  chaque  degré  est  lui-même  divisé  en 
deux  ou  plusieurs  parties  égales ,  suivant  la  grandeur  du 
diamètre.  La  partie  circulaire  AEB,  sur  laquelle  sont 
marqués  les  degrés,  se  nomme  le  limbe ^  la  règle  AB,  qui 
est  immobile,  est  le  diamètre  du  demi-cercle,  et  l'autre 
règle,  CD,  qui  est  mobile,  se  nomme  alidade,  et  est  assu- 
jettie à  tourner  autour  du  centre  de  l'instrument,  pour 
indiquer  les  degrés  des  angles.  Aux  extrémités  de  chacune 
des  règles  AB  et  CD,  sont  adaptées  deux  p//iwii/e5  ou  petites 
fenêtres,  au  travers  desquelles  on  regarde  les  objets.  Cha- 
que phinule  est  perpendiculaire  au  limbe  5  celles  qui  sont 
placées  aux  extrémités  d'un  même  diamètre  sont  disposées 
Je  manière  que  l'une  est  fendue  par  le  haut  et  ouverte 
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par  le  bas,  et  Tautre,  au  contraire,  fendue  par  le  bas  et 
ouverte  par  le  haut.  Le  milieu  de  chaque  ouverture  est 
traverse,  dans  le  sens  de  sa  longueur,  par  un  crin  ou  un  fil 
de  soie,  et,  lorsque  Ton  vise  à  un  objet,  on  dispose  l'in- 
strument de  telle  manière  que,  en  regardant  par  la  fente 
d'une  pînnule,  le  fil  correspondant  de  la  pinnule  opposée 
couvre  cet  objçt.  Un  arc  de  cercle  concentrique  au  demi- 
cercle  AEB,  et  partagé  en  autant  de  parties  égales,  plus 
une,  qu'il  contient  de  divisions  du  limbe,  est  tracé  sur  le 
bord  de  Talidade,  et  forme  un  vemier  circulaire  (n®  181) , 
à  l'aide  duquel  on  estime  les  parties  du  degré.  Le  limbe 
est  ordinairement  partagé  en  36o  parties  égales,  dont 
deux  forment  le  degré ,  et  le  vernier  contient  9  de  ces 
parties-,  dès  lors,  il  est  divisé  en  10  parties  égales,  dont 
chacune  vaut  ■—  de  3o'  ou  27'.  D'après  cela,  lorsque  la 
première  ligne  de  division  du  vemier,  qu'on  appelle  ligne 
de  foi  y  coïncide  avec  une  ligne  de  division  du  limbe , 
l'angle  compris  entre  le  diamètre  fixe  et  le  diamètre  mo- 
bile est  mesuré  par  les  divisions  du  limbe;  mais,  si  la 
seconde  ligne  de  division  du  vernier  coïncide  avec  une 
ligne  de  division  du  limbe,  il  faut,  au  nombre  de  degrés 
marqués  sur  le  limbe  jusqu'à  la  ligne  de  foi,  ajouter  3', 
quantité  dont  une  partie  du  limbe  excède  une  partie  du 
vernier;  si  c'est  la  seconde  ligne  de  division  du  limbe 
qui  coïncide  avec  une  ligne  de  division  du  vernier,  il  faut 
ajouter  6';  et,  en  général,  il  faut  compter  de  plus  au- 
tant de  fois  3'  qu'il  y  a  de  parties  du  vernier  depuis  la 
ligne  de  foi  jusqu'à  la  ligne  qui  correspond  à  une  des 
divisions  du  limbe.  Lorsqu'on  ne  trouve  point  de  lignes 
de  division  qui  se  rapportent  exactement,  on  s'arrête  à 
celles  qui  approchent  le  plus  de  tomber  l'une  sur  l'autre , 
en  ayant  soin  d'estimer  l'excès  ou  le  défaut.  Enfin,  l'in- 
strument est  ordinairement  muni  d'une  aiguille  aimantée, 
posée  sur  un  pivot ,  et  renfermée  dans  une  boîte  circulaire 
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dont  le  contour  est  divisé  de  même  et  dans  le  même  sens 
que  le  limbe  :  l'une  des  extrémités  de  cette  aiguille  est 
blanche  et  désigne  le  sud,  l'autre  est  bleue  et  marque  le 
nord. 

Le  graphomètre  porte ,  au  moyen  d'un  genou  placé  en 
dessous,  sur  un  pied  en  bois  {fig*  391)  composé  de  quatre 
parties:  Tune  de  ces  parties,  GH  ,  que  Ton  appelle  tige, 
entre  par  Tun  de  ses  bouts.  G,  dans  une  virole  qui  tient  au 
genou,  et  les  trois  autres,  HL,  HF,  HK,  sont  attachées  à 
Tautre  bout.  H,  par  le  moyen  de  vis  etd'écrous,  de  manière 
que  l'on  puisse,  à  volonté,  les  approcher  ou  les  éloigner 
les  unes  des  autres. 

Pour  mesurer  sur  le  terrain  la  grandeur  d'un  angle 
avec  le  graphomètre ,  on  commence  par  donner  à  Tinstru- 
ment  une  disposition  telle  cpe  son  centre  réponde  au 
sommet  de  l'angle ,  puis ,  après  avoir  dirigé  le  diamètre 
fixe  suivant  un  des  côtés ,  on  fait  tourner  Talidade  mobile 
sur  son  pivot  jusqu'à  ce  qu'elle  se  trouve  dans  la  direction 
de  Pautre  côté  \  et  Tare  compris  sur  le  limbe ,  entre  le  dia- 
mètre et  Tune  des  pinnules  de  Talidade ,  est  la  mesure  de 
l'angle. 

488.  Lorsque  l'on  veut  mesurer  les  angles  avec  préci- 
sion ,  on  fait  usage  d'un  autre  instrument ,  appelé  cercle 
répétiteur^  qui  a  l'avantage  d'atténuer  les  erreurs  qui  pro- 
viennent presque  toujours  des  observations.  Cet  instru- 
ment consiste  en  un  cercle  en  cuivre  ACB  (^fig*  39'^  ) , 
garni  de  deux  lunettes,  EF,  GH,  que  l'on  peut  faire  mou- 
voir à  l'aide  de  vis  de  rappel ,  et  que  l'on  arrête  au  moyen 
de  vis  de  pression.  Le  limbe  est  divisé ,  de  gauche  à 
droite,  en  3 60  degrés,  et  chaque  degré  est  lui-même 
divisé  en  deux  ou  plusieurs  parties  égales.  Les  lunettes 
doivent  être  disposées  de  telle  sorte  que  leurs  axes  soient 
parallèles  au  plan  du  limbe,  et  que  la  perpendiculaire 
commune  à  ces  deux  axes  passe  par  le  centre  même  du 
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cercle.  La  lunette  supérieure  entraîne ,  comme  Talidade 
du  graphomètre ,  deux  vemiers  circulaires ,  et  la  lunette 
inférieure  porte  un  petit  niveau  à  bulle  d'air,  qui  sert  à 
donner  à  l'instrument  une  position  horizontale.  Le  pivot 
qui  supporte  le  lîmbe  est  soudé  au  centre  d'un  plateau 
circulaire,  auquel  on  peut  communiquer  un  mouvement 
lent  ou  rapide  par  le  moyen  d'une  vis  de  rappel ,  et  que 
Ton  peut  rendre  fixe  par  le  moyen  d'une  vis  de  pression. 
Enfin ,  tout  l'instrument  porte ,  de  même  que  le  grapho- 
mètre, sur  un  pied  construit  de  manière  qu'il  est  facile 
d'incliner  le  limbe  dans  tous  les  sens. 

Pour  mesurer,  avec  le  cercle  répétiteur,  un  angle  entre 
deux  objets  terrestres ,  on  commence  par  fixer  la  lunette 
supérieure  à  zéro  par  le  moyen  de  la  vis  de  pression , 
et,  après  l'avoir  dirigée  vers  l'objet  à  droite,  on  fixe 
Tinstrument  en  serrant  la  vis  de  pression  du  plateau;  on 
amène  ensuite  la  lunette  inférieure  sur  l'objet  à  gauche, 
puis  on  la  fixe  au  limbe ,  et  l'on  desserre  la  vis  de  pres- 
sion du  plateau,  afin  de  pouvoir  faire  tourner  toutPin- 
strument  jusqu'à  ce  que  la  lunette  inférieure  soit  sur 
l'objet  à  droite  5  alors  on  serre  de  nouveau  cette  vis ,  on 
amène  la  lunette  supérieure  sur  l'objet  à  gauche,  et  Tare 
qu'elle  a  parcouru  depuis  son  premier  point  de  départ  est 
la  mesure  du  double  de  l'angle  observé. 

En  répétant  plusieurs  fois  l'opération,  et  partant  cha- 
que fois  du  point  de  division  où  la  lunette  supérieure  se 
trouve  à  la  fin  de  chaque  observation  conjuguée ,  on  ob- 
tient le  quadruple ,  le  sextuple ,  et ,  en  général ,  un  mul- 
tiple pair  quelconque  de  l'angle  à  mesurer,  avec  le  même 
degré  d'approximation  qu'on  obtiendrait  la  valeur  de 
l'angle  simple  avec  le  graphomètre;  par  conséquent,  si 
l'on  divise  le  multiple  obtenu  par  un  nombre  double  de 
celui  des  observations  successives,  l'erreur  que  l'on  peut 
avoir  commise  se  trouve  divisée  par  ce  nombre .  et  l'on  a 
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ainsi  Fangle  cherché  avec  tel  degré  d'approximation  que 
Ton  veut. 

489.  Lever  le  plan  d'un  terrain  y  c'est  tracer  en  petit, 
sur  le  papier,  une  figure  semblable  à  celle  que  présente 
ce  terrain.  C'est  un  travail  qui  s'effectue  facilement  avec 
le  secours  d'une  chaîne  et  d'un  graphomètre  ou  d'un  cer- 
cle répétiteur.  Pour  en  donner  une  idée,  nous  allons  sup- 
poser que  l'on  veuille  lever  le  plan  du  terrain  ACDEF.... 
{fie*  393).  Après  avoir  dessiné  grossièrement  le  contour 
et  les  sinuosités  du  terrain,  ainsi  que  les  objets  les  plus 
remarquables ,  dans  la  position  qu'on  leur  jugera  à  l'œil , 
afin  d'avoir  un  croquis  sur  lequel  on  puisse  marquer  les 
différentes  mesures  que  l'on  prendra  dans  le  cours  des 
opérations,  on  mesurera  avec  la  chaîne  une  base  AB,  des 
deux  extrémités  de  laquelle  on  aperçoive  le  plus  grand 
nombre  d'objets  possible.  Ensuite,  avec  un  graphomètre 
ou  un  cercle  répétiteur,  on  mesurera,  au  point  A,  les  an- 
gles CAB,  FAB,  HAB,  lAB,  KAB,  que  feront  avec  la 
base  AB  des  droites  que  l'on  imaginera  menées  du  point  A 
aux  objets  qui  pourront  être  aperçus  des  extrémités  de 
cette  base,  et  l'on  mesurera  de  même,  au  point  B,  les  an- 
gles CBA,  FBA,  HBA,  IBA,  RBA,  que  feront  avec  la 
même  base  AB  des  droites  que  l'on  imaginera  menées  de 
ce  point  aux  mêmes  objets.  S'il  y  a  des  objets,  tels  que  D 
et  E,  que  l'on  ne  puisse  pas  voir  des  deux  extrémités  A 
et  B,  on  se  transportera  en  deux  points,  C  et  F,  déjà 
observés ,  et  d'où  l'on  puisse  apercevoir  les  points  D  et  E , 
et ,  regardant  CF  comme  une  base ,  on  mesurera  les  an- 
glesJ)CF,  ECF,  DFC,  EFC,  que  feront  avec  cette  nou- 
velle base  les  droites  qui  iront  de  ses  extrémités  aux 
deux  points  D  et  E.  Enfin ,  s'il  y  a  quelque  autre  objet, 
comme  G ,  qui  ne  puisse  être  vu ,  ni  des  extrémités  de  AB , 
ni  de  celles  de  CF,  on  prendra  encore  pour  base  quelque 
autre  droite  FH ,  qui  joigne  deux  points  observés,"  et  l'on 
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mesurera  de  même,  à  ses  extrémités,  les  angles  GFH  et 
GHF.  Lorsque  toutes  ces  opérations  auront  été  faites  sur  le 
terrain,  et  qu  W  aura  construit  Téchelle  d'après  laquelle  la 
figure  devra  être  réduite  (n^  180  ) ,  on  tracera  au  crayon , 
sur  le  papier,  une  droite  ab ,  à  laquelle  on  donnera  autant 
de  parties  de  Téchelle  que  la  base  AB  contiendra  de  mètres; 
on  fera  ensuite  au  point  a,  avec  le  rapporteur  (n^  9"^)) 
un  angle  ^al  à  l'angle  mesuré  BAC ,  et  ^  au  point  B ,  un 
angle  égal  à  Fangle  mesuré  ABC ,  et  le  point  c,  où  se  cou- 
peront les  droites  qui  formeront  ces  deux  angles  avec  aby 
représentera  sur  le  plan  la  position  de  Tobjet  C  sur  le 
terrain ,  parce  que ,  par  cette  construction,  le  triangle  abc 
sera  semblable  au  triangle  ABC  (n"  146).  On  déterminera 
de  la  même  manière  les  points/',  h ,  i,  etc. ,  qui  devront 
représenter  les  objets  F,  H,  I ,  etc.  Une  fois  que  Ton  aura 
déterminé  sur  le  papier  la  position  des  objets  visibles  des 
deux  extrémités  de  AB,  on  mesurera  les  droites  CF  et  FH , 
que  Ton  aura  considérées  comme  bases ,  et  Ton  détermi- 
nera la  position  des  points  ^  et  e  à  Tégard  de  ç/,  et  celle 
du  point  g  à  l'égard  de/Zi,  de  la  même  manière  que  la 
position  des  autres  points  aura  été  déterminée  relative- 
ment à  ab.  Enfin,  tous  les  points  remarquables  du  ter- 
rain étant  représentés  sur  le  papier,  on  tracera  à  Tencre 
le  contour  et  les  sinuosités  de  la  figure ,  ainsi  que  la  po- 
sition des  objets  observés,  et  l'on  ellacera  les  lignes, 
tracées  au  crayon  seulement,  qui  n'auront  servi  qu'à 
déterminer  les  limites  du  terrain  et  la  position  des  points 
les  plus  remarquables.  Le  dessin  que  l'on  obtiendra  ainsi 
sera  le  plan  demandé. 

490.  Lorsqu'on  a  levé  le  plan  d'un  terrain,  il  faut 
Vorienter,  c'est-à-dire  y  marquer  les  quatre  points  cardi- 
naux. Pour  faire  voir  comment  on  y  parvient ,  supposons 
qu'il  s'agisse  d'orienter  un  plan  abcde.  .  .  {fig*  394)  ? 
représentant   la    figure    d'un  terrain   ABCDE.  .  .  .  On 
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placera  un  graphomètre  muni  dune  aiguille  aimantée 
en  un  endroit  A  du  terrain  dont  la  position  soit  connue, 
et  Ton  dirigera  Tinstrument  de  manière  que,  en  regar-* 
dant  à  travers  les  pinnules  de  la  règle  fixe,  on  aper- 
çoive un  objet  H  dont  on  connaisse  aussi  la  position.  On 
remarquera  ensuite  la  grandeur  de  Fangle  HAN ,  que  la 
partie  aimantée  de  Taiguille  fera  avec  le  rayon  visuel  AH 
après  son  mouvement  oscillatoire.  La  droite  AN  indique- 
rait le  nord  si  Taiguille  aimantée  se  dirigeait  toujours  au 
vrai  nord^  mais,  comme  elle  décline  à  Torient  ou  à  Toc- 
cident  d'une  quantité  variable,  suivant  led  lieux  et  le» 
temps,  on  ajoutera  à  Fangle  HAN  ou  Ton  en  retranchera 
la  déclinaison  de  Taiguille  pour  le  temps  et  pour  le  lieu  de 
l'opération,  et  Ton  obtiendra  ainsi  l'angle  que  fera  la  ligne 
nord-sud  avec  le  rayon  visuel  AH.  Cela  fait^  on  rapportera 
AH  sur  le  papier,  en  ah^  et  Ton  fera,  en  un  point  quel-^ 
conque  a'  de  cette  droite ,  du  même  côté  que  l'angle  HAN 
observé  sur  le  terrain,  un  angle,  hdn^  égal  à  cet  angle  HAN 
augmenté  ou  diminué  de  la  déclinaison  de  l'aiguille  ai- 
mantée. Ensuite,  à  l'endroit  du  plan  où  l'on  voudra  indi- 
quer la  position,  par  rapport  aux  quatrepoints  cardinaux , 
des  objets  représentés  sur  ce  plan,  on  mènera  une  parallèle 
à  a'n^  ce  qui  donnera  la  ligne  du  nord  au  Sud.  En  éle- 
vant une  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  cette  droite , 
on  aura  la  ligne  de  l'orient  i  l'occident,  et  enfin,  en 
partageant  chaque  angle  droit  en  deux  parties  égales, 
on  formera  la  rose  des  vents,  au  moyen  de  laquelle  il 
sera  facile  de  juger  de  l'aspect  qui  conviendra  à  chacune 
des  parties  du  plan* 

DE   LA   PLANCHETTE. 

491    La  planchette  {fig*  SpS)  se  compose  d'une  ta- 
blette carrée,  portant  sur  un  genou  que  soutient  un  pied 
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à  trois  branches ,  et  ayant  la  liberté  de  se  mouvoir  en 
tous  sens.  Le  genou  doit  être  construit  de  manière  cpie 
Ton  puisse  imprimer  à  la  tablette  un  mouvement  lent  et 
doux,  sans  la  déranger  de  la  position  horizontale  qu'elle 
doit  avoir  pendant  tout  le  temps  que  durent  les  opérations. 
A  deux  côtés  opposés  de  la  tablette  sont  adaptés  deux  rou- 
leaux, dont  les  axes,  soutenus  par  des  crapaudines,  portent 
un  pignon  denté  à  Tune  de  leurs  extrémités  :  ces  rouleaux 
servent  h  tendre  et  à  rouler  au  fur  et  à  mesure  le  papier 
sur  lequel  on  opère.   Pour  que  les  dessins  minutes  se 
conservent  plus  longtemps,  et  n'éprouvent  aucune  dété- 
rioration pendant  la  durée  du  travail  sur  le  terrain,  on 
peut  coller  le  papier  sur  de  la  mousseline  ou  sur  de  la 
toile  fine  et  légère.  Quand  on  veut  lever  un  plan  avec 
cet  instrument,  il  faut  avoir  soin  de  se  munir  d'une  ali- 
dade et  d'un  déclinatoire.  L'alidade ,  semblable  à  celle  du 
graphomètre,  mais  entièrement  libre,  et  pouvant  être 
placée  sur  la  planchette  dans  toutes  les  directions  pos- 
sibles ,  sert  à  déterminer,  sur  le  papier  adapté  à  l'instru- 
ment, la  direction  des  rayons  visuels  partant  du  point  où 
l'on  est  et  aboutissant  aux  objets  environnants.  Le  décli- 
natoire, dont  on  fait  usage  pour  disposer  toujours  la  plan- 
chette de  la  même  manière  pendant  l'opération ,  et  con- 
naître l'angle  que  fait  avec  le  méridien  magnétique  une 
droite  quelconque  tracée  sur  le  terrain,  consiste  en  une 
aiguille  aimantée,,  posée  sur  un  pi ¥0t ,  et  enfermée  dans 
une  boite  rectangulaire  au  fond  de  laquelle  on  a  tracé , 
dans  le  sens  de  sa  longueur,  une  ligne  appelée  nord-sud, 
parallèle  à  un  de  ses  côtés.  Les  extrémités  de  l'aiguille 
aimantée  sont  très-déliées  et  forment  la  pointe  :  l'une  de 
ces  pointes  est  blanche  et  désigne  le  sud;  l'autre  est  bleue 
et  marque  le  nord. 

492.  Pour  faire  connaître  l'usage  de  la  planchette, 
nous  allons  supposer  que  l'on  veuille  lever  le  plan  du 
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lerrain  ABCDEF  i^fig*  396).  Après  avoir  construit  l'é- 
chelle d  après  laquelle  les  distances  prises  sur  le  terrain 
devront  être  réduites ,  on  placera  horizontalement  la  plan- 
chette, sur  laquelle  on  aura  d^abord  assujetti  un  papier,  à 
l'un  quelconque  A  des  angles  du  terrain ,  on  marquera 
sur  le  papier  un  point  a  pour  représenter  sa  position ,  et, 
à  Taide  d'un  fil-à-plomb,  on  disposera  l'instrument  de 
manière  que  le  point  a  se  trouve  précisément  au-dessus 
du  point  A.  On  fera  ensuite  planter  des  jalons  aux  deux 
points  B  et  F,  puis  on  dirigera  Talidade  successivement 
dans  les  deux  directions  AB  et  AF,  on  mesurera  ces  deux 
distances ,  et  Ton  tracera  au  crayon ,  sur  le  papier,  deux 
droites,  ab  et  af^  auxquelles  on  donnera  autant  de  parties 
de  l'échelle  que  les  droites  mesurées  AB  et  AF  contien- 
dront de  mètres.  De  cette  manière,  la  position  des  trois 
points  a ,  &,  J\  sur  la  planchette,  sera  la  même  que  celle 
des  trois  points  A ,  B,  F,  sur  le  terrain^  car  les  deux  trian- 
gles ABF  et  abf  seront  semblables  (n*^  147)  comme  ayant 
un  angle  égal  compris  entre  des  côtés  proportionnels.  Cela 
fait,  on  enlèvera  la  planchette  du  point  A ,  on  mettra  à  sa 
place  un  jalon ,  et  on  la  transportera  au  point  B ,  en  ayant 
soin  de  lui  donner  une  position  horizontale  telle  que  le 
point  b  corresponde  exactement  au  point  B  ^  on  placera 
l'alidade  sur  la  droite  ab^  et  Ton  tournera  Tinstrument  sur 
son  pied  jusqu'à  ce  qu'on  aperçoive  le  point  A  par  les  pin- 
nulesde  l'alidade^  puis,  sans  déranger  l'instrument,  on 
fera  tourner  l'alidade  autour  du  point  b  jusqu'à  ce  qu'on 
aperçoive  par  les  pinnules  un  autre  jalon  qu'on  aura 
fait  mettre  au  point  C.  Alors  on  tracera  au  crayon  &c,  et, 
après  avoir  mesuré  6C ,  on  donnera  à  bc  autant  de  parties 
de  l'échelle  qu'on  aura  trouvé  de  mètres  dans  BC.  On  en- 
lèvera ensuite  la  planchette  du  point  B,  on  la  remplacera 
par  un  jalon ,  et  on  la  transportera  au  point  C,  en  ayant  soin 
de  lui  conserver  la  position  horizontale,  et  de  faire  corres- 
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poadre  le  point  e  au  point  C  du  terrain.  On  appliquera 
l'alidade  sur  la  ligne  bc^  et  Ton  tournera  Finstrumeut  jus- 
qu'à ce  qu'on  aperçoive  le  jalon  B  ;  puis ,  sans  dëranger  la 
planchette  I  on  fera  tourner  l'alidade  autour  du  point  c 
jusqu'à  ce  qu'on  aperçoive  le  jalon  placé  au  point  D,  on 
tirera  au  crayon  la  droite  cd^  on  mesurera  CD,  et  Ton 
donnera  à  cd  autant  de  parties  de  l'échelle  que  CD  con- 
tiendra de  mètres*  On  transportera  ensuite  la  planchette 
au  point  D»  en  opérant  toujours  da  la  même  manière,  et , 
lorsqu'on  aura  obtenu  le  point  e^  on  le  joindra  au  pointy, 
et  l'opéraiion  sera  terminée  5  car  les  deux  figures  ABCDEF 
et  abçdef  tteroni  semblables  (n^  i^i),  comme  ayant  leurs 
angles  égaux,  chacun  à  chacmi,  et  leurs  côtes  homologues 
proportionnels.  Pour  vérifier,  il  faudra  se  transporter  au 
point  E,  et  y  faire  les  mêmes  opérations  qu'aux  autres 
points  du  terrain:  si  l'on  a  bien  opéré,  le  rayon  visuel 
que  l'on  dirigera  sur  le  jalon  F  passera  par  le  point/",  et 
la  droite  ef  contiendra  autant  de  parties  de  l'échelle  que 
la  droite  ËF  aura  de  mètres  de  longueur. 

493,  Au  lieu  de  faire  le  tour  de  la  figure  ABCD... 
(figA  396),  on  pourrait  se  placer  à  l'un  des  sommets,  F 
par  exemple,  et  diriger  de  ce  point  des  rayons  visuels  à 
tous  les  autres  angles.  Alors  on  mesurerait  les  distances 
FA  >  FB,  FC,  etc.,  on  donnerait  aux  droites  fa ^  fb^ 
fo^  etc,,  qui  les  représenteraient  sur  le  papier,  autant  de 
parties  de  l'échelle  qu'elles  contiendraient  dç  mètres,  et , 
enjoignant  entre  eux  les  points  a,  i,  c,. ..,/",  on  aurait 
Vine  figure  abcdef  tout  à  fait  semblable  à  la  figure 
ABCDEF5  car  ces  deux  figures  se  composeraient  d'un 
inème  nombre  de  triangles  semblables,  chacun  à  chacun, . 
et  as&einblés  de  la  n^ème  manièrç. 
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DE    LA.    BOUSSOLE. 

494,  La  boussole  {Jig^  ^97)  se  compose  d'une  aiguille 
aimantée,  posée  en  équilibré  sur  un  pivot,  et  enfermée 
dans  une  boite  carrée,  dont  rintérieur  est  garni  d'un 
cercle  divisé  en  36o  degrés.  Au  fond  de  la  boîte  sont  mar- 
qués les  quatre  points  cardinaux,  de  manière  que  la  ligne 
nord'-sud,  numérotée  o^ —  180^,  est  parallèle  à  un  des 
côtés.  Afin  que  le  vent  ou  la  poussière  ne  puisse  pas 
faire  varier  la  direction  de  Taiguille  aimantée ,  le  tout  est 
fermé  par  un  verre  entouré  d'un  mastic.  Sur  l'un  des 
côtés  du  carré  est  adaptée  une  alidade  à  visière  ou  à  lu- 
nette, en  forme  de  parallélipipède,  laquelle  s'élève  ou 
s'abaisse  au  moyen  d'un  pivot  à  vis  qui  s'attache  par  le 
milieu.  Enfin,  tout  l'instrument  est  mobile  sur  un  genou 
réuni  à  un  pied  à  trois  branches.  Dans  les  opérations  sur 
le  terrain,  il  faut  donner  à  la  boussole  une  position  hori-^ 
zontale,  et  pointer  toujours  du  même  côté,  c'est-à-dire 
amener  l'alidade  toujours  à  sa  droite  ou  toujours  à  sa 
gauche^  on  compte  ensuite  les  degrés  consécutivement 
depuis  o*^  jusqu'à  36o". 

495.  La  boussole  peut  être  employée  avec  beaucoup 
d'avantage  pour  lever  le  plan  d'un  terrain  dont  tous  les 
points  sont  accessibles.  Supposons,  par  exemple,  qu'il 
s'agisse  de  représenter  sur  le  papier  la  figure  du  terrain. 
ABCDËF  {Jig*  398).  On  placera  horizontalement  la  bous* 
sole  au  point  A ,  et  on  la  fera  tourner  sur  son  pivot  jus» 
qu'à  ce  que  le  point  B  se  trouve  dans  la  direction  de  la 
visière^  Taiguille,  après  son  mouvement  oscillatoire, 
prendra  la  direction  nord,  et  alors  on  comptera,  suivant 
l'ordre  naturel  des  numéros  de  division,  le  nombre  de 
degrés  compris  depuis  le  rayon  visuel  AB,  ou ,  ce  qui  est 
la  même  chose,  depuis  le  zéro  de  la  ligne  nord-sud,  jus- 
qu'à la  pointe  boréale  de  Faiguille;,  et  on  l'écrira  sur  un 
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brouillon  ou  croquis  préparé  à  cet  eflet.  On  mesurera 
ensuite  AB,  et  Ton  indiquera  sur«^le  croquis  le  nombre  de 
mètres  contenus  dans  cette  distance  ;  puis  on  placera  la 
boussole  au  point  B ,  dans  une  position  horizontale  telle 
que  le  point  C  se  trouve  dans  la  direction  de  la  visière  ; 
on  comptera,  comme  on  Faura  déjà  fait  au  point  A,  le 
nombre  de  degrés  compris  depuis  le  zéro  de  la  ligne  nord- 
sud  jusqu'à  la  pointe  boréale  de  Taiguille ,  et  l'on  écrira 
de  même  ce  nombre  de  degrés  sur  le  brouillon.  On  mesu- 
rera ensuite  BC,  et  Ton  continuera  de  la  même  manière 
jusqu'à  ce  que  Ton  soit  revenu  à  la  première  station  A. 
Lorsque  toutes  ces  opérattions  auront  été  faites  sur  le  ter- 
rain 5  et  qu'on  aura  construit  Téchelle  d'après  laquelle  les 
longueurs  mesurées  devront  être  réduites,  on  prendra 
sur  le  papier  un  point  a,  pour  représenter  la  position  du 
point  A  sur  le  terrain ,  on  mènera  par  ce  point  a  une 
droite  5^2  qui  représente  la  direction  de  l'aiguille  aiman- 
tée, on  fera  avec  le  rapporteur  un  angle  nah  égal  à 
Tangle  NAB,  que  l'on  connaîtra  par  les  observations 
faites  sur  le  terrain ,  et  l'on  donnera  au  «côté  ah  autant  de 
parties  de  Téclielle  qu'il  y  aura  de  mètres  marqués  sur 
AB  dans  le  brouillon.  On  mènera  ensuite  par  le  point  h 
une  parallèle  à  5/i ,  ou  fera  un  angle  nhc  égal  à  l'angle 
NBC  du  terrain,  et  Ton  donnera  au  côté  hc  autant  de  par- 
ties de  l'échelle  qu'il  y  aura  de  mètres  marqués  dans  le 
brouillon  sur  BC.  On  continuera  de  la  même  manière  jus- 
qu'à ce  qu'on  ait  placé  le  point  f^  et,  en  le  joignant  au 
point  a ,  on  aura  le  polygone  abcdef^ouv  la  figure  du  ter- 
rain rapportée  sur  le  papier. 

DU    NIVEAU    d'eau. 

496.  Le  niveau  d'eau  {fig-  «ipp)  est  composé  d'un 
tuyau  de  cuivre  ou  de  fer-blanc,  ABA',  recourbé  perpen^ 
diciilai rement  à  ses  deux  extrémités ,  de  manière  à  recevoir 


deux  tubes,  D  et  D',  du  verre,  le  plus  blanc  et  le  plus 
transparent  possible.  O*-  «donne  ordînaî renient  à  ce  tuyau 
der  la  à  i3  décimètres  de  longueur  sur  environ  3  centi- 
mètres de  diamètre ,  et  la  longueur  des  extrémités  recour- 
bées doit  être  de  7  à  8  centimètres.  Les  deux  tubes,  qui 
doivent  être  de  même  dimension ,  sont  enfoncés  d'environ 
3  centimètres  dans  le  tuyau,  où  ils  sont  mastiqués,  et 
saillent  d'environ  1  décimètre.  Cet  instrument  est  monté 
sur  un  genou,  comme  le  graphomètre,  ou  sur  une  douille 
placée  au  milieu  de  AA',  et  le  tout  est  porté  sur  un 
pied  à  trois  branches.  De  cette  manière  on  peut  à  vo- 
lonté incliner,  élever,  abaisser,  et  faire  tourner  le  niveau. 
Lorsqu'on  doit  se  servir  de  cet  instrument,  on  verse  de 
l'eau  colorée  dans  Tun  des  tubes  de  verre ,  de  telle  sorte 
qu'il  y  en  ait  à  peu  près  jusqu'aux  deux  tiers  dans  chacun  5 
alors ,  quand  les  deux  surfaces  de  l'eau  ne  sont  point  agi- 
tées, elles  sont  de  niveau,  et  l'on  vise  par  ces  deux  sur- 
faces. Pour  savoir  où  aboutit  la  ligne  horizontale  donnée 
par  le  niveau  d'eau ,  on  se  sert  ordinairement  d'une  mire 
(Jig*  4^0):  c'est  un  instrument  composé  d'une  perche 
bien  droite,  ou  d'un  linteau  de  bois,  divisée  en  décimètres 
et  eu  centimètres ,  le  long  de  laquelle  on  peut  faire  glisser  à 
volonté  une  plaque  rectangulaire  EFGH ,  appelée  voj^anty 
faite  de  bois  mince,  ou  de  gros  carton ,  ou  de  tôle ,  ayant 
ordinairement  aS  centimètres  de  largeur  sur  environ  16 
centimètres  de  hauteur,  et  divisée  par  compartiments. 

497.  On  emploie  le  niveau  d'eau  pour  reconnaître  si 
deux  points  A  et  B  (J^g*  4oi)  sont  situés  dans  un  même 
plan  horizontal,  ou  pour  déterminer  de  combien  l'un  est 
plus  éloigné  que  l'autre  du  centre  de  la  terre.  A  cet  efftt, 
on  envoie  d'abord  au  point  B  une  personne  munie  d'une 
miire,  en  lui  recommandant  de  faire  glisser  le  voyant  le 
long  de  la  perche ,  qui  doit  être  dans  une  position  bien 
verticale ,  de  manière  que  la  ligne  du  milieu  soit  toujours 
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perpendiculaire  sur  cette  perche,  et  de  l'arrêter  à  un 
signal  donné.  Ensuite  on  vise  par  les  surfaces  M  et  N  de 
Teau^  lorsqu^on  aperçoit  la  ligne  horizontale  du  milieu 
du  voyant ,  on  fait  signe  à  la  personne  qui  tient  la  mire  de 
s'arrêter,  et  l'on  mesure  la  hauteur  BH ,  ainsi  que  la  hau- 
teur AK  de  l'instrument.  Si  ces  deux  hauteurs  sont  égales, 
les  deux  points  A  et  B  sont  de  niveau  ^  mais ,  si  BH  est 
moindre  que  AK,  on  trouve,  en  retranchant  BH  de  AK, 
de  combien  le  point  A  est  plus  près  que  le  point  B  du 
centre  de  la  terre. 

498.  Pour  terminer,  nous  allons  faire  connaître  com- 
ment on  calcule ,  avec  le  secours  du  niveau  d'eau,  de  com- 
bien un  point  A  (Jig.  4^^)  ^st  plus  élevé  qu'un   autre 
point  D.  Après  avoir  marqué  sur  le  terrain  les  points 
B,  C,.,.,  que  l'on  croit  les  plus  propres  à  joindre  le  pre- 
mier terme  A  au  dernier  D,  on  y  plante ,  ainsi  qu'aux 
deux  points  A  et  B,  des  jalons  Aa,  B^,  Çc,...,  Dd.  C)n 
forme  ensuite  un  tableau  divisé  par  colonnes,  et  destiné  à 
recevoir  :  dans  la  première  colonne,  le  premier  terme  de 
chaque  station  \  dans  la  seconde,  la  hauteur  de  ce  premier 
terme)  dans  la  troisième,  le  second  terme  de  chaque  sta- 
tion \  dans  la  quatrième ,  la  hauteur  de  ce  second  terme  \ 
enfin ,  dans  la  cinquième,  la  distance  d'un  terme  à  l'autre. 
Cela  fait,  on  place  d'abord  le  niveau  en  un  point  E ,  situé 
entre  les  deux  points  A  et  B,  d'où  l'on  nivelle  le  premier 
terme  A  et  le  second  terme  B.  On  cote  le  premier  terme  A 
dans  la  première  colonne  du  tableau,  et  sa  hauteur  ha 
dans  la  seconde;  on  cote  de  même  le  second  terme  B  dans 
la  troisième  colonne ,  et  sa  hauteur  B&  dans  la  quatrième  ^ 
enfin  on  écrit  dans  la  cinquième  la  somme  des  deux  dis- 
tancer AE  et  EB.  On  transporte  ensuite  le  niveau  en  un 
point  F,  situé  entre  les  deux  points  B  et  C  ;  on  nivelle  le 
second  terme  B  et  le  troisième  terme  C  ;  on  cote  le  second 
terme  B  dans  la  première  colonne,  sa  hauteur  Bedans  la  se- 
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conde,  le  troisième  terme  C  dans  la  troisième,  sa  hauteur 
Ce  dans  la  quatrième,  et  la  somme  des  deux  distances  BF 
et  FC  dans  la  cinquième.  On  transporte  le  niveau  en  un 
point  G,  entre  les  deux  points  C  et  D,  et  l'on  continue  de 
la  même  manière  jusqu'à  ce  que  Ton  soit  arrivé  au  dernier 
terme.  Alors,  de  la  somme  des  hauteurs  BA,Cc,...,  D</, 
on  ôte  la  somme  des  hauteurs  Aa,  Be,  Ç/'v-m  ^^  '^  reste 
que  Ton  obtient  est  la  pente  AD. 


FIN    DES    ÉLÉMENTS   DE    GÉOMÉTRIE. 


TRIGONOMÉTRIE. 


INTRODCCTION. 

1.  La  Trigonométrie  a  pour  objet  Texposition  des 
méthodes  au  moyen  desquelles  on  détermine  par  le  cal- 
cul les  côtés  et  les  angles  d^un  triangle  quand  on  a  des 
données  suffisantes  ^  ce  qui  s'appelle  résoudre  le  triangle. 

Dans  un  triangle  quelconque,  rectiligne  ou  sphérique , 
il  y  a  six  parties  à  considérer  :  trois  angles  et  trois  côtés. 

Pour  résoudre  un  triangle  rectiligne ,  il  suffit  de  con- 
naître trois  des  six  parties  qui  le  composent  :  mais  il  faut 
qu'il  y  ait  au  moins  un  côté  parmi  ces  trois  parties;  car 
on  peut  former,  avec  trois  angles  donnés,  une  infinité  de 
triangles  rectilignes  ,  qui  ne  sont  pas  égaux,  mais  seule- 
ment semblables. 

Pour  résoudre  un  triangle  sphérique,  il  suffit  de  trois 
données  quelconques  \  parce  que ,  dans  ces  sortes  de  trian- 
gles, on  ne  considère  pas  la  grandeur  absolue  des  côtés , 
mais  seulement  leur  rapport  avec  le  quadrant,  ou  le  nom- 
bre de  degrés  qu'ils  contiennent. 

2.  Quand  on  veut  exprimer  les  longueurs  en  nombres, 
on  les  rapporte  à  l'unité  linéaire,  au  mètre  par  exemple, 
et  alors  chaque  côté  d'un  triangle  est  égal  à  un  certain 
nombre  de  mètres  ou  parties  de  mètre.  Quant  aux  angles, 
on  les  désigne;  par  les  arcs  qui  leur  servent  de  mçsure  :  à 
cet  effet,  on  divise  la  circonférence,  quel  que  soit  son 
rayon ,  en  36o  parties  égales  ,  appelées  degrés^  ou  en  4oo 
parties  égales,  appelées  grades  {Géom,yTi?13^scol,  H),  et 
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alors  un  angle  est  exprimé  par.un  certain  nombre  de  de- 
grés ou  de  grades.  Nous  emploierons  dans  ce  qui  Ta  suivre 
la  division  de  la  circonférence  en  36o  degrés,  qui  est 
encore  la  plus  usitée. 

On  appelle  complément  d'un  arc  ou  d'un  angle  ce  quMl 
faut  lui  ajouter  pour  avoir  90  degrés  ou  100  grades.  Ainsi, 
en  représentant  par  a  xm  arc  ou  un  angle  quelconque , 
son  complément  est  90° — a  ou  100^ — a.  On  voit  par 
là  que ,  si  Parc  ou  Tangle  dont  il  s'agit  est  plus  grand  que 
90  degrés  ou  1 00  grades ,  son  complément  est  négatif.  Les 
deux  angles  aigus  d'un  triangle  rectangle,  valant  ensemble 
un  angle  droit,  sont  compléments  Tun  de  Fautre. 

On  appelle  supplément  d'un  arc  ou  d'un  angle  ce  qu'il 
faut  lui  ajouter  pour  avoir  180  degrés  ou  200  grades. 
Ainsi,  un  arc  quelconque  étant  représenté  par  a,  son  sup- 
plément est  exprimé  par  iSo^^a  ou  par  2006 — a.  11  suit 
de  là  que,  lorsqu'un  arc  est  plus  grand  qu'une  demi-cir- 
conférence, son  supplément  est  négatif.  Dans  un  triangle 
quelconque ,  chaque  angle  est  le  supplément  de  la  somme 
des  deux  autres ,  puisque  les  trois  angles  valent  ensemble 
deux  angles  droits ,  et  qu*un  angle  droit  a  pour  mesure 
90  degrés  ou  100  grades.  Comme  les  angles  des  triangles , 
tant  rectilignes  que  sphériques ,  ainsi  que  les  côtés  de  ces 
derniers,  sont  toujours  moindres  que  180  degrés  ou 
200  grades,  leurs  suppléments  sont  nécessairement  positifs. 
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THÉORIE   DES   LIGNES   TRIGONOMÉTRIQUES. 


§  I.  —  Défiaitions  et  valeurs  corrélaiives  des  lignes  IrigiMiMiétriqiies. 

3.  Le  sinus  d'un  arc  AM  (^fig*  i)  est  la  perpendicu- 
laire MP  abaissée  de  l'une  des  extrémités  de  cet  arc  sur  le 
diamètre  qui  passe  par  l'autre  extrémité. 

La  tangente  d'un  arc  AM  {même  figuré)  est  la  distance 
AT  interceptée  sur  la  tangente  menée  à  Tune  des  extré- 
mités de  cet  arc,  entre  cette  extrémité  et  le  prolongement 
du  rayon  OM  qui  passe  par  l'autre  extrémité. 

La  sécante  d'un  arc  AM  (même  figure)  est  la  partie  OT 
du  rayon  prolongé ,  qui  passe  par  l'une  des  extrémités  de 
cet  arc ,  comprise  entre  le.  centre  et  la  tangente  menée  à 
l'autre  extrémité. 

En  représentant  l'arc  AM  par  a,  le  sinus,  la  tangente 
et  la  sécante  se  désignent  de  la  manière  suivante  : 
MP  =  sin  a ,     AT  =  tang  a  ,     OT  =:  séc  a. 

Si  l'on  prolonge  le  sinus  MP  de  l'arc  AM  jusqu'à  la  ren- 
contre de  la  circonférence  en  N ,  la  corde  MN  sera  double 
de  MP,  et  l'arc  MAN  double  de  l'arc  AM  (Géom.,  n°  58). 
Donc  le  sinus  ri'un  arc  est  égal  à  la  moitié  de  la  corde 
qui  sous-te?id  un  arc  double. 

Si  l'on  élève  le  rayon  OB  perpendiculaire  au  rayon  OA, 
et  que  l'on  mène  les  droites  MQ  et  BS  perpendiculaires 
au  rayon  OB  ,  l'une  terminée  à  ce  rayon  ,  et  l'autre  ter- 
minée au  rayon  OM  prolongé,  les  lignes  MQ,  BS,  OS, 
seront  les  sinus,  tangente  et  sécante  de  l'arc  BM,  complé- 
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ment  de  Tare  AM.  On  les  nomme,  pour  abréger,  cosinus, 
coiangente  et  cosécante  de  Tare  AM ,  et  on  les  désigne 
comme  il  suit  : 

MQ  =  cosa,     BS  =  cet  A ,     06  =:  coséca. 

En  observant  que  MQ  est  égal  à  OP,  on  voit  que  le 
cosinus  d'un  arc  est  égala  la  partie  du  rayon  interceptée 
entre  le  centre  et  le  pied  du  sinus. 

La  distance  AP,  comprise  entre  l'origine  de  l'arc  et  le 
pied  du  sinus ,  a  reçu  le  nom  de  sinus-verse  de  l'arc  AM , 
et  la  distance  BQ  celui  de  cosinus-averse.  Mais  ces  deux 
lignes  sont  très-peu  usitées. 

Les  six  lignes  trigonométriques  principales  peuvent 
être  divisées  en  deux  classes ,  savoir:  les  lignes  trigonomé- 
triques directes  et  les  lignes  trigonométriques  indirectes. 
Les  lignes  trigonométriques  directes  sont  le  sinus,  la  tan- 
gente et  la  sécante  ]  les  lignes  trigonométriques  indirectes 
sont  le  cosinus,  la  cotangente  et  la  cosécante. 

4.  On  nomme  valeurs  corrélatives  d'une  ligne  trigono- 
métrique  les  différentes  valeurs  qu'acquiert  cette  ligne, 
quand  on  fait  passer  l'arc  correspondant  par  tous  les  états 
de  grandeur  relativement  à  la  circonférence  entière.  Pour 
déterminer  les  valeurs  corrélatives  des  lignes  trigonomé- 
triques principales,  nous  allons  supposer  que  l'une  des 
extrémités  d'un  arc  AM  (^Jig»  i)  demeure  fixe  en  A ,  et 
que  l'autre  extrémité  M  parcoure  successivement  toute 
l'étendue  de  la  circonférence. 

Lorsque  le  rayon  OM  est  couché  sur  OA ,  c'est-à-dire 
lorsque  l'arc  AM  est  de  o°,  il  est  évident  que  le  siuus 
est  nul,  que  la  tangente  est  aussi  nulle,  et  que  la  sécante 
est  égale  à  OA.  Le  cosinus  MQ  devient  aussi  égal  à  OA. 
Quant  à  la  cotangente  et  à  la  cosécante  ,  elles  sont  infi- 
nies 5  car  les  deux  droites  AT  et  OB,  étant  alors  paral- 
lèles, ne  peuvent  se  rencontrer.  Ainsi,  en  nommant  r 
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le  rayon,  on  a 

sin  o**  =  o,         tang  o**  =  o,         séc  o®  =  r, 

COS  0°    =    r,  COt  o®    =    00  ,     COSéc  o®    =    00  . 

A  mesure  que  le  rayon  OM  s'écarte  de  OA ,  le  sinus , 
la  tangente  et  la  sécante  augmentent,  tandis  que  le  cosi- 
nus, la  cotangente  et  la  cosécante  diminuent. 

Lorsque  le  point  M  est  au  milieu  de  AB ,  c'est-à-dire 
lorsque  l'arc  AM  est  de  45  degrés,  le  cosinus  est  égal 
au  sinus,  et  le  triangle  rectangle  isocèle  OPM  donne 
2MP*  =  r*,  d'où  il  résulte  MP'  =  jr'  X  2,  et,  par  con- 
séquent, MP=  jrv^2.  On  a  donc 

siu45''  =  ces  45°  =  \rsJ2,. 

Dans  ce  même  cas,  les  deux  triangles  rectangles  OAT 
et  OBS  deviennent  aussi  isocèles ,  et,  par  conséquent ,  la 
tangente  et  la  cotangente  sont  toutes  deux  égales  au 
rayon  5  de  sorte  que  l'on  a 

tang  45°  =  cet  45®  =  r. 

Enfin ,  la  sécante  et  la  cosécante  sont  aussi  égales  entre 
elles, etle  triangle  rectangle  isocèle  OAT  donne  OT^=  ar*, 

d'où  il  résulte  OT  =  r\/2,  et  l'on  a,  par  conséquent, 

séc 45**  :=  coséc  45°  =  r  ^2 . 

Quand  le  point  M  est  arrivé  en  B,  le  sinus  est  égal  à 
BO ,  la  tangente  et  la  sécante  sont  infinies ,  le  cosinus  MQ 
est  nul ,  la  cotangente  BS  est  aussi  nulle ,  et  la  cosécante 
OS  devient  égale  à  OB.  On  a  donc 

sin  go®  =  r,         tanggo**  =  od  ,  sécgo"  =  x, 
cosgo"  =  o.  cotgo"  =  o,       coséc  go°  =z  r. 

Le  point  M  continuant  à  s'avancer  de  B  vers  A',  suppo- 
sons-le arrivé  en  M'  :  alors  l'arc  décrit  est  AM',  et  son  sinus 
est  M'F.  Menons  M'M  parallèle  à  A'A,  et  construisons 
toutes  les  lignes  trigonométriques  de  l'arc  AM'.  Il  est  facile 

3o 
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de  voir  que  le  sinus  M'F  de  l'arc  AM'  sera  égal  au  sinus 
MP  de  Tare  AM.  Or  Tare  AM  est  égal  à  l'arc  A'M',  sup- 
plément de  l'arc  AM'.  Donc  le  sinus  d'un  arc  ou  d'un 
angle  compris  entre  90°  et  180*^  est  égal  au  sinus  de  son 
supplément. 

Pour  avoir  la  tangente  de  Tare  AM',  il  faut  prolonger 
le  rayon  OM'  au-dessous  du  diamètre  AA'5  d'où  il  résulte 
que  la  tangente  AT'  de  l'arc  AM'  est  dirigée  en  sens  con- 
traire de  la  tangente  AT  de  l'arc  AM,  supplément  de  AM'. 
Cette  différence  de  situation  s'indique  dans  le  calcul  par 
l'opposition  des  signes  \  de  sorte  que ,  si  l'on  regarde  AT 
comme  positive ,  il  faudra  regarder  AT'  comme  négative. 
D'ailleurs,  les  deux  triangles  OAT  et  OAT'  sont  égaux,  et 
donnent  AT'  =  AT.  On  a  donc  tang  AM'=  —  tang  AM. 
Donc  la  tangente  d'un  arc  ou  d'un  angle  compris  entre 
90^  et  1 80^  est  égale  à  la  tangente  de  son  supplément 
prise  négati\fement. 

La  sécante  de  l'arc  AM'est  OT'.  Elle  n'est  plus  dirigée, 
sur  le  rayon  OM',  du  même  côté  du  centre  que  le  point 
décrivant  M';  mais  elle  située  du  côté  opposé.  Pour  cette 
raison,  elle  est  négative.  D'ailleurs,  les  deux  triangles 
égaux  OAT  et  OAT'  donnent  OT'  =  OT.  On  a  doDC 
séc  AM'  ==  —  séc  AM.  Donc  la  sécante  d'un  arc  ou  d'un 
angle  compris  entre  90°  et  1 80°  est  égale  à  la  sécante 
de  son  supplément  prise  négati^^ement. 

Le  cosinus  OF  de  l'arc  AM'  est  égal  au  cosinus  OP  de 
Tare  AM  5  mais  ces  deux  cosinus  sont  dirigés  dans  des 
sens  diflférents.  On  a  donc  cosAM'  =  —  cosAM.  Donc 
le  cosinus  d'un  arc  ou  d'un  angle  compris  entre  90*^  et 
180^  est  égal  au  cosinus  de  son  supplément  pris  négati- 
vement, 

La  cotangente  BS'  de  l'arc  AM'  est  aussi  égale  à 
la  cotangente  BS  de  l'arc  AM.  Mais ,  comme  ces  deux 
lignes    sont   dirigées    d'ans    des  sens   différents ,    on    a 
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cotAM'=  —  cotAM.  Donc  la  cotangente  d'un  arc  ou 
d'un  angle  compris  entre  go°  et  •i%o^  est  égale  a  la 
cotangente  de  son  supplément  prise  négativement. 

Enfin,  la'cosécante  OS'  de  l'arc  AM'  est  égale  à  la  co- 
sécante  OS  de  Tare  AM ,  et ,  comme  cette  cosécante 
est  dirigée ,  sur  le  rayon  OM',  du  même  côté  du  centre 
que  le  point  décrivant  M',  elle  est  positive.  On  a  donc 
cosécAM' =  co8éc  AM.  Donc  la  cosécante  d'un  arc  ou 
d'un  angle  compris  entre  90^  et  180®  est  égcth  à  la  co- 
sécante de  son  supplément. 

En  représentant  l'arc  AM  par  « ,  il  résulte  de  ce  qui 
précède 
sin(i8o° — a)=:sin/Z9  cos(i8o® — «)  =  —  ces  a, 

laiig  (180®  —  «)  =  —  tang  «,     cet  (1  So**  —  a)  =  —  cot  «, 
séc  (180®  —  û)  =  -^  séc  £ï,  coséc  (180®  —  a)  =  coséc  a. 

On  voit  d'ailleurs  que,  de  90°  à  180°,  le  sinus,  la 
tangente  et  la  sécante  diminuent,  et  qu*au  contraire  le 
cosinus ,  la  cotangente  et  la  cosécante  augmentent.  Lors- 
que enfin  OM  coïncide  avec  OA',  on  a 

3in  180°  =:  o,  tang  180°  =  o,         séc  180»  =  —  r, 

cos  180°  =  —  r,       cot  180®  =  —  00,     coséc  1 80°  =  00. 

Supposons  maintenant  que  le  point  décrivant  soit  arrivé 
en  N'.  Menons  le  rayon  N'O,  prolongeons-le  jusqu'à  ce 
qu'il  rencontre  en  M  la  circonférence ,  en  T  la  tangente 
meuiée  par  le  point  A ,  et  en  S  la  tangente  menée  par  le 
point  B,  et  abaissons  sur  le  diamètre  A  A'  les  deux  perpen- 
diculaires MPetN'P'.  AlorsN'P'seralesinusderarc  ABN', 
OP'  en  sera  le  cosinus,  AT  la  tangente ,  BS  la  cotangente, 
OT  la  sécante  ,  et  OS  la  cosécante. 

On  a  évidemment  NT'  =  MP  et  OP'  =  OP.  Mais  , 
comme  N'P'  est  compté  en  sens  inverse  deNP,  par  rap- 
port au  diamètre  AA',  et  que  OP'  est  compté  en  sens  in- 
verse de  OP,  par  rapport  au  centre  ,  on  voit  que  le  sinus 

3o. 
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et  le  cosinus  dun  arc  ABN',  plus  grand  que  i8o*^  et 
moindre  que  270°,  sont  égaux  et  de  signes  contraires  au 
sinus  et  au  cosinus  de  Varc  AM,  dont  celui  que  Von  con- 
sidère surpasse  180°. 

Il  est  évident  que  la  tangente  AT  et  la  co  tangente  BS  sont 
les  màmes  que  la  tangente  et  la  cotangente  de  l'arc  AM. 

Quant  à  la  sécante  OT  et  à  la  cosécante  OS,  elles  sont 
bien  les  mêmes ,  pour  la  grandeur,  que  la  sécante  et  la  co- 
sécante de  Tare  AM  ;  mais ,  comme  elles  ne  sont  pas  diri- 
gées, sur  le  rayon  ON',  du  même  côté  du  centre  que  le 
point  décrivant,  elles  sont  négatives. 

On  a  donc ,  en  représentant  l'arc  AM  par  a, 

sin(i8o°-|-<ï)  = —  sin«,      cos(i8o** -4- o)  =  —  cos^r, 

tang(i8o°  4-  a)  =  tang  «,     cet  (180°  4-  «)  =:  cota, 

séc  (180"  4- «)  = —  sécû,     coséc(i8o**  H- «)  =  —  coséc«. 

Lorsque  le  point  décrivant  est  arrivé  en  B',  le  sinus  est 
égal  à  — r,  le  cosinus  redevient  nul,  la  tangente  est  égale  à 
l'infini  positif,  la  cotangente  redevient  égale  à  o,  la  sé- 
cante est  égale  à  l'infini  négatif,  et  la  cosécante  devient 
égale  au  rayon  pris  négativement.  On  a  donc 

sin270°  =  — r,     tang27o°=Qo,     560270*'=  —  od, 
COS270*'  :=  o,         cet  270°  =  o,        coséc  270°  =  —  r. 

Supposons  que  le  point  décrivant  continue  sa  marche  et 
arrive  en  N ,  ce  qui  donne  un  arc  ABA'B'N,  compris  entre 
270°  et  36o°.  Si  l'on  abaisse  sur  AA'  la  perpendicu- 
laire NP ,  et  qu'on  la  prolonge  jusqu'à  la  rencontre  de  la 
circonférence  en  M,  puis  qu'on  mène  les  rayons  OM  et 
ON,  et  qu'on  les  prolonge  jusqu'à  la  rencontre  des  tan- 
gentes menées  par  les  deux  points  A  et  B ,  NP  sera  le  si- 
nus de  l'arc  ABA'B'N,  OP  en  sera  le  coçinus,  AT'  la 
tangente,  BS'  la  cotangente,  OT'  la  sécante ,  et  OS'  la  co- 
sécante. 
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Or  le  sinus  NP  est  égal  au  sinus  MP  de  l'arc  AM, 
mais  compté  en  sens  inverse  par  rapport  au  diamètre 
A  A'  ;  le  cosinus  OP  est  commun  aux  deux  arcs  ;  la  tan- 
gente AT'  est  égale  à  la  tangente  AT  de  l'arc  AM,  mais 
comptée  en  sens  inverse  par  rapport  au  point  A;  la  co- 
tangenteBS'  est  aussi  égale  à  la  cotangente  BS  de  l'arc  AM, 
mais  comptée  en  sens  inverse  par  rapport  au  point  B  5  la 
sécante  OT'  est  égale  à  la  sécante  OT  de  l'arc  AM ,  et  di- 
rigée, sur  le  rayon,  du  même  côté  du  centre  que  le  point 
décrivant  5  enfin  ,  la  cosécante  -OS'  est  aussi  égale  à  la 
cosécante  OS  de  l'arc  AM,  mais*  dirigée,  sur  le  rayon ,  du 
côté  opposé  à  celui  où  se  trouve  le  point  décrivant  par 
rapport  au  centre.  D'ailleurs ,  l'arc  AM  est  égal  à  l'arc  AN. 
Donc,  1^  le  sinus  d'un  arc  compris  entre  270°  et  36o^ 
est  égal  et  de  signe  contraire  au  sinus  de  Varc  dont 
il  est  surpassé  par  la  circonférence  entière,  et  le  cosinus 
est  le  même  pour  les  deux  arcs^  2°  la  tangente  et  la  co- 
tangente d'un  arc  compris  entre  270^  et  3  60°  sont  égales 
et  de  signes  contraires  à  la  tangente  et  à  la  cotangente 
de  celui  dont  il  est  surpassé  par  la  circonférence  entière  ^ 
3**  la  sécante  d'un  arc  compris  entre  270*^  et  36o°  est 
égale  à  la  sécante  de  Varc  dont  il  est  surpassé  par  la 
circonférence  entière,  et  sa  cosécante  est  égale  et  de 
signe  contraire  à  la  cosécante  du  même  arc. 

Ainsi,  en  représentant  l'arc  AM  par  a,  on  a 

sin  (36o"  —  fl)  ==  —  sin  a ,       ces  (36o'*  —  «)  =  cos  a , 
tang (36o"  —  û)  =  — -  tangâi ,     cot(36o°  —  û)  =  —  cotâr, 
séc(36o»  —  a)  =  séc  «,  coséc  (36o°  —  «)  =r  —  coséc«. 

Enfin ,  lorsque  le  point  décrivant  revient  en  A ,  toutes 
les  lignes  trigonométriques  redeviennent  les  mêmes  que 
pour  Tare  nul;  et,  si  Ton  suppose  que  ce  point,  après 
avoir  parcouru  une  ou  plusieurs  circonférences,  repasse 
par   les  mêmes  positions,   on   retrouvera    évidemment, 
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pour  les  lignes  trigonométriques  des  arcs  ainsi  décrits, 
les  valeurs  trouvées  plus  haut  pour  les  lignes  trigonomé-^ 
triques  des  arcs  compris  entre  o^^et  36o®. 

5.  Nous  «vons  supposé,  dans  ce  qui  précède,  que  le 
mouvement  du  point  décrivant  se  faisait  dans  le  sens 
ABA'(^g'.  i),  et  nous  n'avons  eu  à  considérer  que  des 
arcs  positifs.  Pour  compléter  la  recherche  des  valeurs 
corrélatives  des  lignes  trigonométriques  ^  il  nous  reste 
encore  à  parler  des  arcs  négatifs,  c'est^*dire  de  ceux  qui 
sont  décrits  lorsque  le  point  décrivant  se  meut  dans  le 
sens  AB'Â',  contraire  à  celui  qu'il  a  suivi  d'abord. 

Soient  donc  AM  et  AN  deux  arcs  égaux ,  et  de  situation 
inverse,  que  nous  désignerons  par  a  et  —  o.  Il  est  évi- 
dent que  leurs  sinus  MP  et  NP  sont  égaux,  et  dirigés  en 
sens  contraire  l'un  de  l'autre,  tandis  que  le  cosinus  OP 
est  le  même  pour  les  deux  arcs.  Ainsi ,  l'on  a 

sin  ( —  a)  =  —  sin  « ,     ces  ( —  a)  =  cosa. 

Il  est  facile  de  voir  ensuite  que  la  tangente  AT'  et  la  co- 
tangente  BS'  de  l'arc — a  sont  aussi  respectivement  égales 
à  la  tangente  AT  et  à  la  cotangente  BS  de  Parc  a ,  mais 
situées  dans  des  sens  opposés  ;  de  sorte  que  l'on  a 

tang  ( —  a)  =  —  tangâ ,     cet  ( —  «)  =  —  cot  «. 

Enfin,  il  est  visible  que  la  sécante  OT'  et  la  cosé- 
cante  OS'  de  l'arc  —  a  sont  encore  respectivement  égales 
à  la  sécante  OT  et  à  la  cosécante  OS  de  l'arc  a.  D'ailleurs , 
la  sécante  OT'  est  dirigée,  sur  le  rayon,  du  même  côté  du 
centre  que  le  point  décrivant  N,  tandis  que  la  cosécante  OS' 
est  dirigée  du  côté  opposé.  On  a  donc 

séc  ( —  a)  =  séc  a ,     coséc  ( —  a)z^  —  coséc  a. 

On  ne  rencontre  dans  la  Trigonométrie  que  des  arcs 
positifs  :  c'est  seulement  dans  les  applications  de  l'analyse 
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à  la  géométrie  que  l'on  peut  être  conduit  à  considérer 
des  arcs  négatifs. 

6.  D'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  les  lignes 
trigonométriques  de  tous  les  arcs  plus  grands  que  le 
quart  de  la  circonférence  ont  les  mêmes  valeurs,  au  signe 
près,  que  celles  des  arcs  plus  petits,  et,  sur  les  six  lignes 
trigonométriques  principales  d'un  même  arc,  il  y  en  a 
toujours  deux  positives  et  quatre  négatives.  Depuis  o*^ 
jusqu'à  90^,  les  sinus  et  les  cosinus  sont  positifs^  depuis 
90^  jusqu'à  1 80^,  les  sinus  sont  positifs  et  les  cosinus  néga- 
tifs-, depuis  180°  jusqu'à  270°,  les  sinus  et  les  cosinus  sont 
négatifs;  et,  enfin,  depuis  270*^  jusqu'à  36o**,  les  sinus  sont 
négatifs  et  les  cosinus  positifs.  La  tangente  et  la  cotangente 
sont  positives  lorsque  le  sinus  et  le  cosinus  sont  de  même 
signe,  et  négatives  lorsqu'ils  sont  de  signes  contraires;  la 
sécante  a  toujours  le  même  signe  que  le  cosinus  ,  et  la 
cosécante  le  même  signe  que  le  sinus.  Le  sinus  et  le  co- 
sinus ont  pour  limites  +  r  et  —  r,  et  ils  peuvent  passer 
par  tous  les  états  de  grandeur  depuis  o  jusqu'à  +  r,  et 
depuis  o  jusqu'à  —  r;  la  tangente  et  la  cotangente  peu- 
vent recevoir  toutes  les  valeurs  imaginables  depuis  o  jus- 
qu'à V  infini  positif  y  et  depuis  o  jusqu'à  V  infini  négatifs 
enfin,  la  sécante  et  la  cosécante  sont  susceptibles  de  croître 
positivement  depuis  -f-  r  jusqu'à  Vinfini  positif,  et  néga- 
tivement depuis  —  r  jusqu'à  Vinfini  négatif,  mais  elles 
ne  peuvent  jamais  avoir  de  valeurs  comprises  entre  -f-  /• 
et  —  r. 

Maintenant ,  rien  ne  sera  plus  facile  que  de  ramener  au 
premier  quadrant  les  lignes  trigonométriques  de  tel  arc 
qu'on  voudra.  Supposons,  par  exemple,  que  l'on  veuille 
avoir  le  sinus  d'un  arc  de  3^5  degrés.  Nous  avons  vu 
(n®4)  que  l'on  a  sin(36o° — a)  =  — sina;  nous  aurons 
donc 

m  3250  =  sin  ( 36o«  —  35°)  =  —  sia  35". 


47a  TRIGONOMÉTRIE. 

D'après  la  formule  cos(36o^ — a)  =  cosa,   on  aurait 

de  même 

cos  325**  =  ces  35". 

Si  l'arc  donné  était  négatif,  le  sinus  serait  de  signe  con- 
traire au  précédent ,  mais  le  cosinus  conserverait  le  même 
signe  :  ainsi ,  l'on  aurait 

sin  (—  325®  )  =  sin  35*»    et    cos  (—  325''  )  =  cos  35*». 

Soit  encore  à  trouver  la  tangente  d'un  arc  de  1 298  de- 
grés. On  en  retranchera  d'abord  36o  degrés  autant  de  fois 
que  possible,  ce  qui  donnera  pour  reste  218  degrés.  Or, 
en  vertu  de  la  formule  tang  (180^*  +  a  )  =  tang  a ,  on  a 

tang2i8**=r  tang38*». 
On  aura  donc 

tang  1 298°  =  tang  SS**. 

On  trouverait  de  même 

0011298*»=  cot  38*». 

§11.  —  Relations  entre  les  lignes  trigoDométri([aes  d'an  ffléine  are, 

7.  Le  triangle  rectangle  OMP  {fig*  i)  donne  la  relation 

MP2  4-0P»=0]VP. 

Or  MP  est  le  sinus  de  Tare  AM,  et  OP  en  est  le  co- 
sinus. DQnc,endésignantrarcAMpara,  et  le  rayon  par  r, 
on  aura 

(i)  sin^  fl -h  cos' fl  =  r*. 

Cette  formule  sert  à  déterminer  le  sinus  quand  on  con- 
naît le  cosinus,  et  réciproquement.  Si ,  par  exemple ,  sin  a. 
était  donné ,  on  en  déduirait 

cos  «  =  ±  y/r'  —  sin'  a. 

On  obtiendrait  ainsi  pour  cos  a  deux  valeurs  égales  et 
de  signes  contraires;  mais  on  ne  devrait  conserver  devant 
le  radical  que  le  signe  +  •  si  l'arc  a  se  trouvait  compris 


CHAPITRE    PREMIER.  473 

entre  o**  et  90°  ou  entre  270^  et  36o^  (n*^  4),  et  l'on  ne 
devrait  conserver  que  le  signe  — ,  s'il  se  trouvait  compris 
entre  90°  et  270°. 

De  même^  si  Ton  connaissait  cos  a ,  on  aurait 

sin  a  =  ±  s^r"^  —  cos*  a, 

en  ayant  soin  de  ne  conserver  devant  le  radical  que  le 
signe  +5  si  Tare  a  était  compris  entre  o**  et  180°,  et  de  ne 
conserver  que  le  signe  — ,  s'il  était  compris  entre  180'* 
et  36o^. 

8.  Les  triangles  semblables  OPM  et  OAT  {fig.i),  OQM 
et  OBS,  considérés  deux  à  deux,  donnent  les  proportions 


AT:  MP  ::  oa  :  op 

ou 

tangfl  : 

sin  «  I  :  r  :  cos  a , 

OT:  OM  ::  oa  :  op 

ou 

séc  a    : 

r     :  :  r  :  cos  a , 

BS  :MQ  ::  ob  :0Q 

ou 

cot  a    : 

cos  ûf  :  :  /•  :  sin  a , 

os  :0M  ::  ob  :  oq 

ou 

coséc«: 

r     :  :  r  :  sin  rt  ; 

d'où  l'on  tire 

,  .                        /•  sin  û 

(3) 

r' 

(2J         tanga-  ^^^  ^  , 

cos  a 

ri)          cot^-''''''^''. 

(5) 

r' 

W           COI  a                    , 

«?i  m     ^w 

sina  sin  a 

Au  moyen  de  ces  quatre  formules ,  on  trouve  les  va- 
leurs de  la  tangente,  de  la  sécante,  de  la  cotangentc  et  de 
la  cosécante,  quand  on  connaît  le  sinus  et  le  cosinus. 

9.  Le  triangle  rectangle  OAT  (Jig.  i)  donne 

AT'  -4-  OA^  =  OT. 

Or  AT  est  la  tangente  de  l'arc  AM ,  et  OT  en  est  la  sé- 
cante. Donc 

(6)  tang'  a  -h  r'  =:  séc^  a. 

Le  triangle  rectangle  OBS  donne  de  même 

BS^  -f-  OB^  =  OS'. 

Or  BS  est  la  cotangente  de  l'arc  AM,  et  OS  en  est  la  co- 
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sécante.  Donc 

(7)  cot'  !!  +  /•'=  coséc^a. 

Enfin ,  les  deux  triangles  semblables  OAT  et  OBS  don- 
nent la  proportion 

AT  :  OA  ::  OB  :  BS     ou     tanga  :  r  ::  r  :  cota; 

d'où  il  résulte 

(8)  tanga  X  cota  =  r*. 

Donc  le  rayon  est  moyen  proportionnel  entre  la  tan- 
gente et  la  cotangente,  ou ,  ce  qui  revient  au  même,  le 
produit  de  la  tangente  par  la  cotangente  est  égal  au 
carré  du  rayon, 

10.  Les  trois  formules  du  numéro  précédent  peuvent 
se  déduire  des  quatre  formules  du  n^  8  combinées  avec 
celle  du  n°  7. 

En  effet,  en  ajoutant  r*  aux  deux  membres  de  la  rela- 
tion (2)  élevés  au  carré ,  on  a 


r^  sm' a         ,       r^  (sm'  a  4-  ces'  a ) 

tane^â  -+-  r*  := ;: 1-  z*  ==  — ^ : j 

^  cos'  a  cos'  a 

ou ,  en  observant  que  sin*  a  -|-  cos*  a  est  égal  à  /•*, 


r* 


tang'  fl  -4-  r'  =  — : —  =  séc^a. 
^  cos'  a 

En  combinant  de  la  même  manière  les  deux  formules  (  i  ) 
et  (4),  on  trouve 

cot^  fl  4-  r'  =  -T =  coséc'«. 

sm'  a 

Enfin ,  en  multipliant  membre  à  membre  les  deux  re- 
lations (2)  et  (4),  on  obtient 

r  sin  a  X  /*  cos  a 

tanga  X  cet  a  = ; =  r'. 

cos  fl  X  sm  « 

11 .  Par  le  moyen  des  formules  précédentes ,  l'une  quel- 
conque des  «ix  lignes  trigonométriques  d'un  même  arc 
étant  d<mnée ,  on  pourra  toujours  connattre  les  cinq  au- 
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tares.  Supposons  ^  par  exemjde ,  que  l'on  connaisse  à  priori 

la  valeur  m  de  la  tangente  d'un  arc  a ,  et  que  l'on  veuille 

déterminer  chacune  des  cinq  autres  lignes, 

i^.  On  a 

tanga  ==  m, 

2^.  La  relation  (8)  donne 


COtff  :ir   — • 
m 


3^.  De  la  relation  (6)  on  déduit 

séc  a  =  ^r^  -t-  rn*' 
4**.  De  la  relation  (7)  on  tire 

r  Jr^  -f-  m'* 
eca  =  — î • 


cosec 

772 


5°.  De  la  relation  (3)  on  déduit 

cosa  = 


r» 


V^r'  -h  m'' 
6*^.  Enfin  )  la  relation  (2)  donne 


mr 

sm  a  =  - 


m' 


Il  en  serait  de  même  pour  toute  autre  ligne  trigono- 
métrique  donnée  à  priori. 

§  m.  —  F«niales  relatiyes  m  sinus  et  aax  imm. 

12.  Supposons  d'abord  que  l'on  connaisse  les  sinus  et 
cosinus  de  deux  arcs ,  et  proposons-nous  de  déterminer  le 
sinus  et  le  cosinus  de  leur  somme  et  de  leur  dillérence. 

Soient  les  deux  arcs  AB  et  BC  (fig*  2)5  menons  les 
rayons  OA  et  OB5  du  point  C,  abaissons  sur  OB  la  per- 
pendiculaire CQ ,  et  prolongeons-la  jusqu'à  la  rencontre 
de  la  circonférence  en  D  ;  enfin ,  des  points  B,  C ,  D,  abais- 
sons sur  OA  les  perpendiculaires  BP,  CR,  DS.  Nous 
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aurons  alors,  ea  représentant  Tare  AB  par  a  et  l'arc  BC 
par  b, 

BP=sma,      OP  =  cosfl,  CQ=sm^,  OQ  =  cosft, 

AC=:a-4-^,     CR  =  sin(a+^),     OR=rcos(«-«-^), 
AD=a  — *,     DS=sin(a— ^),     OS=cos(«  — ^). 

Si  nous  menons  maintenant  QF  perpendiculaire  sur  le 
rayon  OA ,  et  les  droites  QE  et  DG  parallèles  au  même 
rayon,  nous  aurons  deux  triangles,  CQE,  QDG,  qui 
seront  équiangles  entre  eux.  Par  conséquent,  puisque  le 
côté  CQ  du  premier  est  égal  au  côté  QD  du  second 
(Géom,,  n°  58),  ces  deux  triangles  seront  égaux,  et  il 
en  résultera  QG  =  CE  et  DG  =  QE. 

Cela  posé ,  nous  aurons,  d'après  la  figure, 

sin  («  -4-  ^)  =r  CR  =  ER  -4-  CE  =  QF  -f-  CE , 
cos(fl -f-  Z»)  =  0R=  OF  —  RF  =  OF  —  QE , 
sin(rt  —  ^)  =  DS  =  QF  —  QG  =  QF  —  CE, 
cos(«  —  Z»)  =  OS  =  OF  4-  FS  =  OF  H-  QE. 

Or,  BP  étant  parallèle  à  QF,  les  deux  triangles  OBP 
et  OQF  sont  semblables.  Les  deux  triangles  OBP  et  CQE 
sont  ausssi  semblables ,  comme  ayant  leurs  côtés  perpen- 
diculaires chacun  à  chacun.  On  a  dotic  les  proportions 


QF  :  BP  : 

:  OQ  :  OB 

OU 

QF  :  sina  ::  cosô  :  r, 

OF  :  op  : 

:  OQ  :  OB 

ou 

OF  :  cos«  ::  cos^  :  r, 

CE  :  OP  : 

:  CQ  :  OB 

ou 

CE  :  cosfl  ;  :  sin  b  :  r, 

QE  :  BP  : 

:  CQ  :  OB 

ou 

QE  :  sin  a  *.  :  sin  ^  :  r  ; 

d'où  l'on  tire 

QF-Î 

in  a  ces  b 

9 

^„       cos  a  cos  b 
OF  = , 

^^       sin  b  cos  a 

CE  r= , 


QE== 


sin  a  sin  6 


Substituant  enfin  ces  valeurs  dans  les  expressions  de 
sin(a+i),  de  cos  («  +  &),  de  sin(a — è)etde  cos(a — i), 
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on  trouve 


.    /         ,  »       sin  a  CCS  b  -^  sinb  cos  a 
(i)  sin{«  +  6)  = ? 

,         ,.        cos«  cos  b  —  sin  fl  sin  b 

(2)  cos{a-\-b)  =  9 

,^,  .    ,         _ .        sin  a  cos  b  —  sin  ^  cos  a 

(3)  sm  («  —  *)= , 

,,.  ,         , ,       cos  a  cos  ^  4-  sin  «  sin  b 

(4)  cos  (fl  —  *)  = 

13.  Dans  la  reclierclie  des  formules  précédentes,  la 
figure  dont  nous  nous  sonmies  servi  suppose  que  les  deux 
arcs  a  et  &  sont  positifs ,  que  leur  somme a-^-h  est  moin- 
dre que  le  quart  de  la  circonférence,  et  que  l'arc  a  est 
plus. grand  que  Tare  h\  mais  ces  formules  n'en  sont  pas 
inoins  générales,  et  il  serait  toujours  facile  de  vérifier, 
par  des  constructions  analogues ,  qu'elles  sont  exactes 
dans  les  différents  cas  qui  peuvent  se  présenter.  Toute- 
fois, dans  ces  sortes  de  vérifications,  il  faut  avoir  égard 
aux  valeurs  corrélatives  des  sinus  et  des  cosinus ,  c'est- 
à-dire  avoir  soin  d'affecter  ces  lignes  des  signes  qui  leur 
conviennent,  suivant  la  grandeur  et  la  position  des  arcs 
que  l'on  considère  (n°*  4  et  5). 

14,  Les  formules  qui  expriment  le  sinus  et  le  cosinus 
de  la  somme  et  de  la  différence  de  deux  arcs  (n°  12),  étant 
combinées  deux  à  deux  par  addition  et  soustraction ,  don- 
nent 

.    ,         ,^        ,   ,         ,v      2sinflcos6 
sm  («  -I-  o)  +  sin(fl  —  c>;  = 1 

•   /         rx        •   /         L\       asin^cosa 
sm  (a  -4-  ô)  —  sm(ii  —  6}  = ? 

cos(a  —  b)-\-  cos(fl  -^  fc>  j  = 9 

,         _-             ,         ,,       2sin«sin^ 
cos(a  —  h)  —  cos  (a  -t-  é)  = ; 
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d'où  Ton  déduit  les  quatre  relations 

sinacosb  =  -J- rsin  (a  -♦-  ^)  4- 1 rsin(fl  —  ô), 
sin  b  cosa  =  ~  rsin  [a-i-b)  —  |  rsin  {a  —  ô) , 
cosacos^  =  I rcos(rt  —  ^)  -H  -j rcos(a  4-  ^) , 
sinflf  sin  b  =  |  rcos(a  —  b)  —  y  r  cos(a  -f-  b) , 

qui  servent  à  transformer  en  une  somme  ou  une  diffé- 
rence le  produit  d'un  sinus  par  un  cosinus ,  ou  le  pro- 
duit de  deux  cosinus  entre  eux,  ou  bien  le  produit  de 
deux  sinus. 

15.  Dans  les  expressions  de  sîn(a+J)  et  de  cos(a+J), 
supposons  que  b  devienne  égal  à  a  ;  il  en  résultera 

2sinacosa 

sm2a  =  — ■ 5 

r 

cos*«  —  sin'fl 

C0S2II  = ' —  9 

r 

formules  qui  servent  à  calculer  le  sinus  et  le  cosinus  du 
double  d'un  arc  quand  on  connaît  le  sinus  et  le  cosinus  de 
cet  arc. 

16.  On  peut  arriver  directement  à  ces  deux  dernières 
formules  par  une  construction  très-simple. 

Soit,  en  effet,  l'arc  AB  (fig>  3),  que  nous  désignerons  par 
a.  Tirons  le  rayon  OB  5  abaissons  sur  ce  rayon  une  per- 
pendiculaire AC ,  qui  le  rencontre  en  un  point  D,  et  qui 
coupe  la  circonférence  en  C^  puis  menons  les  trois  droites 
CQ,  DE,  DF,  les  deux  premières  perpendiculaires  et  la 
troisième  parallèle  à  OA^tf  ous  aurons  alors 

sin  2«  =  CQ  =  CF  -4-  DE  =  2DE, 
cos2«  =  OQ  =  OE  —  DF  =  OE  —  AE. 

Mais  le  triangle  OAD,  étant  rectangle,  donne  (Géom., 
n«  156)  p 

_  ADXOD  _  OD^        .      _  AD' 

^^'  =        OA       '     ^^~ÔÂ'      ^^^-OA' 
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On  aura  donc,  en  substituant, 

2AD  X  OD  OD»  —  AD» 

smaa  = ^— >         cos  na  = -— , 

UA  UA 

OU ,  en  observant  que  ÂD  est  le  sinus  de  l'arc  a ,  et  que 
OD  en  est  le  cosinus, 

asioflcosa                           cos*a — sin'a 
smaa  = j         cos  2a  == • 

r  r 

17.  Les  valeurs  trouvées  (n*^  12)  pour  sin  (a+ft)  et  pour 
cos(«'+  b)  peuvent  conduire  à  des  formules  qui  donnent 
le  sinus  et  le  cosinus  d'un  multiple  quelconque  d^un  arc, 
en  fonction  du  sinus  et  du  cosinus  de  cet  arc. 

En  effet,  si  Ton  y  fait  d'abord  b  =  2a^il  vient 

.    ^         sin  a  cos  2a  +  sin  2a  cos  a 
sm6a  = 5 

r 

^          cos  a  cos  2a  —  sin  a  sin  2a 
cosôa  =   î 

r 

OU  bien,  en  remplaçant  sin  sa  et  cos  2a  par  leurs  valeurs 
(n^  15),  et  simplifiant  les  résultats  au  moyen  de  la  rela- 
tion sin* a  -4-  cos*a  =  r*, 

sm  6a  =  ôsma  —  - — — -  » 


r» 


^cos^a 
cos3a=  - — ;: ocos^r. 


formules  qui  font  connaître  le  sinus  et  le  cosinus  du  triple 
d'un  arc  en  fonction  du  sinus  et  du  cosinus  de  l'arc  simple. 
Soit  encore  i  =  3a  ;  on  obtient 

.    ,         sin  a  cos  3a  +  sin  3a  cos  a 

smaa  = 5 

^  r 

4         cos  a  cos  3a  —  sin  a  sin  3a 
a= ' 9 
r 

OU,  en  remplaçant  sin 3a  et  cos 3a  par  leurs  valeurs,  et 
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réduisant , 

sin4«  =- r^ 5 

cos*  a  —  6  ces'  a  sin'  a  -f-  sin*  a 


cos^a  = 


r» 


formules  qui  font  connaître  le  sinus  et  le  cosinus  du  qua- 
druple d'un  arc  en  fonction  du  sinus  et  du  cosinus  de  l'arc 
simple. 

En  continuant  de  la  même  manière ,  on  s'élèverait  évi- 
demment à  tous  les  multiples  de  Tare  a. 

18.  Occupons-nous  maintenant  de  la  recherche  des 
formules  à  l'aide  desquelles  on  calcule  le  sinus  et  le  cosinus 
de  la  moitié  d^un  arc. 

Pour  cela,   multiplions  par  /'  les  dei^x  membres  de 

COS'  £1  ~— ~  SIU'  H 

l'égalité  cos  aa  = (n°  15),  et  renversons  l'or- 
dre des  membres  du  résultat;  il  nous  viendra 

cos^a  —  sin'«  =  rcos2âr. 

Mais  on  a  déjà  (n°  7) 

Nous  aurons  donc,  en  retranchant  ces  deux  dernières 
égalités  l'une  de  l'autre , 

et,  en  les  ajoutant  membre  à  membre , 

2cos'«  =  r^  -+-rcos2fl; 

d'où  il  sera  facile  de  déduire 


_i_,   /r'  —  rcos2flr                                  /r^  -hrcos9M 
sina=:±K/  î        cosa  =  ±\/ 

Or  les  deux  arcs  a  et  2a  sont  liés  entre  eux  de  telle  ma- 
nière que  le  premier  est  la  moitié  du  second.  Par  consé- 
quent, rien  n'empêche  de  remplacer  2a  par  a  et  a  par  ^  a  ; 
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ce  qui  donne 


.1         _i_A  A'  —  rcosfl             ,         __,       /r'  4-  rcosa 
sinfa  =:dc  i/ >     cosja  =±:  1/ • 

Dans  la  première  de  ces  deux  formules ,  le  radical  doit 
être  pris  positivement  si  Tarera  est  compris  entre  o  et 
i8o  degrés  (p?  4),  et  négativement  s'il  est  compris  entre 
1 80 degrés  et  36o  degrés.  Dans  la  seconde,  le  radical  doit 
être  pris  positivement  si  Tare  \a  est  compris  entre  o  et 
90  degrés  ou  entre  270  degrés  et  36o  degrés,  et  négative- 
ment s'il  est  compris  entre  90  degrés  et  1 80  degrés  ou  entre 
180  degrés  et  270  degrés. 

19.  Voyons  conmient  la  Géométrie  conduit  directement 
aux  formules  du  numéro  précédent. 

Soit  Tare  ÂB  {Jig*  4)  9  abaissons  la  perpendiculaire  BP 
sur  le  diamètre  A  A' 5  menons  les  cordes  AB  et  A'B,  et 
tirons ,  perpendiculairement  à  ces  cordes ,  les  deux  rayons 
OC  et  OC,  qui  les  coupent  respectivement  en  leurs  milieux 
Q  et  Q'  (n*^  58).  Nous  aurons  alors,  en  représentant  Tare 
AB  para, 

BP  =  sina,  OP  =  cos«, 

AB  ==  2AQ  =  2sin|ti ,     A'B  =  2OQ  =  2cos\a. 

Or  le  triangle  rectangle  ABA'  donne  (Géom.,  n?  156) 
AB'  =  AA'  X  AP  s=  2r(r  -^  cosa), 
A'B'  =  AA'  X  A'P  =  2r  (r  H-  cosa). 

Remplaçant  AB*  et  A'B*  par  leurs  désignations  trigo- 
nométriques,  et  effectuant  les  calculs  indiqués,  on  trouve 

4sin'7û  =  2/'' — nrcosûy 
4cos' ja  =  2r'-|-  2rcoS£i. 

On  aura  donc,  en  divisant  par  4?  simplifiant  et  ex- 
trayant la  racine  carrée , 


sm|a  =  ±:i/ 9     cosjfl=±l/  — 


rcosa 


2 
3^1 


2sinacos<i 
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20.  Les  formules  que  nous  venons  de  déterminer  font 
connaître  le  sinus  et  le  cosinus  de  la  moitié  d'un  arc  lors- 
que le  cosinus  de  cet  arc  est  donné.  Si  Ton  donnait  le 
sinus ,  au  lieu  du  cosinus,  il  faudrait  y  remplacer  cos  a  par 

sa  valeur  zh  y^r*  —  sin*â  (n°  7).  Mais ,  comme  les  expres- 
sions que  Ton  obtiendrait  ainsi ,  pour  les  valeurs  de  sin{  a 
etdecos^a,  se  trouveraient  compliquées  d'un  radical 
couvrant  un  autre  radical ,  nous  allons  chercher  à  expri- 
mer ces  valeurs  sous  une  forme  plus  simple. 

A  cet  enet,  reprenons  la  formule  sin2a  = 

(n**  15),  et,  après  avoir  multiplié  tout  par  r  et  renversé 
Tordre  des  membres,  combinons  l'égalité  résultante 

2sinacosa  =  /*sin2a 

avec  la  relation  connue 

sin'tf  -f-  cos'flt  =  H, 

Nous  aurons ,  en  retranchant  la  première  de  la  seconde  y 

(cos  a  —  sino)*  =  r'  —  rsin2â;, 
et,  en  les  ajoutant  membre  à  membre, 

(cosfl  -f-  sinfl)'  =  r*  -f-  rsin  ia. 

Extrayant  ensuite^  dans  ces  deux  dernières  égalités,  la 
racine  carrée  de  chaque  m«mbre ,  il  nous  viendra 

cos  a  —  sina  =±  yr*  —  /-sina/z^ 
cos«  -f-  ^înfl  =z!i  ^r'  -f-  rsin 2a;. 

d'où  nous  déduirons,  en  faisant  de  nouveau  la  soustrac- 
tion et  l'addition ,  puis  remplaçant  a  par  ^a,  et  divisant 
par  2, 

sinya=±|^r*-h7'sin«ip:Yv'^r'  —  rsina, 
>cos|û=±7V^r^-+-rsin«±7v/r»  —  r%\na,  . 

On  obtient  ainsi  quatre  valeurs  pour  sinja  et  quatre 
valeurs  pour  cos^a*,  mais  il  est  toujours  facile  de  discer- 


CHAPITRE    PRCMICR.  4^3 

ner,  diaprés  la  grandeur  et  la  positiou  de  Tare  a ,  quelles 
sont  celles  de  ces  déterminations  qu'il  faut  choisir  pour 
sin  ~  a  et  pour  cos^  a.  Par  exemple ,  lorsque  l'arc  a  est  po- 
sitif et  moindre  qu'un  quadrant ,  ce  qui  est  le  cas  le  plus 
ordinaire,  l'arc  {  a  est  compris  entre  o  et  *45  degrés,  et, 
par  conséquent,  son  sinus  est  plus  petit  que  son  cosinus:; 
comme  d'ailleurs  ce  sinus  et  ce  cosinus  doivent  être  posi- 
tifs (n°4),  il  faut  que  les  valeurs  choisies  pour  sin^a  et 
pour  cos  \a  soient  telles  que  le  premier  radical  soit  positif 
dans  chacune,  et  que  le  second  radical  soit  négatif  dans  la 
première  et  positif  dans  la  seconde.  Si  l'arc  a  était  com- 
pris entre  90 degrés  et  180  degrés,  l'arc  «5  a  se  trouverait 
compris  entre  45  degrés  et  90  degrés:  dans  ce  cas,  le  sinus 
et  le  cosinus  seraient  encore  positifs,  mais  le  sinus  serait 
plus  grand  que  le  cosinus  ;  il  faudrait  donc  choisir  les  va- 
leurs de  sin^a  et  de  cos^a  de  telle  manière  que  le  pre- 
mier radical  fût  positif  dans  les  deux,  et  que  le  second 
radical  fût  ppsitif  dans  la  première  et  négatif  dans  la  se- 
conde. Dans  tous  les  cas ,  le  signe  du  premier  radical  doit 
être  le  même  dans  les  déterminations  dont  on  fait  choix 
pour  sin^a  et  pour  cos^a ,  et  le  second  radical  de  Tune 
doit  être  de  signe  contraire  au  second  radical  de  l'autre. 

§  IV.  —  Formules  relatives  an  tangentes  â  an  cotangeites. 

21.  D'après  la  relation  qui  existe  entre  la  tangente ,  le 
sinus  et  le  cosinus  d'un  même  arc  (n°  8),  on  a 

, ,       r  sin  [a  H-  b) 
^  ^  ^  cos  (fl  H-  b) 

tang^  —  ^    = 7(9 

^  ^         '  cos  (a  —  b) 

ou  ^  en  remplaçant  sin  {a  +  V)^  cos  (a  -J-  J),  sin  (a  —  i), 

3i. 
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eos  (a  —  b)^  par  levrs  valeurs  (n^  12), 

,         , ,       r(smacosb  •+-  sîn  b  cos  a) 

tang  (a  4-  ^)  =  -^ r ; ;— T-1 

°  ^  '        cos  a  cos  b  —  sin  a  sm  6 

,  ,.       rfsinâr  cos  b  —  sin  ^  cosa) 

tang  ia  —  b)  = r — ; — : z—-r  • 

^^  '        cosacos6 -h  smasino 

En  divisant  le  numérateur  et  le  dénominateur  des  se- 
conds nombres  par  cos  a  cos& ,  il  vient 

r  sîn  a      rsin  b 


,  ,.  COSÛT  cos^ 

tang  (fl   4-  ^)  =r  : ;;— r-  J 

"  ^  '  sm  a   sin  6 

COS  a  cos  6 

r  sin  âf      r  sin  ^ 


Or  on  a 


tang  (fl  —  ^)  = 

cos  a        coso 

sin  a  sin^ 

iH ^ 

cosâ  cosD 

rsin  a 

rsin  6                , 

7-  =  tang  6, 

cos  6             ^ 

cosa            ^    ' 

sin  a tang  a 

sin  b     tang^ 

cosa          r 

cos  6          r  • 

On  aura  donc ,  en  substituant  et  en  multipliant  par  /*' 
les  numérateurs  et  les  dénominateurs  des  seconds  mem- 
bres, les  deux  formules 

-         .,      r' (tang  a  +  tang  6) 

tang(fl4-^=     )     f         ,       A 

r*  —  tang  a  tang  b 

,,       r'ftangflr  —  tang^) 

iang(a  —  ^)  =  — -^ — s 2-J, 

^^  *        r»  4- tang  a  tang  ^ 

qui  serviront  à  déterminer  les  tangentes  de  la  somme  et  de 
la  différence  de  deux  arcs,  lorsque  Ton  connaîtra  les  tan- 
gentes de  ces  arcs. 

â2.  Nous  allons  voir  comment  la  Géométrie  conduit  di- 
rectement aux  deux  formules  précédentes. 

1**.  Soient  les  deux  arcs  AB  et  BC  (^g^.  5),  que  nous 
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appellerons  aclb.  Tirons  le  rayon  OB^  menons  la  droite 
RS  perpendiculaire  à  rextrémité  de  ce  rayon ,  et  termi- 
nons-la aux  prolongements  de  O A  et  de  OC  ;  puis  pro- 
longeons OS  jusqn^à  la  rencontre,  en  T,  de  la  tangente 
menée  par  le  point  A  ;  enfin  ,  abaissons  SD  perpendicu- 
laire sur  OA.  Nous  aurons  alors 

BR  =  tang a,     BS  =  tang  b,     AT  =  tang  {a  -f-  b). 

Or,  les  deux  triangles  OAT  et  ODS  étant  semblables, 
on  a 

AT  :  DS  ::  OA  :  OD    ou  tang(a  +  3)  :  DS::  r  :  OD ; 
d'où 


tang  (a  -4-  ^)  = 


OD 


Il  nous  suffira  donc,  pour  connaître  tang  (a  -+-  £),  de  cal- 
culer DS  et  OD,  et  de  remplacer,  dans  l'expression  ci- 
dessus  ,  ces  lignes  par  leurs  valeurs. 

Pour  avoir  DS,  nous  remarquerons  que  les  deux  tri- 
angles SDR  et  OBR  sont  semblables  (Géom.,  uP  ^^)y  ^^ 
donnent,  par  conséquent ,  la  proportion 

DS  :  OB  ::  rs  :  OR; 

d'où  l'on  déduit 

_r(tanga4-tangfr) 
OR 

Pour  avoir  OD,  nous  observerons  que  le  triangle  ORS 
donne  (Géom,^  n°  160) 

RS»  =  OR'  H-  OS'  —  2OR  X  OD. 

Mais,  à  cause  de  RS  =  BR  -f-  BS,  on  a  déjà 

RS'  =  BR'  -h  BS»  H-  2BR  X  BS. 

On  doit  donc  avoir 

BR'  4-  BS'  -f-  2BR  XBS  =  OR'  -H  OS'  —  2OR  X  OD; 

d'où  l'on  tire 

__  OR'  —  BR'  4-  OS'  —  BS'  ^  2BR  X  BS 
^  ^  2OR  ' 
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OU  bien 

^_      2OB'  —  aBR  X  BS     r »  —  tang  a  tang  h 

aOR  OR 

Remplaçant  maintenant  DS  et  OD  par  leurs  valeurs^ 
dans  l'expression  de  tang  («  +  J) ,  il  nous  viendra 

,  ,,       r'ftangrt -f- tangM 

tang(fl  4-  b)  =  — ^ — ?— î^ 2_^. 

^  r' — tangatang^ 

a^.  Soient  les  deux  arcs  AB  et  BC  (yîgr.  6),  que  nous  dé- 
signerons encore  par  a  et  par  h.  Si  nous  faisons  la  même 
construction  que  ci^ dessus,  nous  aurons 

BR=tanga,      BS  =  tango,     AT  =  tai^  (a  — -  è) , 

et  les  deux  triangles  seniblables  OÂT  et  ODS  nous  don- 
neront la  proportion 

AT  :  Ds'::  oa  :  od  ou    tang(a  — ^)  :  DS  ::  r  :  od; 

d'où 

tang  {a^h)—  -^g- . 

Mais,  les  deux  triangles  SDR  et  OBR  étant  semblables^ 
on  a  la  proportion 

DS  :  OB  :  :  RS  :  OR, 

de  laquelle  on  tire 

pc  _  /-(tangg  —  tang^>) 
OR 

D'un  autre  côté ,  le  triangle  ORS  donne 
RS>  =  OR» -+- OS»  —  2OR  X  OD  5 

et^  comme  on  a  déjà,  à  cause  de  RS  =BR —  BS,  l'égalité 

RS^»  =  BR=» -h  BS^  —  2BR  X  BS, 
il  en  résultera 

BR» 4-  BS»  —  2BR  X  BS  ==  OR'  4-  OS'  —  2OR  X  OD, 
d'où  il  sera  facile  de  déduire 

_  _       OR»  —  BR»  -f.  OS»  —  BS^  -f-  2BR  X  BS 
0D= ^gg , 
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OU 

_  2OB'  4-  2BR  X  BS  _  r'  +  tang  a  tang  b 
■^  2OR  "^  OR 

Substituant  les  valeurs:  de  DS  et  de  OD  dans  l'expres- 
sion de  tang  {a  —  i),  on  trouvera 

tang(«  -  i)  =  ^'(tang«-ung») 
'        r'  4-  tang  a  tang  b 

23.  En  faisant  b-=z  a  dans  la  formule  qui  exprime  la 
valeur  de  tang  {a  +  i),  en  fonction  de  tang  a  et  de  tangfr 
(n°*  21  et  22),  on  obtient  la  nouvelle  formulé 

2r*  tane  a 
\       tang  2a  =  — — ^    ",    ? 
^  r^  — tang'« 

qui  fait  connaître  la  tangente  du  double  d'un  arc  en  fonc- 
tion de  la  tangente  de  cet  arc. 

Pour  avoir  la  tangente  du  triple  de  l'arc  a,  il  faudrait 
poser,  dans  la  même  formule,  b  =  aa-^ce  qui  donnerait 

3^^r^(tang«-f^teng2a)^ 
r  *  —  tanga  tang  2a 

ou ,  en  remplaçant  tang  na  par  sa  valeur  en  fonction  dr 
tanga,   et  simplifiant , 

3r  '  tanff  a  —  tang^  a 

tang  3a  = ^ r^^- 

^  r^»  — 3tang^fl 

En  faisant  successivement  b  =  3a,  i  =  4^  ?  o"  trouve- 
rait de  même  la  valeur  de  tang4a9  de  tang  Sa;  et  ainsi  de 
suite. 

24.  On  peut  obtenir  directement,  par  une  construction 
géométrique ,  la  formule  qui  donne  la  tangente  du  double 
d'un  arc  exprimée  en  fonction  de  la  tangente  de  cet  arc. 

Soit  l'arc  AB  (Jig*  7),  que  nous  représenterons  par  a. 
Prenons  BC  égala  AB;  menons  une  tangente  par  le  point 
A,  et  prolongeons  le  rayon  OC  jusqu'à  la  rencontre  de  celte 
tangente  en  T;  'tirons  le  rayon  OB,  et  menons  par  le 
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point  B  la  tangente  RS,  qui  coupe  en  R  et  en  S  les  rayons 
OA  et  OC  prolongés*,  enfin,  abaissons  du  point  S  une 
perpendiculaire  SDsur  OA.  Nous  aurons 

BR  =  BS  =  tanga,     AT  =  tang2â. 

Or,  le  triangle  ODS  étant  semblable  au  triangle  OAT, 
et  le  triangle  OBR  étant  semblable  au  triangle  SDR,  on  a 
les  deuic  proportions 

AT  :  DS  ::  oa  :  od,    ds  :  ob  ::  rs  :  or, 

et,  en  les  multipliant  par  ordre,  il  vient 

AT  :  OB  ::  oa  x  RS  :  od  x  or; 

d'où  Ton  tire,  en  remplaçant  AT  par  tang  2a,  OA  par  r, 
OB  par  r,  et  RSpar  2tanga, 

2r^  tang  a 

Mais ,  OD  étant  égal  à  OR  —  DR ,  il  en  résulte 
OD  X  OR  =  OR^  —  DR  X  OR. 

D'un  autre  côté,  les  deux  triangles  semblables  SDR  el 
OBR  donnent  la  proportion 

DR  :  BR  ::  rs  :  or, 

de  laquelle  on  déduit ,  en  observant  que  RS  est  égal  à 

2BR, 

DR  X  OR  =  2BR». 

On  aura  donc 
OD  X  OR  =  OR'—  2BR'=  OB'—  BR'  =  r'—  tang'  ^, 

et ,  par  suite , 

2r'  tdXiQa 

tang  7.a  = ^-r— 

°  r^  —  tang'  a 

25.  A  l'aide  de  cette  dernière  relation,  on  obtient  faci- 
lement une  formule  qui  exprime  la  tangente  de  la  moi- 
tié d'un  arc  en  fonction  de  la  tangente  de  cet  arc. 
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Si  nous  y  remplaçons,  en  effet,  a  par  \  a,  elle  devient 

2r^  tangua 
^  r»--tang'|a 

d'où  Ton  déduit  Téquation  du  second  degré 

tang'la  4-^^l-tang|fl— r'=o; 

et)  en  résolvant  cette  équation  par  rapport  à  tangua,  on 
trouve 

tangj-a  = ±: Jr""  -+-  tane*a. 

"  '  tang/i      tang  a^  ^ 

On  obtient  ainsi  deux  valeurs  pour  la  tangente  de  la 
moitié  d'un  arc  exprimée  en  fonction  de  la  tangente  de 
cet  arc.  Pour  savoir  comment  on  peut  discerner  celle  de 
ces  deux  déterminations  que  l'on  doit  choisirpour  tangia, 
lorsqu'on  connaît  l'arc  a  et  sa  tangente,  il  faut  faire  at- 
tention que  le  radical  v^r'  +  tang'  a,  représentant  la  sé- 
cante de  l'arc  a  (n**  9),  doit  être  affecté  du  signe  +  si 
cette  sécante  est  positive ,  et  du  signe  —  si  elle  est  néga*- 
tive.  Il  faudra  donc  prendre  la  valeur  de  tang^  a  avec 
le  signe  supérieur  lorsque  l'arc  a  sera  compris  entre  o  et 
90  degrés  ou  entre  270  degrés  et  36o  degrés ,  et  la  prendre 
avec  le  signe  inférieur  lorsque  l'arc  a  sera  compris  entre 
90  degrés  et  i8o  degrés  ou  entre  180  degrés  et  270  degrés. 

26.  On  parvient  directement  à  la  formule  du  numéro 
précédent  par  une  construction  fort  simple. 

Soit,  en  effet,  l'arc  AB  {fig*  8),  que  nous  désignerons 
par  a.  Menons  sa  tangente  AR ,  prenons  l'arc  AC  égal  à 
fa,  et,  ayant  tiré  le  rayon  OC,  prolongeons-le  jusqu'à  la 
rencontre  de  AR  en  un  point  T.  En  observant  que,  dans  le 
triangle  OAR ,  la  droite  OT  partage  l'angle  AOR  en  deux 
parties  égales ,  nous  aurons  alors  (Géom.,  n^  154) 

AT  :  RT  :  :  OA  :  OR  ; 
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d'où  Ton  déduit 

AT  :  AR  ::  OA :  oa  -j-  or  j 

ou ,  en  remplaçant  les  lignes  par  leurs  désignations  trigo- 
nométriques , 

tangj  a  :  tang  a  :  :  r  :  r  -+-  séc  a. 

On  lire  de  cette  dernière  proportion , 

tangifl  =    ''^^^^    _.      /- tang  g  (r  —  séc a) 
r  -f-  sécûT         (r  -H  séc  a)  (r  —  séc  a)  ' 

ou ,  en  eflectuant  les  calculs  indiqués  au  numérateur  et 
au  dénominateur , 

tangia  =  ^' tapgfl -- rtangasécn 
'  r*  —  séc*fl 

Or  on  a  séc'  a  =  /•*  +  tang*  a  (n^  9) ,  et,  par  consé- 
quent, séca  =  ±:  y^r*  +  tang*  a.  On  aura  donc,  en  rem- 
plaçant sécfl  et  séc^a  par  leurs  valeurs, 

tang|«  =  ^'tang«qp/'tangflrv/r»4-taDg»fl^ 

—  tang  *  a 
ou 

tangjrt  =  — ±       ^      v/'''-Mang' « • 

tangfl         tango  ^  '^ 

27.  Nous  allons  terminer  ce  qui  a  rapport  aUx  tangentes 
par  la  recherche  d'autres  expressions,  de  tang  ^  a ,  qui  sont 
souvent  employéesdans  les  applications  trigonométriques. 

Reprenons,  pour  cela,  les  deux  formules  du  n**  18  , 


sm 


.    A'  —  rcos«  .  /i 

y — - — '     cosjrt  =  i/. 


En  divisantpar  la  seconde  le  produitde  la  première  par  /•, 

et  observant  que ^  nVst  autre  chose   que  tang  ^a 

(n^  8) ,  il  vient 


t$ng 

*  '   -  -f-  cos  a 
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Si,  dans  cette  dernière  ex{»*es6ioa,  on  multiplie  le$ 
deux  termes  de  la  quantité  soumise  au  radical ,  d'abord 
par  r  +  cos  a ,  et  ensuite  par  r —  cos  a ,  on  trouve 


^«  =  Vf 


,      — cos' fl  rsina 

tang \a  =:  ri/  -, r-  =:  . , 

^'  '--+-cosa)*         r  H- cos  a 


,  ,   /(r  —  cos  aV         r^  —  r  cos  a 

tanglû  =  ri/4 T^  = 

y  r^  —  cos*  a  sm  a 

28.  Voici  comment  on  démontre  ces  deux  dernières 
formules  par  la  Géométrie. 

Soît  l'arc  AB  (^Jig.  4)  égal  à  a.  Abaissons  la  perpen- 
diculaire BP  sur  le  diamètre  AA',  et  tirons  les  deux  cordes 
AB  et  A'B;  puis  menons  le  rayon  OC  perpendiculaire  sur 
la  corde  AB,  et  prolongeons-le  jusqu'à  la  rencontre,  en  un 
point  T,  de  la  tangente  menée  par  le  point  A.'  On  aura 
alors BP  =  sina,  OP  =  cosa,  AC  =  ^a,  AT  =  tang~a, 
et  la  comparaison  du  triangle  OAT  avec  chacun  des  deux 
triangles  A'BP  et  ABP,  qui  lui  sont  semblables,  con- 
duira aux  deux  proportions 

AT  :  BP  ::  OA  :  a'p ,       AT  :  ap  ::  OA  :  BP; 

d'où  Ton  tirera 

AT        ^PXQA  _        APXOA 

^^=       A'P      '         ^^  =        BP        ' 

ou ,  en  remplaçant  les  lignes  par  leurs  désignations  tri<» 
gonométriques, 

rsin  a  .  '•'  —  r  cos« 

tang|«  = 5         tangl^  =  : 

^  r  -I-  cos  fl  ^  sm  <ï 

29.  D  serait  facile  d'obtenir  pour  les  cotangentes  des 
formules  analogues  à  celles  que  nous  venons  de  calculer 
pour  lés  tangentes  -,  mais  nous  ne  croyons  pas  devoir  nous 
y  arrêter,  et  nous  nous  bornerons  à  faire  voir  comment 
les  expressions  des  cotangentes  se  déduisent  de  celles  des 
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tangentes  au  moyen  de  la  relation  tang  a  X  cota  =  r' 

(n°  9) ,  qui  donne  cot  a  = • 

^        ^    ^  tang  a 

Si  l'on  veut,  par  exemple,  calculer  la  cotangente  de  la 

somme  de  deux  arcs ,  on  aura 

...  r'  r' — tiangatang^ 

cot  (tf  -h  é)  =  =  2 E_, 

tang  {a  4-  b)  tang  a  -H  tang  b 

ou,  en  remplaçant  tang  a  par et  tang  b  par  — j-r» 


r»        r» 


^? ._  ■         ,    .1 1..- 

, ,  cot  a  '  cot  b 

cot  (a-h  b)=:   ; p- 


cot  a        cot  6 

ou  bieh  enfin ,  en  multipliant  le  numérateur  et  le  déno- 
minateur du  second  membre  par  cota  cot 6,  et  sim- 
plifiant , 

,  , .        cot  a  cot  b  —  r' 

cot  (a  -4-  ft)  =  ; • 

'  cot  6  -h  cot  a 

On  trouverait  de  même,  pour  la  cotangente  de  la  dif- 
férence de  deux  arcs , 

,         ,.       cotfl  cot  ^  -!-'•' 

cot  (a  —  6)  = ; • 

^  '  cot  6  —  cota 

Pour  la  cotangente  du  double  d'un  arc ,  on  aurait 

r'  r' — tangua         cot' a  —  r* 

cot2a  =   = —  =   . 

tang  na  2  tang  a  2  cot  n 

Enfin,  pour  calculer  la  cotangente  de  la  moitié  d'un  arc, 
on  obtiendrait  la  formule 


r» 


cot\a  z=z  —  =  col  a  ih  ^  col  fl'  H-  r» . 

—  cot  a  ±  V  cot'  «  -h  r' 

§  V.  —  Antres  fornrales  employées  pour  simplifier  les  caicnls. 

30.  Ajoutons  membre  à  membre,  et  retranchons  en- 
suite Ttine  de  l'autre,  les  formules  qui  donnent  les  va- 
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leurs  des  sinus  de  la  somme  et  de  la  difllérence  de  deux 
arcs  (n^  12) ,  ainsi  que  celles  qui  donnent  les  valeurs 
des  cosinus  de  la  même  somme  et  de  la  même  difTé- 
rence,  nous  aurons 

—  /     .    i.\   .     •    /         L\       2sin€icos£> 

sm  (a  -+-  ô)  H-  sm  [a  —  b)  =  ? 

r 

.    .         , .         .    .  ,  V        2  sin  b  ces  a 

sm  (a-i-  b)  —  sm  (a  —  b)=  ? 

,         , .              ,          f  X        2  ces  a  ces  b 
cos(a  —  b)^-  ces  [a  -h  b)  = ? 

ces  (a  —  6)  •—  €08  [a  -|-  ^)  = . 

Désignant  maintenant  par  p  et  q  deux  arcs  quel- 
conques,  si  nous  posons 

a-^-bzzzpf         a  —  b  z=z  q  y 
il  en  résultera 

et ,  en  substituant  ces  valeurs  dea+b^  de  a  —  i  ,  de  « 
et  de  b  dans  les  relations  ci-dessus,  il  nous  viendra 

/.^       «n  «  -i_  «n  ^  —  2sini-(/;  +  y)cos|(;>  — y) 
(i;       s\np-{-sinq:= ^~^ ' 

.  .  2C08Jj^-h  q)  sin  \(p^q) 

(2)       sm/?  —  sm  y  = 


/• 


c^^       nr^  ^  ^  ,.^«  «  —  a  cos  i  (;?  -4-  y)  cos  j  (/>  —  7) 
(oj   cos  9  -+-  cos/?  =  ■    ' > 

a^   n^c  ^   ^  «  —  2  sin  I  (/?  -i-  y)  sin  |  (/?  --  y) 
(4  j   cos  7  —  cos  p  =  • > 

formules  au  moyen  desquelles  on  change  en  un  produit 
la  somme  ou  la  différence  de  deux  sinus  ou  de  deux  co- 
sinus. 

31.    Pour   trouver   directement  les   formules  précé- 
dentes par  la  Géométrie  ,  considérons  les  deux  arcs  AB 
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et  AC  (^fig*  9);  menons  la  corde  BC  et  le  rayon  OD  qui 
la  coupe  perpendiculairement  en  son  milieu  E^  puis 
abaissons  sur  le  rayon  OA  les  perpendiculaires  BP,  CQ, 
DR ,  EF,  et  menons  EG  parallèle  au  même  rayon.  1^ 
représentant  Tare  AB  par  p  et  Tare  AC  par  q^  nous 
aurons ,  d'après  ces  constructions , 

BP=:sin/?,      CQ  =  siny,      OP  =  cos/?,      OQ  =  cosy, 
gp  _  sin/?-hsiny^        ^p  _  ces  g  4-  cosp 


BG 


5 
2  2 

sin/?  —  sin  q  ^  ces  7  —  cos/> 


arcAD  =  !(/?  + 7),    DR  =  sin | (/? -h ^7) ,  0R  =  cos|(/?-h7), 
arcBD  =  |(/?  — y),    BE  =  sin  |(/?  — </),  OE  =  cos|(/>  — ^). 

Cela  posé,  le  triangle  DOR  étant  semblable  à  chacun 
des  deux  triangles  EOF  et  BEG  {Géom. ,  n?  \  46,  coroll.  II), 
on  a  les  quatre  proportions 

EF  :  DR  ::  oe  :  od,   bg  :  or  ::  be  :  OD, 
OF  :  OR  ::  oe  :  od,   ge  :  DR  ::  be  :  od, 

desquelles  on  tire 

DRXOE  B^J^ORXBE 
OD  OD 

^   OR  X  OE  DRXBE 

OD        '  OD        • 

et,  en  remplaçant  les  lignes  qui  entrent  dans  ces  expres- 
sions par  leurs  désignations  trîgonométriques ,  puis  mul- 
tipliant tout  par  2,  on  retrouve  les  quatre  formules  du 
numéro  précédent. 

32.  Si  Ton  divise  la  formule  (i)  du  n°  30  par  chacune 
des  trois  autres ,  puis  la  formule  (2)  par  chacune  des  deux 
dernières ,  et  enfin  la  troisième  par  la  quatrième ,  en  ayant 
égard  à  ce  que,  a  désignant  un  arc  quelconque,  on  a  les 

I    ,      '  sin  «         taLïiaa       cosa        cota  , 

relations  =   — 2..  et  -, —  = 9  on  trouve  les 

cos^i  r  sma  r 
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nouvelles  formules 

sinp  4-  sin  (?  _sin|(/? -t-y)cosi(/?  — ^)_  tangf  (/?  ~hy) 
sinp  —  sin  q      cos y (/? -h  ^ ) sin |(/?  —  ^) ""  tang |(/? -— <7) ' 

sin  /p  +  sin  ^  __sin|  (/>  +  (?)__  tang|(yp 4- <y) 
CCS  q  4-  CCS  /?       cos  T  [p  -h  q)  r 

sin  ;?  H-  sin  y cos  \  (p  —  g) cot  j  {p  —  g) 

cos  q  —  cos  p      sin  I  (/?  —  q)  r 

sin  p  —  sin  q      sin  |  (p  —  q)      tangy  (/?  —  q) 

cos  q  -h  COS  /?        COS  \  (p  —  7)  r 

sin  p  —  sin  7 cos  -3-  (p  +  q)      cot  j  {p  -h  q) 

m  Ml      ■■>■        BIIIMB^^  ,  ^         —    —       ■  I  II.  1^****  ■        I.      I  ■■»       ■■■»■■  «f 

cos  7  —  cosp       sin  7  (/?  H-  </)  ^ 

cos  y  4-  cos/?  __  cos|(/?4-  7) cos^  (/?  —  y)        cot|(/7  4- </) 

COS  q  —  cos/*      sin  t  (/^  H-  <7)  ««  \{p  —  ^)      tang  -J-  (/?  —  ^7) 

qui  servent  à  remplacer  certaines  expressions  trigonomë- 
trîques  par  d'autres  expressions  auxquelles  on  puisse 
appliquer  le  calcul  logarithmique. 

33.  Toutes  ces  formules  peuvent  être  obtenues  direc- 
tement ;  mais  nous  nous  bornerons  ici  à  donner  une  dé- 
monstra^oii'  géométrique  de  la  première  ,  qui  est  em- 
ploy.ée  plus  fréquemment  que  les  autres  dans  les  calculs 
trigonométriques ,  et  qui  exprime  que  la  somme  des  sinus 
de  deux  arcs  est  à  leur  différence  comme  la  tangente  delà 
demi-'Somme  de  ces  mêmes  arcs  est  à  la  tangente  de 
leur  denU'difference, 

Soient  les  deux  arcs  AB  et  AC  {fig*  9).  Menons  la 
corde  BC ,  et  prolongeons-la  jusqu'à  la  rencontre  de  OA 
en  H;  tirons,  perpendiculairement  à  cette  corde,  le  rayon 
OD,  qui  la  coupe  en  un  point  E  ,  et  qui  la  partage,  ainsi 
que  l'arc  BC ,  qu'elle  sous-tend ,  en  deux  parties  égales  5 
menons  par  le  point  D  une  tangente  ST ,  qui  se  termine 
en  T  et  en  S,  sur  les  rayons  OA  et  OB  prolongés;  enfin , 
abaissons  sur  le  rayon  OA  les  perpendiculaires  BP ,  CQ , 
DR^  EF,  et  menons  EG  parallèle  au  même  rayon.  Nous 
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aurons,  diaprés  cette  construction,  en  représentant  l^arc 
AB  par  p  et  l'arc  AC  par  q , 

BP  =  sin/?,         CQ  =  sin  y, 
gp_«in;^-<-siny       ^^  _  sin /?  —  sin  y 

arcAD  =  |(^ -h^),     arcBD  =  |(/>  —  9), 
DT  =  tang  i  (/?  -i-  9),     DS  =  tang  \{p'-q). 

Or  les  deux  triangles  semblables  EFH  et  6GE  donnent 
la  proportion 

EF  :  BG  ::  eh  :  be. 

On  a  d'ailleurs  (Géom. ,  n®  153,  coroIL) 

EH  :  BE  ::  dt  :  ds. 

On  aura  donc ,  à  cause  du  rapport  commun  à  ces  deux 
proportions, 

EF  :  BG  ::  DT  :  ds, 

ou ,  en  remplaçant  les  lignes  par  leurs  désignations  trigo- 
nométriques ,  et  multipliant  les  deux  termes  du  premier 
rapport  par  2 , 

sin/?-|-sin9  :  sin/?  — siny  ::  teng|(/?-+-7)  :  tang  j(/?--^). 

34.  Voici  encore  une  formule  au  moyen  de  laquelle  on 
peut  souvent  transformer  une  expression  trigonométrique 
complexe  en  une  autre  expression  qui  se  prête  au  calcul 
logarithmique. 

En  désignant  par  p  etq  deux  arcs  quelconques ,  on  a 
(  n^  8)  les  deux  relations 

rsino  rsin<7 

tang/;  = ^,        tang<7  = i, 

*"^        ces/?  ^'        cosq 

desquelles  on  déduit,  par  voie  d'addition  et  de  soustraction, 

r(sinz?cos<7-|-sinû' cosp)       /''sin  fp -4- «) 

tango  -h  tang  AT  =  -^ — ^ i i-/  = iZlZ-L^, 

cosp  ces  q  cosp  cos  q 

r(s\npcosq  —  sin  <7  cosp)       r*sinfp  —  g) 

tangp  —  tang<7  =  -^^ — ^ '- ^  =  i^- i^, 

cos /7  ces  ^  cosp  cos  ^ 
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et  Ton  tîre  de  là  ,  par  la  dî vision , 

tang/>  4-  tang  q       sin  [p  -+-  q) 
tang  p  —  tang  q       sin  (/?  —  q) 

35.  Cette  dernière  formule ,  qui  exprime  que  la  somme 
des  tangentes  de  deux  arcs  est  à  leur  différence  comme 
le  sinus  de  la  somme  de  ces  mêmes  arcs  est  au  sinus  de 
leur  différence  y  se  démontre  par  la  Géométrie  de  la 
manière  suivante. 

Soient  les  deux  arcs  AB  et  BC  (^fig^  lo).  Menons  par 
le  point  B  la  tangente  S'I^et  terminons-la  en  T  et  en  S, 
sur  les  rayons  OA  et  OC  prolongés  5  prenons  l'arc  BD  égal 
à  l'arc  BC ,  et ,  ayant  mené  la  corde  CD ,  prolongeons-la 
jusqu'à  la  rencontre  de  OT  en  E^  abaissons  sur  OA  les 
perpendiculaires  CP  et  DQ;  enfin,  tirons  le  rayon  OD, 
et  prolongeons-le  jusqu'à  la  rencontre  de  ST  en  F.  En 
représentant  l'arc  AB  par  p  et  l'arc  BC  par  q^  nous  aurons, 
d'après  la  construction  même, 

BT  =  tang/7,  BS  =  tang  </, 

ST  =  tang/?  H-  tang  y,  FT  =:  tang/?  —  tang  7, 

arc  AC  =/?  -h  q^  arc  AD  =/?  —  <7, 

CP  =  sin(/?  -h  q),  DQ  =  sin(/?  —  9). 

Or  on  a  (Geom. ,  n°  153 ,  coroll,  ) 

SF  :  FT  :  :  CD  :  DE  ; 
d'où  il  résulte 

ST  :  FT  :  :  CE  :  de. 

On  a  d'ailleurs,  en  comparant  les  deux  triangles  sembla- 
bles CPE  et  DQE, 

CE:  DE::  cp  :  dq. 

On  aura  donc ,  à  cause  du  rapport  commun  CE  :  DE , 

ST  :  FT  ::  cp  :  dq, 

ou ,  en  remplaçant  les  lignes  par  leurs  désignations  trigo- 

32 
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nomëtriques , 

tàngp  -h  tang^  :  tang/? —  tang^  ::  sin(p  -h  g)  :  sin(/>  — ^). 

36.  Pour  donner  une  idée  de  Tusage  que  l'on  peut  faire 
des  formules  qui  ont  été  trouvées  dans  les  numéros  pré- 
cédents ,  supposons  que  Ton  veuille  calculer  numérique- 
ment l'expression 

sin58**-f- sin  12" 
sin  58"  —  sin  i  t,'* 
On  posera 

p  =  58®,        7  =  12", 
d'où 

rip-^g)  =  35%     i(p-q)  =  23- 

et ,  en  substituant  ces  valeurs  dans  la  première  des  for- 
mules du  n^  32,  on  aura 

sin  58°  -h  sin  1 2 tang  35° 

sin  58°  —  sin  1 2        tang  23° 

L'égalité  ci-dessus  deviendra  donc 

_  tang  35° 
tang  23° 

et,  en  appliquant  les  l(^arithmes,  on  trouvera 
log  x  =  log  tang  35°  —  log  tang  23°. 

Soit  encore  à  calculer  numériquement  l'expression 

tai^  35°  -h  tang  1 7° 

tang  35°  —  tang  17° 

En  employant  la  formule  du  n°  34,  on  aura 

—  sin  (  35°  -M  7°)       sin  52° 

■^  ~  sin(35°-~i7°)"'si"n78°' 
d'où 

log  a:  =  log  sin  52°  —  log  sin  18°. 
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§  VI.  —  De  rkomogénéité  des  formales  trigonométriques. 

37.  En  jetant  les  yeux  sur  les  formules  que  nous  avons 
calculées  jusqu'ici,  on  remarque  que,  dans  chacune  de 
ces  formules ,  tous  les  termes  du  numérateur  sont  de  même 
degré  entre  eux ,  ainsi  que  tous  les  termes  du  dénomina- 
teur, et  que  le  degré  du  numérateur  est  plus  grand  que 
celui  du  dénominateur,  d'une  unité  pour  les  expressions 
rationnelles,  et  de  deux  unités  pour  les  expressions  sou- 
mises à  un  radical  :  pour  cette  raison ,  ces  formules  sont 
dites  homogènes.  Une  formule  trigonométrique  est  ho- 
mogène toutes  les  fois  qu'aucune  des  lignes  que  l'on  fait 
entrer  en  considération  n'a  été  prise  pour  unité.  Pour  s'en 
convaincre,  il  suffît  d'observer  que  les  formules  de  la 
Trigonométrie  ne  sont  autre  chose  que  des  combinaisons 
d'égalités  dans  lesquelles  tous  les  termes  sont  de  même 
degré ,  résultant  de  la  propriété  du  triangle  rectangle  ou 
de  la  proportionnalité  des  côtés  des  triangles  semblables, 
et  que  les  transformations  exécutées  sur  des  quantités  ho- 
mogènes conduisent  toujours  à  des  résultats  homogènes. 

Mais,  afin  de  rendre  les  calculs  plus  simples,  on  sup- 
pose ordinairement  le  rayon  égal  à  l'unité,  et  alors  l'ho- 
mogénéité cesse  d'exister;  car  le  degré  de  chacun  des  termes 
où  le  rayon  entre  comme  facteur,  à  la  première  ou  à  la  se- 
conde puissance,  diminue  nécessairement  d'une  ou  de 
deux  unités.  Il  est  donc  essentiel  de  faire  voir  comment, 
quand  un  calcul  a  été  fait  dans  l'hypothèse  du  rayon  égal 
à  I ,  on  peut  rétablir  r  dans  le  résultat  obtenu. 

A  cet  effet,  considérons  un  angle  quelconque  AOB 
Qfig^  II)-,  du  sommet O,  comme  centre,  décrivons  deux 
arcs  de  rayons  différents ,  AB ,  A'B',  et  construisons  toutes 
leurs  lignes  tri gonomé triques.  En  désignant  l'arc  AB 
par  a,  l'arc  AB'  par  a\  le  rayon  du  premier  par  r,  et  le 

32. 
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rayon  du  second  par  r\  nous  aurons  évidemment  les  pro- 
portions 

sin  a  :  sin a'  \\  r  \  r\  cos a  :  cos a'  \\  r  \  r', 
tang€i  :  tanga'  :;  r  :  r',  cot  a  :  cotû'  ::  r  :  /•', 
séc  a    :  séc  «'   :  :  r  :  r',       coséca  :  coséca'  :  :  r  :  /•'; 

ce  qui  fait  voir  que  les  lignes  trigonométriques  de  deux 
arcs  différents ,  correspondants  à  un  même  angle  au  cen- 
tre, sont  proportionnelles  à  leurs  rayons. 

Diaprés  cela,  si  nous  supposons  r  égal  à  i,  il  nous 
viendra 

,       sin  a  ,       tang  a  ,      ,       séca 

sin  a  = 5         tanga'  =  — - —  9         sec  a  = > 

r  r  r 

,       cos  a  ,       cot  a  ,      ,       coséc  a 

cosa  = ,  cot  a  = ,        coscc  a  = 

r  r  r 

Donc,  lorsqu'on  a  fait  un  calcul  en  prenant  le  rayon 
pour  unité ,  et  que  Ton  veut  rétablir  r  dans  le  résultat ,  il 
suffit  d'y  remplacer  les  quanti  tés  telles  que  sin  a,  tang  6,  etc. . 

sin  a    tans;  b 
par ,  — ^-,  etc. 

Supposons,  par  exemple,  que,  dans  l'hypothèse  du  rayon 

égal  à  I ,  on  ait  trouvé  la  relation  tang  b  = entre 

°  '  ^  i-+-cos« 

deux  arcs  a  et  b.  Si  l'on  veut  rétablir  dans  cette  formule 

le  rayon  r,  on  y  fera  les  substitutions  qui  viennent  d'être 

indiquées ,  et  Ton  aura 


b 

=: 

1  — 

sin  a 

tang 

r 

r  —  sin  a 

r 

I-h 

cos  a 

r  -h  cos  a  ' 

r 

OU ,  en  multipliant  les  deux  membres  par  r, 

,         rir — sin  <?) 
tang  b  =  — i • 


r  -H  cos  a 
38.  Dans  la  résolution  des  triangles,  où  l'on  ne  con- 
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sidère  que  leurs  angles  et  leurs  côtés  ,  on  entend  par 
sinus ,  cosinus ,  tangente ,  etc. ,  d'un  angle ,  les  sinus ,  cosi- 
nus, tangente,  etc.,  de  l'arc  compris  entre  ses  côtés,  et 
décrit  de  son  sommet  comme  centre  avec  un  rayon  d'une 
longueur  déterminée.  Nous  prendrons  désormais  ce  rayon 
pour  unité,  et  alors  les  valeurs  numériques  des  lignes 
trigonométriques  ne  seront  plus  que  leurs  rapports  au 
rayon  du  cercle  dans  lequel  on  les  considérera.  Voici, 
dans  cette  hypothèse,  un  tableau  des  formules  princi- 
pales de  la  Trigonométrie ,  que  l'on  pourra  consulter  au 

besoin  : 

.  ,    '         ,  sin  a  I 

sm'fl-hcos'rt  =1,         tani»/Jt== 9  secrt  = 1 

ces  a  cos  a 

,     .  ,  cos  a  ,  I 

sec^rt  =14-  lane'a ,         cot«  =  -; -,        cosec  a  =  -: > 

°  siD  a  sm  a 

coséc'a=  i-+-cot*a,        tang^X  cota  =  i  ; 

sin  (a±b)z=z  sin  a  cos  ^  ±  sin  ô  cos  a , 

cos  {a±b)=i  cos  a  cos  6  q=  sin  a  sin  b  , 

sin  2/1  =  2  sin  a  cos  a ,  cos  2«  =    cos'û  —  sin*  a , 

sin  Za  ==  '3  sin  a  —  4  ^^^^  ^ 9       ^^s 3a  =  ^cos^a  —  3cos  a , 


.    ,          .j_  A  /'  —  cos«                 ,         _L.  *  /ï  4-  cos« 
sin  I  tf  =  dt  1/ 9        cos  J  fl  =:  zh  \/ ? 

sin-5-a  =  ±7  v/i  4-  sin«  qiy  ^i  —  sin  a, 

cosya  =  rt:7  yi  -h  sin  a  ±7  y  i  —  sin«; 

,    , ,         tang  a  ±  tan^  b  2  tant;  a 

tana(a±b)=  — 2 Ë_^       tang2a  = 2~-, 

^^  '        i  zp  tang  a  lang  b  ^  i  —  tangua 

/      •_  fx       cotacot^zpi  C0t'«  —  I 

cot  (a:±:b]z= ; — — — -^— -  >  cot  2a  = 9 

cot  ô  rjt  cota  2  cot  a 


—  i±\/n-  tangua 

tang|«  = ^ 2 — , 

°  ^  tang  « 

cot-5«fl  =  cot  a*iz  ^i-h  cot'  a, 


>=\/î 


—  cos  a  sm  «  i  —  cosà 

^  ^'    '  4-  cos  «      I  4-  cosrt  sinrt 
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sinp  -f-  sin  9  =  a  sio  i{p  -hq)  cos{  (p  —  y), 
ànp  —  sin  7  =  2  cos\[p  -h  g)  sin|  (p  —  7), 
cosq  -\-  cos/?  =  tiCOSj(p  -f-  g)  cos i  (/>  —  q)y 
cosq  —  cos/?  =  2  sin-f  (/?  H-  7)  sin|  (p  —  q); 

sinp  -*-  sinq tangj  (/?  -h  q) 

sinp  —  sinq      tangy  (p  —  q) 
tang/?  -^  tang  q     sin  (/?  H-  ç') 
tang/?  —  tang  q     sin  (/?  —  q) 
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TABLES  TRIGONOMÉTRIQUES. 


§  I.  —  Goostruction  des  tables  uigonométriqaes. 

39.  On  appelle  tables  trigonométriques  des  tables  qui 
renferment,  d'une  part,  tous  les  arcs  compris  depuis  o 
jusqu'à  90  degrés,  et,  de  l'autre,  les  valeurs  des  sinus,  co- 
sinus, tangentes ,  etc.,  correspondantes  à  ces  arcs.  Il  suffit 
évidemment  que  ces  sortes  de  tables  ne  comprennent  que 
les  lignes  trigonométriques  des  arcs  moindres  qu'un  qua- 
drant, puisque,  d'après  ce  que  nous  avons  vu  (n**  4),  les 
valeurs  des  lignes  trigonométriques  des  arcs  compris  de- 
puis 90  degrés  jusqu'à  36p  degrés  sont  numériquement  les 
mêmes  que  celles  des  arcs  compris  depuis  o  jusqu'à  90 
degrés. 

Avant  de  passer  à  laftnanière  de  construire  une  table 
trigonométrique,  il  est  nécessaire  de  démontrer  qu'ion  arc 
plus  petit  que  90  degrés  est  toujours  plus  grand  que  son 
sinus  et  moindre  que  sa  tangente^  et  de  faire  voir,  au 
moyen  de  cette  proposition  préliminaire,  que  le  rapport 
de  rare  au  sinus  a  pour  limite  V unité, 

A  cet  effet ,  considérons  un  arc  AMB  {fig^  1 2)  moin- 
dre qu'un  quadrant ,  et  soient  BP,  AB,  AT,  le  sinus,  la 
corde,  et  la  tangente  de  cet  arc. 

On  a  d'abord 

arc  AMB  ]>  corde  AB. 

Mais  on  a  aussi 

corde  AB  >  BP. 
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Donc ,  à  plus  forte  raison ,  on  doit  avoir 

arcAMB>BP. 

D'un  autre  côté ,  le  secteur  circulaire  AOB  a  pour  me- 
sure arc  AMB  X  îOA  (Géom.j  n°  225),  et  le  triangle 
AOT  a  pour  mesure  AT  X  f  OA  {Géom.,  n^  214).  Or,  le 
secteur  AOB  est  évidemment  plus  petit  que  le  triangle 
AOT.  On  a  donc 

arc  AMB  X  7  OA  <  AT  X  t^A, 

et,  par  conséquent, 

arc  AMB  <AT. 

De  plus ,  la  formule  tang  a  = (pP  8),  qui,  dans 

l'hypothèse  de  r  égal  à  i ,  devient  tang  a  = ?  donne 

tang  a  i 

sina       ces  a 

Or,  plus  Tare  a  diminue ,  plus  son  cosinus  augmente  et 

se  rapproche  du  rayon.  Donc  aussi  plus  le  rapport 

approche  de  devenir  égal  à  i.  Par  conséquent,  si  Parc  a 
est  très-petit,  ce  rapport  diffère ^ès-^peu  de  l'unité  ,  et  il 

doit  en  être  de  même  du  rapport     .       ,  qui  lui  est  égal. 

L'arc  a  étant  plus  grand  que  son  sinus  et  moindre  que 

sa  tangente,  le  rapport  •: —  ne  peut  jamais  être  plus  petit 

que  I ,  ni  surpasser  .  ^  »  Donc ,  puisque  ce  dernier  rap- 
port peut  approcher  autant  qu'on  voudra  de  Funité  ,  il  en 
sera  de  même  de-: Donc  ,  lorsqu'un  arc  est  très-petit, 

on  peut  prendre  la  valeur  de  cet  arc  pour  celle  de  son 
sinus. 

40.  Cela  posé,  supposons  que  Ton  veuille  former  une 
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table  trigonométrique  pour  des  arcs  croissant  de  minute 
en  minute,  et  admettons ,  pour  plus  de  simplicité  ,  que 
le  rayon  soit  égal  à  l'unité. 

On  a  vu  en  géométrie  (n"  197,  scoL  I)  que  la  cir- 
conférence d'un  cercle,  dont  le  rayon  est  r,  avait  pour 
expression  27rr  :  par  conséquent ,  le  rayon  étant  égal  à  i , 
la  circonférence  sera  exprimée  par  27r,  et  la  demi-circon- 
férence sera  exprimée  par  tt.  Comme  cette  demi-circou- 
férence  contient  10800  minutes,  et  que  la  quantité  re- 
présentée par  TT  est  égale  à  3 , 1 4 1 5926. . .  (Géom.,  n°  207), 
on  aura,  en  divisant  3,i4i5926...  par  10800, 

arc  i'  =  0,0002908.... 

Or,  d'après  ce  que  nous  avons  vu  dans  le  numéro  précé- 
dent, le  sinus  d'un  arc  très-petit  étant ,  à  très-peu  près , 
égal  à  cet  arc,  on  peut  prendre  ^exp^ession  ci -dessus 
pour  une  valeur  très-approchée  du  sinus  de  l'arc  d'une 
minute*  On  aura  donc 

sin  i'  =  0,0002908, 

et ,  par  conséquent , 

ces  i'  =  \/i  —  (0,0002908/. 

Il  est  d'ailleurs  facile  de  calculer  Terreur  que  l'on  com- 
met en  prenant  la  longueur  de  l'arc  pour  celle  de  son 
sinus.  En  effet ,  la  formule  sin  2a  =  2  sin  a  cos  a  (n°  15) 
devient ,  lorsqu'on  y  remplace  a  par  J^a, 

sin^r  =  2  sinj  «  cos-j«. 

Or  l'inégalité  tang^a>  \a  donne 

sin4«^   , 


cos^a 


d  où 

2  sin  7«  ^  a  ces | ci. 

En  substituant,  dans  la  relation  ci-dessus,  a  cos ^ a  à  la 
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place  de  2  sin  j  a ,  on  aura  doue 

sina  ]>  acos'jay 
ou,  en  remplaçant  cos*  ^a  par  sa  valeur  i  —  sin*  ^a, 

Mais,  sin^a  étant  moindre  que  {a^  on  a 

sin»i«0% 
et ,  par  conséquent , 

a  —  a sin' \ a^  a  —  ja^. 
Donc ,  à  plus  forte  raison  ;  on  a 

d'où  l'on  tire 

a  —  sina  <]  |a^ 

Donc  la  différence  qui  existe  entre  la  longueur  d'un  arc 
et  celle  de  son  sinus  est  moindre  que  le  quart  du  cube 
de  l'arc. 

D'après  cela,  comme  l'arc  d'une  minute  est  moindre 
que  o,ooo3,  on  a 

(arc  i')^  <C  0,000000000027, 

et ,  par  conséquent , 

7(arc  i')^<C  0,00000000007. 

Ainsi ,  l'erreur  que  l'on  commet  en  prenant  arc  i'  pour 
sini'  est  au-dessous  de  l'unité  de  l'ordre  du  onzième 
chiffre  décimal. 

Connaissant  le  sinus  et  le  cosinus  de  l'arc  d'une  minute, 
il  nous  sera  facile  d'avoir  les  sinus  et  les  cosinus  de  tous 
les  arcs  du  quadrant.  Pour  cela,  ajoutons  les  formules 
qui  donnent  les  valeurs  de  sin(a  +  b)  et  de  sin(a  —  i), 
ainsi  que  celles  qui  donnent  les  valeurs  de  cos  (a  -f-  b)  et 
de  cos  (a  —  b)-^  nous  aurons  les  égalités 

sin  (a  -h  h)  -{-  sîn  {a  —  b)  =  2  sin  a  cos  ^, 
cos(a  -f-  ^)  -f-  cos  [a  —  b)  z=z  2  cos  a  cos  b. 
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qui  peuvent  être  mises  sous  la  forme 

sin  {a  -f-  ô)  =  ?  sin  a  ces  b  —  sin  (a  —  A),  . 
ces  (rt  -h  6)  =  2  cos«  cos^  —  cos(a  —  ^j, 

ou  5  en  désignant  par  m  un  nombre  entier  quelconque  ,  et 
posant  a  =  mb^ 

sin  (/w  H-  j)  b  =  sin  mb  X  2  ces  b  —  sin  (m  —  i)  ^, 
cos(/w  -h  i)  ô  =  ces 7726  X  2  ces  b  —  cos(m  —  i)  b. 

Nous  voyons,  par  ces  deux  dernières  formules,  que , 
pour  obtenir  le  sinus  ou  le  cosinus  d'un  multiple  quel- 
conque (m  4-  i)b  d'un  arci,  il  suffit  de  multiplier  le 
sinus  ou  le  cosinus  du  multiple  inmiédiatement  inférieur, 
m&,  par  la  quantité  constante  2cos&,  et  de  retrancher  du 
produit  le  sinus  ou  le  cosinus  du  multiple  (m  —  i)b. 
Si  nous  supposons  que  l'arc  b  soit  l'arc  d'une  minute  ,  et 
que  nous  y  fassions  successivement  m  =  i,  m  =  2, 
m  =  3,...,  elles  nous  donneront 

sin  2'  =  sin  i'  X  2  ces  1'  —  o  =  2  sin  i'  ces  i', 


COS  2'  r=  CCS  I  '  X  2  CCS  1 

sin  3'  =  sin  2'  X  2  ces  i 
ces  3'  =  COS  2'  X  2  cos  1 
sin  4'  =  sin  3'  X  2  cos  1 


—  1=2  ces'  I  '  —  I 

—  sin  I  ', 


—  cos  i', 

—  sin  2', 


cos  4'  =  cos  3'  X  2  cos  I  '  —  cos  2', 

et  ainsi  de  suite. 

Il  suffira  d'ailleurs  de  pousser  le  calcul  jusqu'au  sinus 
et  au  cosinus  de  l'arc  de  45  degrés  :  au  delà  de  cette  li- 
mite, les  sinus  et  les  cosinus  s'obtiendront  en  prenant 
les  cosinus  et  les  sinus  des  compléments. 

Lorsqu'on  aura  calculé ,  de  la  manière  qui  vient  d'être 
indiquée,  le  sinus  et  le  cosinus  de  tous  les  arcs  compris 
entre  o  et  90  degrés ,  on  en  déduira  les  valeurs  des  tan- 
gentes, cotangentes,  sécantes  et  cosécantes,  par  l'emploi 
des  formules  du  n^  8. 
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41.  Comme,  dans  toutes  les  applications  trigonomé- 
triques  ,  les  calculs  se  font  par  logarithmes ,  on  place  dans 
les  tables  les  logarithmes  des  sinus,  cosinus,  tangen- 
tes, etc.,  au  lieu  de  ces  lignes  elles-mêmes.  Mais,  en  sup- 
posant, comme  nous  Pavons  fait ,  le  rayon  égal  à  l'unité, 
les  sinus  et  les  cosinus  seraient  des  fractions,  et,  par  con- 
séquent, leui's  logarithmes  seraient  négatifs.  Pour  éviter 
cet  inconvénient,  on  a  supposé  le  rayon  égal  à  lo*^,  ce 
qui  revient  à  prendre  pour  unité  la  dix-billionième  par- 
tie du  rayon.  Par  ce  moyen ,  le  logarithme  du  rayon  est 
'to,  et  il  faudrait  des  angles  beaucoup  plus  petits  qu'on  ne 
les  rencontre  dans  la  pratique,  pour  que  leurs  sinus  ou 
leurs  cosinus  pussent  avoir  des  logarithmes  négatifs. 

D'ailleurs,  les  logarithmes  des  sinus  et  des  cosinus 
'  ayant  été  calculés  dans  l'hypothèse  de  r  égal  à  i ,  il  est  fa- 
cile d'avoir  les  logarithmes  des  mêmes  lignes  dans  l'hypo- 
thèse de  r  égal  à  lo^®.  Si  nous  désignons,  en  effet,  par  a 
et  a  deux  arcs  d'un  même  nombre  de  degrés ,  et  par  /• 
et  r'  leurs  rayons ,  nous  aurons  (n°  37) 

sinfl  :  sin  fl'  ::  r  \  r',     cos«  :  cos«'  \\  r  \  r'y 

et,  en  faisant  dans  ces  proportions  r  =  lo*®  et  r'  =  i ,  il 
nous  viendra 

sin«  :  sin«'  ::  lo'"  :  I,    cos«  :  €08  «'  ::  lo'"  :  i  ;     / 

d'où  l'on  tire 

sin  a  =  sin  a'  x  io'%     cosfl  =  cosû'  X  io'% 

ou,  en  appliquant  les  logarithmes, 

log  sin  a  =  log  sin «'  -f-  i o,     log  cosû  =  log  cos «'  -f-  i  o'® . 

Donc ,  pour  obtenir  les  logarithmes  des  sinus  et  des  cosi- 
nus dans  l'hypothèse  du  rayon  égal  à  lo*®,  il  suffit  d'aug- 
menter de  lo  unités  ceux  qui  ont  été  calculés  dans  l'hy- 
pothèse du  rayon  égal  à  i . 

Les  logarithmes  des  sinus  et  des  cosinus  étant  connus  , 
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on  en  déduit  les  logarithmes  des  tangentes  et  des  cotan- 
gentes  par  les  formules 

r  sin  fl  r  ces  a 

tang  a  = 5     cotû  =  — ; , 

ces  a  sm  a 

qui  donnent 

log  tang  «  =  log  sin  «  -h  1  o  —  log  ces  a 
=  log  sin  a  -h  compl .  log  cos  «  , 

log  cot  a  =  log  cos  «  4-  10  —  log  sin  «, 
=  log  cos  a  4-  compl.  log  sin  a. 

Quant  aux  logarithmes  des  sécantes  et  des  cosécantes , 
on  les  trouverait  d'une  manière  tout  aussi  simple,  à  l'aide 

des  formules  séc  a  = et   coséca  =  -: Mais,  ces 

cos  a  sma  ^ 

deux  lignes  n'étant  que  rarement  employées  dans  les  cal- 
culs, les  tables  ordinaires  n'en  font  aucune  mention. 

§  II. .  —  Disposition  et  usage  de  la  table  trigonométrique  de  Lalande, 

étendue  à  sept  décimales. 

42.  Cette  table  renferme  les  logarithmes  des  sinus ,  des 
tangentes,  des  cosinus  et  des  cotangentes ,  de  minute  en 
minute ,  pour  tous  les  degrés  du  quart  de  la  circonférence. 
Pour  tous  les  angles  moindres  que  45°,  les  degrés  sont 
placés  au  haut  des  pages,  et  les  minutes  se  trouvent  dans 
la  première  colonne  verticale  à  gauche.  Pour  les  angles 
plus  grands  que  45°,  les  degrés  sont  placés  au  bas  des 
pages,  et  les  minutes  se  trouvent  dans  la  première  colonne 
verticale  à  droite.  Pour  les  sinus  des  arcs  plus  petits 
que  45*^,  ou  pour  les  cosinus  des  arcs  plus  grands  que 
45°,  la  différence  entre  deux  logarithmes  consécutifs  est 
placée  dans  la  troisième  colonne  verticale  à  gauche,  in- 
titulée diff. ,  et,  pour  les  sinus  des  arcs  plus  grands  que 
45*^,  ou  pour  les  cosinus  des  arcs  moindres  que   45°?    la 
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diiTérence  entre  deux  logarithmes  consécutifs  est  placée 
dans  la  seconde  colonne  verticale  à  droite.  Ces  difie- 
rences  expriment  d'ailleurs  des  dix-millionièmes  d'u- 
nité. Lorsque  deux  arcs  diffèrent  d'une  minute,  la  dif- 
férence entre  les  logarithmes  de  leurs  tangentes  est  Ja 
même  que  la  différence  entre  les  logarithmes  de  leurs 
cotangentes  :  pour  cette  raison,  on  a  placé  ces  diffé- 
rences dans  une  colonne  intitulée  diff,  comm.  (abrévia- 
tion de  différence  commune)  ^  entre  les  logarithmes  des 
tangentes  et  ceux  des  cotangentes.  Quand  un  arc  ou  un 
angle  ne  contient  que  des  degrés  et  des  minutes ,  les  loga-« 
rithmes  de  ses  lignes  trigonométriques  sont  placés  dans 
la  table,  sur  la  même  ligne  que  les  minutes,  et  s'obtien- 
nent sans  aucune  difficulté.  Ainsi  on  trouve  sur-le- 
champ  , 

log  sin  23*»45'  =  9,6o5o32o ,  log  lang  27*»53'  =    9,7285381  , 
log  CCS  64°25' =  9,6353062  ,  log  cet  i8'*28' =  10,4763205. 

43.  Lorsque  l'arc  ou  l'angle  donné  contient  des  degrés, 
des  minutes  et  des  secondes ,  on  cherche  le  logarithme 
comme  ci-dessus,  sans  faire  attention  aux  secondes,  et  l'on 
calcule  ensuite ,  au  moyen  d'une  proportion,  ce  qu'il  faut 
ajouter  à  ce  logarithme ,  ou  en  retrancher,  pour  avoir  ce- 
lui qui  correspond  à  l'arc  ou  à  l'angle  donné. 

Comme  le  cosinus  et  la  cotangente  d'un  arc  ou  d'un 
angle  ne  sont  autre  chose  que  le  sinus  et  la  tangente  de 
son  complément,  il  est  toujours  facile  de  ramener  la 
recherche  des  logarithmes  des  cosinus  et  des  cotangentes 
à  celle  des  logarithmes  des  sinus  et  des  tangentes. 

Les  exemples  suivants  vont  éclaircir  ce  qui  précède. 

i".  Soitproposéde  trouver  lelogarithmede  sin  23*^1 7'34". 

Le  logarithme  de  sin  28^17' 34"  tombe  entre  les  loga- 
rithmes de  sin  23^17'  et  de  sin  28°  18'.  Ces  deux  derniers 
logarithmes  sont  9,5969030  et  9,597 1965  5  leur  différence 
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est  2935  dix-millionièmes,  et  se  trouve  dans  la  colonne 
diff.  y  à  droite  de  ces  logarithmes,  vis-à-vis  de  l'espace  qui 
les  sépare.  Afin  de  connaître  ce  qu'il  faut  ajouter  au  loga- 
rithme de  sin  aS^iy'  pour  avoir  celui  de  sin  23^i7'34"î  ou 
dit:  &",  pour  60"  déplus  à  V  angle  de  23^17',  il  faut  ajou- 
ter 2935  dix^millionîèmes  au  logarithme  du  sinus  de  cet 
angle,  combien  doit-on  ajouter  pour  34"  déplus  ?  Ce  qui 
conduit  à  la  proportion 

60''  :  34"  !  l  2935  dix- millionièmes  :  x  ; 
d'où 

X  =  -^ — 7: =r  i663  dix-millionièmes. 

60 

Ajoutant  donc  i663  dix-millionièmes  au  logarithme  de 
sin  23*^17',  qui  est  9,5969030 ,  on  trouve  915970693  pour 
le  logarithme  de  sîn  23^17' 34". 

2*^.  Soit  à  déterminer  le  logarithme  de  cos  64^12  37". 

En  observant  que  ce  logarithme  est  le  même  que  celui 
de  sin  25°47'23'',  on  opérera  comme  ci-dessus ,  et  Ton  trou- 
vera log  cos  64°i2'37"=  9,6385587. 

Si  Ton  veut  obtenir  directement  le  logarithme  de 
cos  64**  12' 3 7",  on  prendra  d'abord  dans  la  table  le  loga- 
rithme de  cos  64^12',  qui  est  9,6387199,  puis  la  diffé- 
rence 2614  dix-millionièmes,  dont  ce  logarithme  surpasse 
celui  de  cos  64*^13';  on  posera  ensuite  la  proportion 

60"  :  37"  Il  261^  dix-millionièmes  :  x, 

de  laquelle  on  tirera 

2614  X  37  a  r,^'        •/;•     - 

X  =:= -Ti =  IDI2  diX'millioniemes  y 

60 

et,  en  retranchant  161 2  dix-millionièmes  de  9,6387199^ 
le  reste  9,6385587  sera  le  logarithme  demandé. 

3**.  Proposons  -  nous  de  connaître  le  logarithme  de 
tang  32«i9  28". 

Cherchons  dans  la  table  le  logarithme  de  tang  32^19'^ 
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nous  trouvons  9,801 1  i6i .  Prenons  dans  la  colonne  inti- 
tulée (tijf'  corrïm. ,  à  droite  de  ce  logarithme ,  ladiifërenee 
2796  dix-millionièmes  entre  le  logarithme  de  tang  'i^^i^ 
et  celui  de  tang  32^20',  et  posons  la  proportion 

'    60  "  :  28"  :  :  2796  dix-milUonièmes  :  x , 

qui  donne 

X  =  —^^-^ =  i3oi  dix- millionièmes. 

60 

Enfin  ,  ajoutons  i3o4  dix-millionièmes  au  logarithme  de 
tang  32°i9'.  Le  résultat  9,801  â465  sera  le  logarithme  de 
tang  3  2"  19' 28". 

4°.  Soi  t  proposé  de  trouver  le  logarithme  de  cot  24^  1 5'39". 

En  observant  que  le  complément  de  24°i5'39''  est 
65^44'2i",  on  cherchera,  comme  nous  venons  de  l'indi- 
quer ci-dessus,  le  logarithme  de  tang65°44'2ï",  et  Ton 
trouvera  de  cette  ma  ni  ère  quele  logarithme  de  cot  24°  1 5' 39" 
est  10,3461 156. 

Si  l'on  voulait,  obtenir  directement  le  logarithme  de 
cot  24°! 5' 39",  on  calculerait ,  au  moyen  d'une  propor- 
tion 5  la  différence  qui  existe  entre  ce  logarithme  et  celui 
de,  cot  24°!  5',  et  on  la  retrancherait  de  ce  dernier. 

44.  Nous  allons  maintenant  considérer  la  question  in- 
verse, c'est-à-dire  supposer  que,  connaissant  le  loga- 
rithme d'un  sinus  ou  d'un  cosinus  ,  etc. ,  on  veuille  dé- 
terminer Tare  ou  l'angle  correspondant. 

1°.  Proposons-nous  de  déterminer  l'arc  ou  Fangle  dont 
le  logarithme  du  sinus  est  9,7544862. 

Cherchons  ce  logarithme  dans  les  colonnes  intitulées 
sin-^  nous  voyons  qu'il  tombe  entre  le  logarithme  de 
sin34°37',  qui  est  9,75441  ^9^  et  celui  de  sin  34°  38', 
d'où  nous  concluons  que  l'arc  ou  l'angle  correspondant 
est  de  34*^  37,  plus  un  certain  nond>re  de  secondes.  Pour 
trouver  ce  nombre  de  secondes ,  nous  prendrons  dans  la 


'^ 
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colonne  diff.  la  différence  i83o  dix-mîllionièmes,  qui  existe 
entre  le  logarithme  de  sin  34^*37'  et  celui  de  sin  34^38', 
puis  nous  chercherons  la  différence  qui  existe  entre  le  lo- 
garithme proposé  et  le  plus  petit  des  deux  logarithmes 
tabulaires  entre  lesquels  il  est  compris,  et,  après  avoir 
trouvé  que  cette  différence  est  de  743  dix-millionièmes, 
nous  dirons  :  Si,  pour  i  S'io  dix^millionièmes  de  plus  au 
logarithme  g  ^y  544^  ^9j  on  doit  ajouter  60  secondes  à  F  arc 
ou  à  V angle  de  34^37',  combien ,  pour  743  dix-millio- 
nièmes de  plus  au  même  logarithme ^  doit-on  ajouter  à 
cetarc  ou  à  cet  angle?  Ce  qui  nous  conduira  à  la  proportion 

i83o  :  743  ::  60"  :  ^, 

de  laquelle  nous  tirerons  * 

60''  X  743        ,.  .  ,      . 

X  =  • _-'_i_  r=  24' ,  a  une  seconde  près. 

L'arc  ou  l'angle  demandé  sera  donc  de  34*^37' 24"?  à  une 
seconde  près, 

2^.  Soit  à  déterminer  l'arc  ou  l'angle  dont  le  loga- 
rithme du  cosinus  est  9,3745812. 

On  calculera,  comme  nous  venons  de  l'indiquer  ci- 
dessus,  l'arc  ou  l'angle  correspondant  au  sinus  dont  le 
logarithme  est  9,3743812  ^  et,  en  prenant  le  complément 
de  cet  arc  ou  de  cet  angle,  on  trouvera  y6^iy4^"  pour 
l'arc  ou  l'angle  demandé,  à  une  seconde  près. 

3''.  Déterminons  l'arc  ou  l'angle  dont  le  logarithme  de 
la  tangente  est  10,3782898. 

Observant  d'abord  que  l'arc  ou  l'angle  demandé  est 
plus  grand  que  45°^  cherchons  le  logarithme  proposé 
dans  les  colonnes  intitulées  en  bas  tang:  nous  voyons 
qu'il  tombe  entre  le  logarithme  de  tang 67*^1 7'  et  celui  de 
tang  67^18'.  La  différence  entre  ces  deux  derniers  loga- 
ritlimes  est  de  3547  dix-millionièmes,  et  la  différence  qui 
existe  entre  le  logarithme  proposé  et  le  plus  petit  des 

33 


f)I/j  TRIGONOMÉTRIE. 

deux  logarithmes  tabulaires  entre  lesquels  il  se  trouve 
compris  est  de  i4i8  dix-millionièmes.  Pour  trouver  les 
secondes ,  nous  poserons  donc  la  proportion 

3547  :  i4i8  ::  60"  :  x, 

qui  nous  donnera 

X  = ^r^TT — --     =  24'',  à  une  seconde  près. 

3547 

Ainsi ,  Tare  ou  Tangle  demandé  sera  de  67°  17' 24",  à  une 
seconde  près. 

4^.  Soit  enfin  proposé  de  déterminer  Tare  ou  Tangle 
dont  le  logarithme  de  la  cotangente  est  9,8264375. 

Après  avoir  déterminé,  à  une  seconde  près,  comme 
nous  venons  de  l'indiquer  ci-dessus ,  l'arc  ou  Tangle  cor- 
respondant à  la  tangente  dont  le  logarithme  est  9,8264375, 
on  en  prendra  le  complément ,  et  l'on  trouvera  que  l'arc 
ou  l'angle  demandé  est  de  56^9' 21",  à  une  seconde  près. 

45.  Les  proportions  que  nous  avons  établies  dans  les 
deux  numéros  précédents  ne  sont  pas  exactes  5  car  elles 
supposent  que  les  différences  des  logarithmes  des  lignes 
trîgonoiïiétrîques  sont  proportionnelles  aux  différences 
des  arcs  ou  des  angles  correspondants,  ce  qui  n'a  pas 
lieu.  Toutefois,  l'erreur  que  l'on  commet  par  leur  emploi 
n'est  que  très-légère ,  et  l'approximation  qu'elles  donnent 
est  toujours  suffisante  dans  la  pratique. 

46.  Dans  les  formules  qui  contiennent  des  sinus,  des 
cosinus,  des  tangentes,  etc.,  on  suppose  ordinairement 
que  le  rayon  a  été  pris  pour  unité.  Il  faut  donc  avoir  soin , 
avant  de  leur  appliquer  les  logarithmes,  d'y  rétablir  le 
rayon  /',  d'après  la  règle  du  n*'  37. 

Soit  par  exemple 

X  =  425  X  sin»  38". 

En  rétablissant  le  rayon  /',  on  trouvera 

425  X  sin'  38« 
»«  — -  _i • 


X 

r- 


J 
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d'où  Ton  déduira ,  en  observant  que  le  logarithme  de  r 
est  lo, 

logar  =  log425  4- 2logsin38°  —  20. 

Soit  encore 

328  X  sin  25*» 
^^"S"  =  p-gXcos^BB- 

En  rétablissant  l'homogénéité ,  cette  formule  deviendra 

_  r«  X  328  X  sin  25° 
tangx-       45g  X  ces' 38      ' 

d'où 

log  tango?  =  20  4-  log  328 + îog  si  n  25  " —  log45g — 2  log  ces  38**, 

ou 

log  tangx  =  log  3a8+logsin  aS'+a  compL  logcos  38° —  log  459. 


33. 
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RÉSOLUTION    DES   TRIANGLES    RECT1L16NES. 


§  I.  —  Priieipes  poir la  résolntioi  des  triaigles  rectiligies. 

• 

47.  Nous  avons  vu  dans  la  Géométrie  (n°*  129 — 132) 
comment,  éta^t  données  trois  des  six  parties  qui  entrent 
dans  la  composition  d'un  triangle ,  pourvu  que  parmi  les 
trois  données  il  y  ait  au  moins  un  côté,  on  détermine 
graphiquement  les  trois  autres.  Nous  allons  maintenant 
exposer  les  principes ,  au  nombre  de  quatre ,  sur  lesquels 
s'appuie  la  résolution  des  mêmes  questions  par  le  calcul. 
Afin  d'abréger,  nous  désignerons  les  angles  des  triangles 
par  les  lettres  A,  B,  C ,  placées  à  leurs  sommets,  et  nous 
représenterons  par  a ,  i, c ,  les  côtés  respectivement  oppo- 
sés à  ces  angles.  De  plus,  si  le  triangle  est  rectangle,  A 
sera  l'angle  droit,  et,  par  conséquent,  a  sera  l'hypoténuse. 
D'ailleurs,  le  rayon  sera  toujours  supposé  égal  à  l'unité. 

48.  Premier  principe.  —  Dans  tout  triangle  recti^ 
ligne  rectangle,  ABC ,  chaque  côté  de  V angle  droit  est 
égal  au  produit  de  l'hypoténuse  par  le  sinus  de  l'angle 
opposé  à  ce  coté,  ou  par  le  cosinus  de  V angle  adjacent 

(fig.  i3). 

Du  point  B  comme  centre ,  et  avec  un  rayon  BD  égal 
à  l'unité,  décrivons  un  arc  de  cercle  DE,  et  abaissons  du 
point  D  le  sinus  DF  de  l'angle  B.  Les  deux  triangles  ABC 
et  DBF  seront  évidemment  semblables,  et,  par  conséquent, 
nous  aurons  la  proportion 

BD  :  DF  ::  BC  :  AC     ou     i  :  sin  B  ::  a  :  b; 
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d'où  Ton  tire 

On  aurait  pareillement 

c  =  a  sin  C. 

Gomme  les  deux  angles  B  et  C  sont  compléments  Tun 
de  l'autre  (Géom,,  nP  101 ,  coroll.  IV  ),  on  a  sinB  =  cosC 
et  sin  C  =  cos  B.  On  aura  donc  aussi 

b=za  cos  C ,         c=  a  cos  B. 

•49.  Deuxième  principe.  —  Dans  tout  triangle  recti" 
ligne  rectangle,  ABC ,  chaque  côté  de  F  angle  droit  est 
égal  au  produit  de  l* autre  côté  par  la  tangente  de  r an- 
gle opposé  au  premier,  ou  par  la  cotangente  de  V angle 
opposé  au  second  (fig*  i3). 

Du  point  B  comme  centre ,  et  avec  un  rayon  BD  égal 
à  l'unité,  décrivons  un  arc  de  cercle  DE,  et  menons,  par 
le  point  E ,  la  tangente  EG  de  l'angle  B.  Les  deux  trian- 
gles ABC  et  EBG  seront  évidemment  semblables,  et  don- 
neront la  proportion 

EB  :  EG  ::  AB  :  AC     ou     i  :  tangB  ::  c  :  à; 

d'où  Ton  tire 

b  =  c  tangB. 

On  aurait  pareillement 

c  z=z  b  tang  C. 

Les  deux  angles  B  et  C  étant  compléments  l'un  de 

l'autre ,  on  a  tang  B  =  cot  C  et  tang  C  =  cot  B.  On  aura 

donc  aussi 

A==ccotC,         c=^cptB. 

50.  Troisième  principe.  —  Dans  un  triangle  rectiligne 
quelconque,  ABC ,  les  sinus  des  angles  sont  entre  eux 
respectivement  comme  les  côtés  opposés  à  ces  angles 
(fig.  i4  et  i5). 

Abaissons  de  l'un  des  sommets,  A ,  une  perpendiculaire 
AD  sur  le  côté  opposé  BC ,  prolongé  s'il  est  nécessaire. 
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1°.  Si  cette  perpendiculaire  tombe  au  dedans  du  tri- 
angle {fig'  i4)  5  les  deux  triangles  rectangles  ABD  et  A  CD 
donneront  (n°  48) 

AD  =  csinB,       AD  =  ^sinC; 

d'où  il  résulte 

sîn  B  X  ^  =  sîn  C  X  ^ , 

et,  par  conséquent, 

sinB  :  sînC  ::  b  \  c. 

7?,  Si  la  perpendiculaire  AD  tombe  hors  du  triangle 
ABC  {fig*  i5),  les  deux  triangles  rectangles  ABD  et  ACD 
donneront 

AD  ==  c  sin  ABD,         AD  =  5  sin  C  ; 

d'où  il  résulte 

sin  ABD  X  c  =  sîû  C  X  ^ , 

et  9  par  conséquent , 

sin  ABD  :  sin  G  ::  b  i  c. 

Mais ,  Tangle  ABD  étant  le  supplément  de  l'angle  ABC 
ou  B ,  on  a  (n°  4)  sîn  ABD  =  sin  B.  On  aura  donc ,  conune 
dans  le  premier  cas , 

sin  B  :  sin  G  :  :  &  :  c. 

En  considérant  les  deux  angles  A  et  B ,  puis  les  deux 
angles  A  et  C,  on  obtiendrait  de  même  les  deux  pro- 
portions 

siti  A  :  sin  B  :  :  A  :  6 ,       sin  a  :  sin  G  :  :  €i  :  c 

51,  Quatrième  principe.  —  Dans  un  triangle  recti- 
lign^  quelconque  y  ABC ,  le  carré  de  Vun  des  côtés  est  égal 
à  la  somme  des  carrés  des  deux  autres,  moins  le  double 
produit  de  ces  deux  côtés  et  du  cosinus  de  V angle  quils 
comprennent  (&g.  i4  et  i5). 

Soit  abaissée  de  l'un  des  sommets,  A ,  une  perpendicu- 
laire AD  sur  le  côté  opposé  BC,  prolongé  s'il  est  né- 
cessaire. 
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i*^.  Si  celle  perpendiculaire  tombe  au  dedans  du  tri- 
angle {fig»  i4)>  on  aura  (Géom.,  n^  160) 

6'  =  rt»  4-  <?'  —  2û  X  BD. 

Or  le  triangle  rectangle  ABD  donne  (p?  48) 

BD  =  c  ces  B. 

On  aura  donc ,  en  substituant  cette  valeur  de  BD  dans 
la  relation  ci-dessus , 

A'  =  «'  4-  C  —  2fl  c  ces  B. 

2°.  Si  la  perpendiculaire  AD  tombe  hors  du  triangle 
ABC  (fig.  i5),  on  aura  (Géom. ,  n°  159) 

b^  =  a'  -I-  c'  -I-  2«  X  BD. 

Or  le  triangle  rectangle  ABD  donne 

BD  =  c  cos  ABD. 

Il  viendra  donc,  en  substituant  cette  valeur  de  BD  dans 
Tégalité  ci-dessus, 

b^  =  r/'-Hc'-h  2arcosABD. 

D'ailleurs ,  Tangle  ABD  étant  le  supplément  de  l'angle 
ABC  ou  B ,  on  a  (n*'  4)  cos  ABD  = — cos  B.  On  obtiendra 

donc  enfin 

b^  =  «'-{-r*' —  2«ccosB. 

52.  Si  Ton  applique  successivement  à  chacun  des  côtés 
d'un  triangle  la  proposition  du  numéro  précédent,  on 
aura  trois  équations, 

a^  =.  b-  -f-  c^  —  7.bc  cos  A , 
b^  =z  «'  4-  c'  —  7.ac  cos  B , 
c*  =  «'H-  b^  —  lab  cos  C , 

à  l'aide  desquelles  on  pourra  toujours  déterminer  trois 
des  six  parties  de  ce  triangle ,  qu.and  les  trois  autres  se- 
ront connues,  excepté  toutefois  dans  le  cas  où  l'on  ne 
donnerait  que  les  trois  angles.   Ce  principe  peut  donc 
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suffire ,  à  lui  seul ,  pour  résoudre  tous  les  problèmes  rela- 
tifs aux  triangles  rectilignes,  et  il  faut,  par  conséquent, 
que  l'on  puisse  en  déduire  les  principes  précédemment 
exposés.  Voici  comment  on  y  parvient: 

L'équation  a*^  =  J'  +  c*  —  nbc  cos  A  donne 

cos  A  = ; • 

Cette  valeur  de  cos  Â  étant  substituée  dans  la  relation 
sin' A  =  I — cos'  A  (n°  7),  on  trouve,  en  réduisant  i  en 
fraction , 

^^^^^= w^^ ' 

ou,  en  effectuant  les  calculs  et  simplifiant, 

.  ,  ,        2a^b^  -4-  2fl V  -+■  ib^c^  —  a*  —  b^  —  c^ 
sm'A=: j-, ? 

et  l'on  déduit  de  là ,  en  extrayant  la  racine  carrée  de  cha- 
que membre ,  et  divisant  tout  par  a , 

in  A        v^2tf »^'  H-  la^c^  4-  26V  —  a^  —  b^  —  c^ 


sm 


a 


labc 


Or  le  second  membre  de  celte  dernière  égalité  est  une 
fonction  symétrique  des  trois  quantités  a,  i,  c,  c'est-à- 
dire  qu'il  reste  le  même  quand  on  y  fait  un  échange  entre 
deux  quelconques  de  ces  trois  quantités.  Les  valeurs  de 

sin  B        j     sin  C   ,  .  i  a        i  a  11 

—j —  et  de doivent  donc  être  les  mêmes  que  celle 

de ,  et  l'on  a ,  par  conséquent,  les  trois  relations 

sin  A      sin  B       sin  A      sin  C       sin  B       sin  G 

a  0  a  C  0  C 

qui  ne  sont  autre  chose  que  l'expression  du  principe  du 
n«50. 

Si  l'augle  A  est  droit,  on  a  sin  A  =  i,  et  Ton  lire  des 
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deux  premières  relations 

b  =  a  sin  B ,  c  =:  a  sin  C , 

ou 

b  =  a  CCS  C ,  c  =:  a  cosB  ; 

e'esl-à-dire  que  l'on  retrouve  le  principe  du  n°  48. 

Enfin,  on  tire  de  ces  dernières,  par  voie  de  division  , 
et  en  faisant  disparaître  les  dénominateurs , 

b  z=  c  tang  B ,  c  =  b  tang  C, 

ou 

b  =  c  cot  C ,  c  •=:  b  cet  B  ; 

c'est-à-dire  que  l'on  est  ramené  au  principe  du  n°  49. 

§  II.  —  Examen   des  ditTérents  cas  de  la  résolution  des   triangles 

rectilignes  rectangles. 

53.  Premier  CAS.  —  ConnaùsantVhypoténuseya^  et 

un  angle  aigu,  B ,  trouv^er  Vautre  angle  aigu,  C ,  et  les 

deux  côtés ,  i,  c,  de  V angle  droit. 

On  a  d'abord 

C  =  90«~B, 

et  le  premier  principe  (n^  48)  donne  ensuite 

^=:asinB,         c  =  «cosB. 

54.  Deuxième    cas.   —   Connaissant  un  côté  y  A,  de 

r angle  droit ,  et  Vun  des  angles  aigus,  B,  trouver  Vautre 

angle  aigu,  C,  lliypoténuse,  a,  et  le  second  côté,  c, 

de  Vangle  droit. 

On  a  d'abord 

C  =  90**  —  B. 

Le  premier  principe  (n°  48)  donne  ensuite  la  relation 
h^=^a  sin  B,  de  laquelle  il  résulte 

b 
sm  B 

Enfin, par Iedeuxièmeprincipe(n° 49),  oiia  &=:clangB.; 


ê 
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d'où  Ton  tire  /^-tousles  problèmes  rela- 

c  :— l_l  faut,  par  conséquent, 

tang  fîncipes  précédemment 

55.  Troisième  cas.  —   Conna^nX: 

et  Vun  des  côtés  y  i,  de  V  angle  droite  datine/*  les  deux 
angles  aigus,  B ,  C ,  e*  Vautre  côté  y  c,  de  V  angle  droit. 

En  vertu  du  premier  principe  (n°'4!8),  on  a  d'abord  la 
relation  b  =^a  sin  B ,  de  laquelle  on  déduit 

•    n       ^ 
sm  Is  =  — 

a 
On  a  ensuite 

C  =  90"  —  B. 

Enfin,  on  détermine  c  par  le  premier  principe,  qui 

donne 

c  =  fl  ces  B. 

On  pourrait  encore  déterminer  c  directement,  par  le 
moyen  de  la  relation  c'  =  a'  —  i',  de  laquelle  on  tire 

expression  qui  est  très-facile  à  calculer  par  logarithmes. 

56.  Quatrième  cas.  —  Connaissant  les  deux  côtés,  b^ 
e,  de  r angle  droit,  trouver  r hypoténuse,  a,  et  les  deux 
angles  aigus,  B,  C. 

On  a  d'abord,  en  vertu  du  deuxième  principe  (n^  4-9) , 
la  relation  b  =  c  tang B,  de  laquelle  on  tire 

„       b 
tang  B  =  — 

€0 

On  a  ensuile 

C  =r  90°  —  B. 

Enfin ,  le  premier  principe  (n**  48)  donne  b  =  a  sin  B  ; 

d'où  l'on  déduit 

b 

a  =  — . 

smB 

On   pourrait  encore  trouver  a  directement,   par   \v 
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deux  premières  relation*' ,,        ,        .,  ,,- — ^ 

=  6'+ c' ,  qni  donne  a  =  V  o*  +  (?*• 

^  **"    ^e  se  décompose  pas  en  facteurs , 
b  ^=z  a  cosC  commode  pour  le  calcul  logarith- 
mique.^ ,,     .  illieux  délerminer  d'abord  TauffleB, 
et  s  en  servir  ensuite  pour  trouver  a, 

§  III.  —  Examen   des  difTérents  cas  de   la  résolution  des  triangles 

rectilignes  quelconques. 

57.  Premier  cas.  —  Connaissant  un  côté,  a,  et  deux 
angles  y  A ,  B,  tromper  le  troisième  angle,  C ,  et  les  deux 
autres  côtés ,  b,  c. 

On  a  d'abord ,  pour  l'angle  C 

C  =   i8o«  —  (A  4-  B). 

Ensuite,'  le  principe  du  n"  50  donne  les  deux  propor- 
tions 

sinA  :  sinB  ::  a  :  b,  sinA  :  sinC  ::  a  :  c, 

desquelles  on  déduit    - 

,  a  sin  B  a  sin  C 

b  =      .     ■    ?  c  =      .        ' 

SinA  smA 

58.  Dexjxième  cas.  —  Connaissant  deux  côtés,  a,  fe, 
a^ec  r angle,  A,  opposé  à  l'un  d'eux,  tromper  le  tivisième 
côté,  c^et  les  deux  autres  angles,  B,  C. 

On  a  d'abord ,  par  le  principe  du  n°  50,  la  proportion 

sinA  :  sinB  ::  rz  :  ^, 

de  laquelle  on  tire 

.    ^         6  sin  A 

smB  =  • 

a 

Les  deux  angles  A  et  B  étant  connus ,  on  en  déduit 

C  =   i8o°  —  (A  -f-  B). 

Enfin ,  on  détermine  le  côté  c  par  la  proportion 

sin  A  :  sin  C  :  t  a  :  r , 
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qui  donne 

a  sin  C 


sinA 


Comme  Tangle  B  est  ici  déterminé  par  son  sinus,  et  que 
deux  angles  suppléments  Tun  de  l'autre  ont  même  sinus 
(n**  4),  il  s'ensuit  que,  lorsqu'on  a  calculé  sinB,  on  peut 
prendre ,  pour  la  valeur  correspondante  de  l'angle  cher- 
ché, ou  l'angle  aigu  indiqué  dans  la  table ,  ou  son  supplé- 
ment. En  substituant  successivement  ces  deux  valeurs 
dans  les  relations  qui  donnent  C  et  c ,  on  trouve  égale- 
ment deux  valeurs  pour  chacune  de  ces  quantités.  La  ques- 
tion est  donc ,  en  général ,  susceptible  de  deux  solutions  ; 
et  en  effet  la  construction  géométrique  {Géom,^  n®  131) 
donnerait  les  deux  triangles  ABC  et  AB'C  {Jig*  i6),  dont 
l'un  est  acutangle  en  B,  et  l'autre  obtusangle  en  B'.  Mais 
ces  deux  solutions  n'ont  lieu  en  même  temps  qu'autant 
que  l'angle  donné  A  est  aigu ,  et  que  le  côté  h  est  plus 
grand  que  le  côté  a\  car,  si  l'angle  A  était  obtus,  les 
deux  angles  B  et  C  seraient  nécessairement  aigus  {Gréom.^ 
n°  101,  coroU.  III),  et,  si  Ton  avait  b<C^a^  on  aurait  aussi 
B<;;  A(Géo/w.,n°lll,  ré«/7r.), et,par  conséquent, l'angle 
B  ne  pourrait  pas  être  obtus.  Si  l'on  avait  entre  les  don- 
nées la  relation  a  =  b  sin  A,  il  en  résulterait  sinB  =  i  ; 
alors  Tangle  B  serait  droit,  et  il  n'y  aurait  qu'une  seule 
solution.  Enfin,  il  n'y  aurait  plus  de  triangle  possible ,  si 
l'on  avait  entre  les  données  la  relation  a<Cb  s\nK\  car 
il  en  résulterait  sinB  >  i ,  ce  qui  est  absurde  (n°  6).  Si 
l'on  abaisse  en  effet,  du  point  C,  une  perpendiculaire 
CD  sur  le  côté  AB,  le  triangle  rectangle  ACD  donnera 
CD  =  ft  sinA ,  et,  pour  que  le  triangle  ABC  puisse  être 
construit,  il  faut  évidemment  que  le  côté  a  ne  soit  pas 
moindre  que  la  perpendiculaire  CD. 

59.  Troisième  cas.  —  Connaissant  deux  côtés  y  a^b^ 
a^ec  Vanglcy  C ,  quils  comprennent,  trouver  les  deux 
autres  angles,  A ,  B,  et  le  troisième  côté,  c. 


N 

\ 
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Par  le  principe  du  n^  50,  on  a  la  proportion 

al  b  ::  sinA  :  sinB. 

Cette  proportion  renferme  deux  inconnues^,-sî«A  et 
sinB  ;  mais  on  en  déduit 

a  -\-  b  \  a  —  ^  :  :  sin  A  4-  sin  B  :  sin  A  —  sin  B, 

et,  comme  on  a  déjà  (n°*  32  et  33) 

sinA-f  sinB  :  sin  A  — sinB  ::  tang|(A4-B;  ;  tang|(A— -B), 

il  viendra ,  à  cause  du  rapport  commun , 

«4-  ^  :  «  — ^  ::  tangl(A4-B)  :  tangj(A  — B). 

Or  on  a 

i(A4-B)=:i(i8o<'-C)  =  9oo-iC, 

et ,  par  conséquent , 

tang|(A  -h  B)  r=  tangfgo"  —  |C)  =  cot^-C. 

Donc  les  trois  premiers  termes  de  celte  proportion  sont 
connus,  et  l'on  pourra  en  tirer  la  valeur  de  tang  ^  A — B)^ 
ce  qui  donnera 

tangi(A  -  B)  =  ^ — f-,-^-  • 


a 

La  demi-somme  et  la  demi-différence  des  deux  angles  A 
et  B  étant  ainsi  connues,  il  sera  facile  de  connaître  chacun 
de  ces  angles  ;  car  on  a  évidemment 

A  +  B       Ar-B       _       A-f-B       A  — B 

2 


A=: 1 ^,       B  = 


Enfin,  ayant  déterminé  les  deux  angles  A  et  B,  on  ob- 
tiendra le  côté  c  par  la  proportion 

sin  A  :  sinC  W  a  :  c^ 
qui  donne 

a  sin  G 


sin  A 
60.  Quatrième  cas.  —  Connaissant  les  trois  cotésy 
a^h^  c,  trou\^er  les  trois  angles,  A ,  B,  C. 
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Le  principe  du  n"  5i ,  étant  appliqué  successivement 
aux  trois  côtés  du  triangle,  donne  trois  équations ,  des- 
quelles on  tire 

cosA  = i ?    cosB= ,     cosC=: 


2bc  JLac  2ab 

Mais,  ces  expressions  n'étant  pas  calculables  par  loga- 
rithmes, nous  allons  les  transformer  en  d'autres  formules 
qui  remplissent  cette  condition. 

Si  l'on  considère  en  particulier  la  première,  on  en  dé- 
duit facilement  les  deux  relations 

2bc  —  b*  —  c'  H-rt» 


1  —  ces  A  = 


I  -h  cosA  = 


2bc 

ibc  -\-b''-\-c^  —  fl  ' 

7.bc 


ou ,  en  observant  que  aie  —  i*  —  c'  est  égal  au  carré  de 
b  —  c  pris  négativement ,  et  que  7.bc+b^  +c*  n'est  autre 
chose  que  le  carré  de  i  +  c , 

fi^  —  lb-^cY       [a-Jrb'-c)(a  —  b'^c) 

1  — cosA  = -, =  ~~ ^, 

2  or  2.bc 

,  a- nn,  A  _  lilI^llIiL'  -  (b-\-c  +  a){b  +  c-a) 

I  -f"  v!OS  A  —  ' ; — —  ,.■■■.....-,       ■         . 

7.0C  ibc 

Or  on  a  (n"  18) ,  en  supposant  le  rayon  égal  à  l'unité, 


.    ,  ^            /\ — cosA              ,  ^            /i -hcosA 
sinM=y :^ '      cosiA^y/ ^ 

On  aura  donc,  en  substituant  dans  ces  relations  les  va- 
leurs que  nous  venons  de  trouver  pour  i  — cosA  et  pour 

I  -l-cosA,  . 

sinTA  =  i  /  ^ -rr ■> 


.iniA  =  y/^ 


.    /{b  -h  c  -h 
cos 


.              /[b-}rc-^a)(h-^c  —  a) 
_  A  -  y^ "4^-  ' 

formules  logarithmiques,  qui  feront  connaître  l'angle  A 
par  le  sinus  de  sa  moitié  et  par  le  cosinus  de  sa  moitié. 
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On  peut  égalomenl  déterminer  Tangle  A  par  la  tan- 
gente de  sa  moitié-,  car,  si  l'on  divise  sîn^  A  parcos^  A, 
on  obtient  (n**  8),  toujours  dans  l'hypothèse  du  rayon  égal 
à  l'unité, 


:**=\/l: 


-+-/.»  —  c)  (a  —  b  -^c) 


-h  c  -h  «)  (^  -f-  c  —  rt) 

Ces  trois  formules  peuvent  encore  être  simplifiées  :  si  Ton 
pose,  en  effet ,  a  +  i  +  c  =  2/7,  il  en  résulte 

a  -^  b  —  c  zz:  2{p  —  c), 
a  —  ^-hc  =  2(/>  —  b)y 
b  H-c   —  a  :=  2(p  —  /i), 

et  elles  deviennent  alors ,  toute  réduction  faite , 


En  considérant  les  relations  cosB  =   et 

2.ac 

a^^  b^ c^ 

c.osC  = = ?    on  obtiendrait  des  formules  ana- 

2fl^ 

logues  pour  déterminer  les  angles  B  et  C. 

Lorsque  l'on  veut  calculer  les  trois  angles  d'un  triangle, 
la'troisième  formule,  qui  fait  connaître  chacun  de  ces  angles 
par  la  tangente  de  sa  moitié,  est  préférable  aux  deux 
autres,  par  la  raison  qu'elle  n'exige  que  la  recherche  des 
logarithmes  des  quatre  quantités/?,  p — a,  p — fe,  p  —  c, 
tandis  que ,  en  se  servant  de  Tune  ou  de  l'autre  des  deux 
premières,  il  en  faudrait  chercher  deux  de  plus. 

Quand  le  triangle  est  possible,  les  valeurs  trouvées 
pour  sin^A,  pour  cos^  A ,  et  pour  tang^  A ,  sont  toujours 
réelles  ;  car  on  a  alors 

a  <^  b  -\-  c,  b  <^(t  -\-  c ,  r  <:^a  -{-  b. 
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et  Ton  déduit  de  là 

b -\- c — fl>o,     a-\-c  —  ^>o,     rt-h^— c>o, 

c'est-à-dire  que  tous  les  facteurs  compris  sous  les  radicaux 
sont  positifs. 

§  IV.  —  Applications  de  la  résolution  des  triangles  reetiligoes. 

61 .  Tromper  la  hauteur  AB  d'un  édifice  dont  le  pied 
est  accessible  (fi^.  17). 

Après  avoir  mesuré ,  à  partir  du  pied  B  de  l'édifice ,  une 
base  BC ,  qui  ne  soit  ni  très-grande  ni  très-petite  par  rap- 
port à  sa  hauteur,  afin  d'éviter  les  angles  trop  grands  ou 
trop  petits,  on  place  à  l'extrémité  C  un  graphomètre  ou 
un  cercle  répétiteur  {Géom.,  n^*  487  et  4f88),  que  Ton 
dispose  de  telle  sorte  que  le  plan  du  limbe  soit  vertical ,  et 
Ton  mesure  l'angle  ADE,  que  fait  le  rayon  visuel  DA  avec 
l'horizontale  DE.  Connaissant  ainsi ,  dans  le  triangle  rec- 
tangle AED,  le  côté  ED,  égal  à  BC ,  et  l'angle  aigu  ADE, 
on  détermine  facilement  la  longueur  du  côté  AE  (n°  54). 
En  ajoutant  à  cette  longueur  la  hauteur  de  l'instrument 
dont  on  s'est  servi  pour  mesurer  l'angle  ADE,  on  obtient 
la  hauteur  demandée. 

Soient  les  données  BC  =  43"", 27,  CD  =  i^,i5, 
ADE  =  52*^28'.  On  aura  (n**  49),  en  rétablissant  le  rayon  r 

(n«  37), 

43"»,27  X»ang52°28' 

AE  :=■  — • 

r 

Calcul  par  logarithmes. 

log43,27 1,6361869 

logtang52*»28' 10,1 144965 

logAE - .  •      1 ,7506834 

AE=^56"^i322,     AB=56«,322+  i°»,i5  =  57",472. 
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62.  Trousser  la  hauteur  x\B  (Tun  édifice  dont  le  pied 
est  inaccessible  (Ci^,  i8). 

Après  avoir  mesuré  une  base  quelconque  CD,  on  place 
un  graphomètre  ou  un  cercle  répétiteur  à  l'une  des  extré- 
mités ,  C ,  et  l'on  prend  la  valeur  de  l'angle  AEF  (Géom,, 
n°*  487  et  488),  que  fait  le  rayon  visuel  EA  avec  l'hori- 
zontale EF  parallèle  à  CD.  On  transporte  ensuite  l'instru- 
ment à  l'autre  extrémité,  D;  on  voit  quelle  est  la  grandeur 
de  l'angle  AFE,  que  fait  avec  la  même  horizontale  le  rayon 
visuel  FA  5  puis  on  mesure  l'angle  AFG,  que  forme  ce 
même  rayon  visuel  avec  l'horizontale  FG  parallèle  à  DB. 
Cela  fait,  connaissant,  dans  le  triangle  AEF,  le  côté  EF, 
égal  à  CD,  et  les  deux  angles  adjacents ,  on  calcule  le  côté 
AF  (n°  57).  Connaissant  ensuite,  dans  le  triangle  rec- 
tangle AGF^  rhypoténuse  AF  et  l'angle  aigu  AFG,  on 
calcule  la  longueur  du  côté  AG(n^53).  Enfin,  en  ajou- 
tant à  la  longueur  de  AG  la  hauteur  de  l'instrument  dont 
ou  s'est  servi  pour  mesurer  les  angles ,  on  obtient  la  hau- 
teur demandée; 

Soient  les  données, 

CD  =  38«»,75,     AEF  =  63°47',     ^FE  =  5'j«24', 
CE  =  DF  =  i-'.ao,     AFG  =  42«38'25". 

Calcul  de  AF. 

EAF  =  36oo  -^  (AEF  +  AFE  )  =  58°49'. 

sin  EAF  :  sin  AEF  :  :  EF  :  AF  ; 

,_,       EFXsinAEF 
sin  EAF 

logEF 1,5882717 

logsinAEF 9,9528553 

compl.  log  sin  EAF. .     0,0677724 

log  AF 1,6088994 

11  est  inutile  de  chercher  la  longueur  de  AF,  parce 

H 


> 
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qu'on  n'a  besoin ,  pour  les  calculs  ultérieurs ,  que  de  son 
logarithme. 

Calcul  de  KB. 

AFxsinAFG 

Ait  =     ■' 

r 

logAF 1,6088994 

log  sin  AFG 9,83o84o& 

log  AG.  .......     1,4397402 

AG  =  27^,525,     AE  ==  27^,525  -t-  i«j20'=:  2«",725. 

63.  Déterminer  la  distance  de  deux  points  accessibles, 
Â  et  B,  séparés  par  un  obstacle  qui  les  rend  imnsibles 
Fun  à  regard  de  Vautre  (fig.  19). 

On  choisit  d'abord  un  point  C,  d'où  Ton  puisse  aper- 
cevoir les  deux  points  Â  et  6,  et  duquel  on  puisse  aller 
directement  &  chacun  de  ces  points,  puis  on  prend  la  va- 
leur de  l'angTe  ACB ,  et  Ton  mesure  les  deux  distances 
CÂ  et  CE.  Connaissant  ainsi ,  dans  le  triangle  ABC ,  un 
angle  et  les  deux  côtés  qui  le  conçrennent,  la  détermi- 
nation de  AB  rentre  dans  le  troisième  cas  de  Ta  résoIution^ 
des  triangles  rectilîgnes  quelconques  (n^  59). 

Soient,  par  exemple,  ACB  =  53^26',   CA  =  63", 45, 
CB  =  85",27. 

Calcul  des  angles  A  ef  B. 
CB  -h  CA  =  i48",72,     CB  —  CA  =  2i«,82. 
A  H-  B  =  1 26°34',     j-  (A  4-  B)  =  6301 7'. 
CB-hCA  :CB  — CA^:  tang|(AH-  B)  :  taDgj(A  — B); 

^  '  ^  ^  CB  4-  CA 

loglang|(A -f- B) 10,2981626 

log(CB  — CA) 1,3388547 

compl.  log(CB-l-CA) 7,8276447 

logtangf(A  — B) 9,4646620 
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|{A-B)=i6«i5'g"; 
À  =  79^*32' 8",     B  =  47»i'52". 

Calcul  de  AB. 

À  =  79°32'8%     C  =  53*a6',    CB  =  85«»,27. 

sinA  :  sinC  :!  GB  :  AB; 

._       CBxânC 

AB  = : — ; • 

sin  A 

logGB.  . 1,9307963 

log  sin  G 9,9048043 

compl.   logsinA.    .   .     0,0072840 

logAB.  .   .   .   .   .  .   .     1,8428846 

AB  =  69^,644^ 

64.  Connaissant  la  position  et  la  distance  de  deux 
points^  A  et  B,  trousser  sur  le  terrain  la  position  d*un 
troisième  point,  C ,  dont  les  distances  à  ces  deux  points 
sont  données  (  fig.  20). 

La  détermination  du  point  C  rentre  dans  le  quatrième 
cas  de  ]a  résolution  des  triangles  rectilignes  quelcon" 
ques  (n^  60)5  car,  si  l'on  calcule,  dans  le  triangle  ABC^ 
dont  on  connaît  les  trois  côtés,  Tun  des  angles  adjacents 
au  côté  AB,  Tangle  A  par  exemple ,  et  que  Ton  prenne 
sur  la  direction  AC ,  lorsqu'elle  sera  connue ,  une  lon- 
gueur égale  à  la  distance  du  point  C  au  point  donné  A , 
la  position  du  point  C  par  rapport  aux  deux  points  A 
et  B  sera  complètement  déterminée. 

Soient,  par  exemple,  en  représentant  par  a,  &,  c,  les 
côtés  du  triangle  ABC  respectivement  opposés  aux  an- 
gles A,  B,  C, 

a  =528",76,    b  =  652«,28,    c  =  487'»,6o. 

On  en  déduit  immédiatement ,  en  désignant  par  2p  le 
périmètre  du  triangle,  p  =  834", Sa,  et,  par  conséquent, 
p  -^  b  =z  i82™,o4,    p  —  c  =:  346'", 72. 

34. 
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Calcul  de  V angle  Â. 


sinXA  =  y(^-^)<^-)- 


**       *  '  L  4- compl.log  ^ -h  compl.logcj 

log(/?  — ^) 2,2601848 

log(^  — c) 2,5399788 

compl.log^ 7,i85566o 

conipl.  loge 7,3119863 

2  log  sin  I  A '912976659 

logsin|A 9,6488328 

I A  =  26»27'i5'%     A  =  52»54'3o". 

65.  Déterminer  la  distance  A6  d'un  point  inaccessAle 
à  un  autre  point  inaccessible  (fig.  21)^ 

On  mesurera  d'abord  une  base  CDi  Si  Ton  conçoit 
ensuite  des  droites  menées  des  extrémités  de  cette  base  aux 
deux  points  A  et  B ,  on  aura  deux  triangles ,  ACD^  BCD  , 
dans  chacun  desquels  on  pourra  mesurer  les  angles  adja- 
cents à  la  base.  Connaissant  ainsi,  dans  le  triangle  ACD,  le 
c&téCD  et  les  deux  angles  adjacents  à  ce  côté,  on  calculera 
la  longueur  de  AC  (n"57).  Connaissant  de  ^ême,  dans 
le  triangle  BCD  ^  le  côté  CD  et  les  deux  angles  qui  lui 
sont  adjacent»,  on  calculera  la  longueur  de  BC«  Cela  fait, 
on  retranchera  T angle  BCD  de  Fanglc  ACD;  ce  qui  don- 
nera la  valeur  de  T angle  ACB.  On  connaîtra  donc  alors, 
dans  le  triangle  ABC,  deux  côtés ,  CA^  CB,  avec  l'angle 
qu'ils  comprennent ,  et  la  détermination  de  AB  rentrera  , 
comme  la  résolution  du  problème  du  n^  63,  dans  le  troi- 
sième cas  de  la  résolution  des  triangles  rectilignes  quel- 
conques {pP  59). 

66.  Trois  points  remarquables^  A,  B,  C,  étant  situés 
sur  un  terrain  uni,  on  veut  y  retrouver  la  position  d'un 
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quatrième  points  M,  eVoii  les  distances  AB  et  ÂC  ont  été 
vues  sous  des  angles  connus  (  fig.  aa). 

Appelons  a  et  |3  les  angles  donnés  AMB  et  AMC ,  et  dé- 
signons Tangle  BAC  par  A,  la  distance  AB  par  a ,  et  la 
distance  AC  par  b.  Représentons  d'ailleurs  par  x  et  jr 
les  deux  angles  inconnus  ABM  et  ACM.  Cela  posé ,  dans 
le  quadrilatère  ABMC ,  on  aura 

d'où 

X  -f-  j^  =  36o«  —  (A  -4-  a  -h  p), 

et ,  par  suite , 

|(j?  4- r)  =  1800  —  |(A -H  a -f- p). 

Comme  l'angle  A  peut  être  mesuré,  on  connaîtra  ainsi 
la  demi^somme  des  angljes  désignés  par  x  et  y.  Pour  con- 
naître leur  demi-différence,  on  observera  d'abord  que  les 
deux  triangles  ABM  et  ACM  donnent  les  deux  propor-r 

lions 

sin  a  :  sin  0?  :  :  a  :  AM,     sin  p  :  ^n  ^  :  *.  ^  :  AM, 

desquelles  il  résulte 

AM=:— ; ,     AM  =      .    /  7 

sin  a  s^n  p 

^t ,  par  conséquent , 

a  siax       b  sin  je 

sin  a  sinp 

Oïl  tirera  de  cette  relation 

sin  j?       bsino^        ,     asin^ 

-: = ; — ^  =  à  :  — : > 

&in  y      a  sin  p  sin  a 

ouj  en  appelant  c  la  valeur  de  — : — ?>  que  l'on  pourra  tou- 
jours calculer ,  puisque  les  trois  quantités  a  ,  a  et  |3  sont 
données, 

sin  X       b 

sin  j       c  ' 
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d'où  Ton  déduira 

sina:  -hûa  jr       A  -f-  c 
ùaa:  —  sin  j       b  —  c 

Or  on  a  déjà ,  d'après  un  théorème  connu  (n^  32), 

sin ar  -+-  sin  7       tang|  (x  -h  x) 
sin  X  —  sin  jr       tang-f  {x  —  y) 

On  aura  donc  la  proportion 

b  -hc  _  tang  j  {x-h  y)_ 
b  —c'^ tang-j  (*  —  r) ' 

d'où  l'on  tirera  la  valeur  dç.tang  J-  (or  — j)* 

Connaissant  alors  la  demi-somme  et  la  demi  -diflerence 

des  deux  angles  ABM  et  ACM ,  il  sera  facile  de  trouver 

chacun  de  ces  angles. 
On  aura  ensuite 

BAM=  i8o^  — (a^-ABM),     CAM=:  i8o»  —  (p  H- ACH),  - 

çt  l'on  obtiendra  la  distance  AM  par  l'une  des  propor- 
tions 

sina  :  sinABM  ::  a  :  AM,     sin^  :  sin  ACM  ::  b  :  AM. 

Cette  distance  étant  connue ,  ainsi  que  les  deux  angles 
BAM  et  CAM ,  la  position  du  point  M  sur  le  terrain 
sera  complètement  déterminée. 


CHAPITRK  QUATRIÈME. 


RÉSOLUTION    DES   TRIANGLES   SPHÉRIQUES. 


§  I.  —  Principes  pour  la  résolulioD  des  triangles  sphériqaes. 

67.  Pour  qu*un  triangle  sphérique  puisse  être  résolu , 
il  suffit  de  connaître  trois  des  six  éléments  qui  le  com- 
posent, angles  ou  côtés.  Nous  allons  exposer  les  principes 
au  moyen  desquels ,  trois  de  ces  éléments  étant  donnés  , 
on  peut  toujours  déterminer  les  trois  autres.  De  même 
que  dans  les  triangles  rectiligues ,  nous  supposerons  que 
le  rayon  soit  égal  à  l'unité  5  nous  désignerons  les  angles 
des  triangles  par  les  lettres  A,  B,  C,  placées  à  leurs  som- 
mets^ nous  appellerons  a,  b^  c,  les  côtés  respectivement 
opposés  à  ces  angles  \  et,  lorsque  nous  aurons  à  considérer 
un  triangle  rectangle ,  A  sera  toujours  l'angle  droit ,  et , 
par  conséquent ,  a  représentera  l'hypoténuse 

68.  Premier  principe.  — Dans  tout  triangle  spkénçue 
rectangle  ABC,  le  sinus  de  chaque  côté  de  l'angle  droit 
est  égal  au  produit  du  sinus  de  r hypoténuse  par  le  sinus 
de  V angle  opposé  à  ce  côté  (fig.  23). 

Du  centre  de  la  sphère  sur  laquelle  est  situé  le  trian- 
gle ABC  ,  menons  les  rayons  OA,  OB,  OC;  prenons  sur 
OC  une  longueur  OF  égale  à  l'unité:  du  point  F,  abais- 
sons FD  perpendiculaire  sur  OA,  et,  du  point  D,  menons 
DE  perpendiculaire  sur  OB;  enfin  joignons  le  point  E 
au  point  F.  L'angle  A  étant  droit ,  les  deux  plans  AOB  et 
AOC  seront  perpendiculaires  entre  eux  ;  par  conséquent, 
la  droite  FD  sera  perpendiculaire  au  plan  AOB  ,  et ,  par 
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suite,  EF  sera  perpendiculaire  sur  OB(Gé?o/m. ,  n"2t}0). 
Il  résulte  de  là  que  Tangle  DEF  mesurera  rinclinaison  du 
plan  BOC  sur  le  plan  AOB,  et  ne  sera  autre  chose  que 
l'angle  B  du  triangle  proposé. 

Cela  posé ,  dans  le  triangle  rectiligne  EDF,  rectangle 
en  D,  on  a  (n°  48) 

DF  =  EFXsinDEF. 

Or  nous  venons  de  voir  que  l'angle  DEF  n'est  autre 
chose  que  l'angle  B.  D'ailleurs ,  OF  étant  égal  au  rayon  i , 
on  a 

EF  =  sin  EOF  =  sin  a     et     DF  ==  sin  DOF  =  sin  b. 

On  aura  donc ,  en  substituant, 

sin  b  :=  siiiéi  sinB. 

On  aurait  pareillement,  pour  l'autre  côté  ç  de  l'angle 

droit , 

siu  ç  =  sin  a  sin  C. 

69.  Deuxième  principe.  —  Dans  tout  triangle  sphé- 
rique  rectangle  ABC ,  la  tangente  de  chaque  côté  de 
Vangle  droit  est  égale  au  produit  de  la  tangente  de 
l'hypoténuse  par  le  cosinus  de  V angle  oblique  adjacent 
à  ce  côté  (  6g.  23). 

En  faisant  la  même  construction  que  dans  le  numéro 

précédent,  le  triangle  rectiligne  rectangle  EDF  donne 

(no4«) 

DE  =  EF  X  ces  DEF  =  sio  a  cos  B. 

Mais  on  a  déjà  (n"  49),  dans  le  triangle  rectiligne  rec- 
tangle ODE, 

DE  =  OE  X  tangDOE  =  ces  a  tang  c. 

On  aura  donc ,  en  égalant  les  seconds  membres , 

ces  a  tang  c  =  sina  ces  B; 

d'où  l'on  déduira 

sin  a  CQS  B       sin  £i       ^ 

lang  V  = —  = cosB, 

cos  a  cos  a 
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,  sin  û  /     1   ^ 

OU,  en  observant  que est  égal  a  tanga, 

tang  c  =  taog  a  ces  B. 

On  aurait  de  mème^  pour  l'autre  côté  b  de  Tangle  droit, 

tang  b  =  tang  a  ces  C. 

70.  Troisième  principe.  —  Dans  tout  triangle  sphé- 
rique  rectangle  ABC,  le  cosinus  de  l'hypoténuse  est 
égal  au  produit  des  cosinus  des  deux  cotés  de  l'angle 
droit  (  fig.  23). 

En  faisant  la  même  construction  que  dans  les  deux 
propositions  précédentes,  le  triangle  rectiligne  ODE, 
rectangle  en  E,  donnera  (n^  48) 

OE  =  OD  X  cos  DOE . 
Or  on  a 

OE  =  cos  EOF  =  cos  «,     OD  =  cos  DOF  =  cos  b, 

cos  DOE  =  cosc. 

Il  viendra  donc,  en  substituant, 

cos  a  =  cos  b  cosc. 

71-  Quatrième  principe.  — Dans  tout  triangle sphé- 
rique  rectangle  ABC,  le  cosinus  de  F  un  des  angles 
obliques  est  égal  au  produit  du  sinus  de  Vautre  angle, 
oblique  par  le  cosinus  du  côté  opposé  au  premier^ 

Les  deux  premiers  principes  donnent 

sin  bz=z%ma  sin  B,     tang  b  =  tang  a  cos  C , 

et,  en  divisant  la  première  de  ces  deux  égalités  par  la  se- 
conde ,  on  trouve 

sin  b         sin  a  sin  B 

tang  b       tang  A  cos  G  ^ 

d'où  Ton  déduit 

sin  b         ^       sin  fl     .    ^ 
cos  C  = sm  B. 


tung^  tang  a 
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^      j      j  1     .  sin  a  ,         sin  b 

Ur,  des  deux  relations  tang  a  = et  tane  b  = y 

^  CQ%a  °  co*  b 

(n°  8),  on  tire 

sin  a  sin  6  . 

=  cosa.     r=rcos^« 

tanga  tang^ 

On  aura  donc ,  en  substituant , 

CCS  b  CCS  G  =  cosa  sin  B, 

ou,  en  remplaçant  cos  a  par  cos  b  cosc  (n^  70),  et  divi- 
sant les  deux  membres  par  cos  &, 

cos  G  =  sioB  cosc. 

On  aurait  pareillement ,  pour  l'autre  angle  oblique  B  , 

cosB  =  sin  G  cos  ^. 

72.  CtMQTJikME  PRINCIPE,  —  Daus  tout  triangle  sphé- 
rique  rectangle  ABC,  la  tangente  de  l'un  des  côtés  de 
Vangle  droit  est  égale  au  produit  du  sinus  de  Fautre 
côté  par  la  tangente  de  Fangle  opposé  au  premier. 

On  a ,  en  vertu  des  deux  premiers  principes  ", 

«in  6  =  sin  a  sin  B,     tang  c  =  tang  a  cos  B, 
el  l'on  déduit  de  là ,  par  la  division  ,    ' 

sin  6  sin  a  sin  B 

tang  c       tangacosB 

,  sina  /     1  .  sinB 

ou ,  en  observant  que est  égal  a  cos  a ,  et  que  — =r 

'  ^      tanga  ^  '       ^      cosB 

est  égal  à  tang  B, 

sinft  ^ 

=  co8«  tang  B. 

tangc  " 

Mais  le  troisième  principe  donne 

cos  a  =  cos  h  cos  c. 

Remplaçant  donc  cos  a  par  cette  valeur,  et  multipliant 
tout  par  tang  c,  il  viendra 

sin  b  =  cos  b  cosc  tang  c  tang  B  =  cos  b  sin  c  tang  B; 
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d'où  Ton  tire,  en  divisant  les  deux  membres  par  cos  b  ,  et 
observant  que -r  revient  à  tang  i, 

tapg^  =  sine  tangB. 

On  aurait  de  même,  pour  l'autre  côté  c  de  Tangle 

droit , 

tangc  =  sin  b  tang  C. 

73.  Sixième  principe.  —  Dans  tout  triangle  sphé- 
rixfue  rectangle  ABC  ,  le  cosinus  de  l'hypoténuse  est  égal 
au  produit  des  cotangentes  des  deux  angles  obliques. 

On  a ,  d'après  le  principe  du  numéro  précédent, 

tang  h  =.ûnc  tang  B,     tang  c  =  sin  6  tang  G, 

et  l'on  déduit  de  là ,  par  la  multiplication , 

tang  b  tang  c  r=  sin  ^  sin  c  tang  B  tang  C  ; 

d'où  l'on  tire 

sin  6  sine  i 

tang  é  tangc       tangBtangC 

,            sin^                 ,      sine  ^    v 

ou ,  en  remplaçant 7  par  cos  6,  par  cos  c ,  et  oj> 

servant  que  l'expression revient  à  cotB  cotC, 

cos  b  cosc  =  cotB  cote. 

Or  on  a  (n*^  70)  cos 6  cosc  =  cos  a.  On  aura  donc,  eri 
substituant , 

cos«  =  cotB  cote. 

74.  Septième  principe.  —  Dans  un  triangle  sphé^- 
nque  quelconque  ABC,  les  sinus  des  angles  sont  entre 
eux  respectivement  comme  les  sinus  des  côtés  opposés 

(fig.  a4  6^  ^S)* 

Soit  mené  de  l'un  des  sommets,  A ,  un  arc  de  grand  cer- 
cle AD,  perpendiculaire  sur  le  côté  opposé  BC ,  prolongé 
s'il  est  nécessaire. 
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i^.  Si  cet  arc  tombe  en  dedans  du  triangle  {fig>  ^4)? 
les  deux  triangles  sphériques  rectangles  ÂBD  et  ACD 
donneront  (n°  68) 

sin  AD  =sincsinB,     sin  AD  ==  sin  ^  sin  G  ; 

d'où  il  résulte 

sînB  sin  c  =  sinC  sin b , 

et ,  par  conséquent , 

sinB  :  sinC  ::  sin  6  :  siuc. 

a®.  Si  Tare  AD  tombe  hors  du  triangle  ABC  {fig>  a5), 
les  deux  triangles  sphériques  rectangles  ABD  et  ACD 
donneront 

sin  AD  =  sin  c  sin  ABD,     sin  AD  =  sin  b  sinC  ; 

d'où  il  résulte 

sin  ABD  sin  c  =  sin  G  sin  by 

et ,  par  conséquent , 

sin  ABD  :  sin  G  :  :  sin  b  :  sine. 

Mais ,  Fangle  ABD  étant  le  supplément  de  Tangle  ABC 
ou  B,  sin  ABD  est  égal  à  sin  B  (n^  4),  On  a  donc ,  comme 
dans  le  premier  cas , 

sinB  :  sin  G  :  :  sin  &  :  sin  c. 

En  considérant  les  deux  angles  A  et  B ,  puis  les  deux 
angles  A  et  C^  on  obtiendrait  de  même  les  deux  pro- 
portions 

sin  A  :  sinB  :  :  sina  :  sin  b^     sin  A  :  sin  G  :  :  sin  a  :  sin  r. 

75.  Huitième  principe.  —  Dans  un  triangle  sphé^ 
rigue  quelconque  ABC,  le  cosinus  de  l'un  des  côtés  est 
égal  au  produit  des  cosinus  des  deux  autres  côtés,  plus  le 
produit  de  leurs  sinus  et  du  cosinus  de  Fangle  quils 
comprennent  (fig.  26). 

Soit  O  le  centre  de  la  sphère  sur  laquelle  est  situé  le 
triangle  ABC.  Menons  les  rayons  OA,  OB,  OC^  élevons 
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sur  OA  les  perpendiculaires  AD  et  AE,  Tune  dans  le  plan 
AOB ,  l'autre  dans  le  plan  AOC ,  et  supposons  qu'elles 
rencontrent  en  D  et  en  E  les  prolongements  des  rayons 
OB  et  OC  ;  enfin  joignons  le  point  D  au  point  E. 

En  observant  que  l'angle  DAE  n'est  autre  chose  que 
l'angle  A  du  triangle  sphérique  proposé ,  et  que,  l'angle 
DOE  étant  mesuré  par  le  côté  a ,  on  a  cos  DOE  =  ces  a , 
les  deux  triangles  rectilîgnes  ADE  et  ODE  donneront 

DE»  =  AD'  +  AE*  —  2AD  X  AE  cos  A , 
DE*  =  OD»  -h  OE'  —  2OD  X  OE  cos  a. 

Retranchant  la  première  de  ces  deux  égalités  de  la  se-^ 
conde  ,  remarquant  que  les  deux  différences  OD*  —  AD* 
et  OE*  —  AE*  sont  égales  à  OA*,  et  divisant  tout  par  2  , 
on  trouve 

OA»  —  OD  X  OE  cos«  -h  AD  X  AE  cos  A  =  o  ; 

d'où  l'on  tire 

OA»  AD  X  AE 

cos  a  =  -— r rr=;  -+-  Tr=; ^r?:  COfe  A. 

OD  X  OE       OD  X  OE 

Or  les  deux  triangles  rectilignes  rectangles  AOD  et 
AOE  donnent  (n^  48) 

OA  OA  ,     AD         .         AE         .    , 

—  =:cos.,    ôÊ  =  <^«^^'OD=*^"''ÔÊ=='^"^- 

On  aura  donc,  en  substituant, 

cosfl  =  cos^  cosc  -H  sin  h  sine  cos  A. 

On  trouverait  pareillement,  pour  les  deux  côtés  beiCj 
cos  b  =  cos  a  cosc  +  sin  a  sine  cosB , 
cosr  =  cosa  cos  6  +  sin  a  sin  b  cos  C. 

76.  Neuvième  principe.  —  Dans  un  triangle  sphé^ 
rique  quelconque  ABC ,  le  cosinus  de  l'un  des  angles 
est  égal  au  produit  des  cosinus  des  deux  autres  angles  y 
pris  ai^ec  un  signe  contraire,  plus  le  produit  de  leurs  sinus 
et  du  cosinus  du  côté  qui  leur  est  adjacent. 
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Désignons  par  A',  B',  C,  les  angles  du  triangle  polaire 
du  triangle  proposé,  et  par  à^b\c\  les  côtés  respective- 
ment opposés  à  ces  angles.  Si  nous  appliquons  à  ce  nou* 
veau  triangle  le  principe  du  numéro  précédent,  nouç  au- 
rons ,  en  considérant  le  côté  a\  ^ 

cos  a'  =  cosA'  cosc'  -h  sin^'  sine'  cos  A'. 

Or,  en  supposant  que  les  angles  A ,  B ,  C ,  du  triangle 
proposé,  soient  respectivement  opposés  aux  côtés  a',  A',  c , 
de  son  triangle  polaire,  on  a  {Géom. ,  n®  418) 

cosa'=cos(i8o** — A)= — cos  A,  sin  i'=sin(i8o* — B)=rsinB, 
co8  6'r=cos(i8o<*— B)=r— cosB,  sin^'  =sin(i8o®—  C)=sinCj 
cosc'=rcos(i8o« — C)=— cosC,  cosA'=rcos(i8o® —  a)=r  — COStf. 

Nous  aurons  donc ,  en  substituant  ces  valeurs  dans  l'é- 
galité ci-dessus,  et  en  changeant  les  signes  dans  les  deux 
membres , 

cosA  =  —  cosB  cosC  -+-  sinB  sin  C  cos  a. 

On  obtiendrait  pareillement,  pour  les  deux  angles  B 
et  C, 

cosB  =  —  cos  A  cosC  -h  sin  A  sin  C  cos  b , 

cosC  =  —  cos  A  cosB  -f-  sin  A  sin  B  cos  c. 

77.  Dixième  et  dernier  principe.  —  Dans  un  tiiangle 
sphérique  quelconque  ABC ,  le  produit  de  la  cotangente 
de  Fun  des  cotés  par  le  sinus  d'un  second  côté  est  égal  au 
produit  du  cosàius  de  ce  second  côté  par  le  cosinus  de 
l'angle  opposé  au  troisième  côté,  augmenté  duiproduit 
du  sinus  du  même  angle  par  la  cotangente  de  celui  qui 
est  opposé  au  premier  côté. 

Nous  avons,  en  vertu  du  principe  du  n^  75, 

cos  a  =  cos  b  COSC  -t-  sin  b  sin  c  cos  A , 
cos  c  zrz  cos  a  cos  b  H-  sin  a  sin  b  cosC. 

En  multipliant  la  dernière  de  ces  deux  égalités  par 
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COS&,  et  l'ajoutant  ensuite  à  la  première,  il  vient 
cosa  =  cosa  cos^b  -j-  sioasin^  cos6 cosC  -t-  sin6  sine  cosA, 

ou,  en  transposant  cosa  cos'&  du  second  membre  dans  le 
premier,  observant  que  cosa  —  cosa  cos^b  revient  à 
cosa(i  —  cos'i)  ou  cosasin'è,  et  divisant  tout  par 
sina  sin&, 

ces  a  sin  b  ,         ^       sin  c  ces  A 

: =:  ces  b  COS  C  -f ; 

sin  a  sin  a 

Mais  le  principe  du  n*^  74  donne  -; — =-^ — r*  Nous  au- 
'^         '^  sina     smA 

rons  donc ,  en  substituant, 

ces  a  sin  ^  ,        ^       sin  C  ces  A 

: =  cos  b  ces  C  -î : — : 5 

sm  a  sm  A 

ou 

cota  sin  ^  =:  cos  b  cosC  +  sinC  cet  A. 

On  obtiendrait  d'une  manière  analogue  les  relations 
cota  sine  =r  cosc  cosB  +  sin  B  cet  A , 
cet  bsina  :=  cos  a  cos  G  +  sin  G  cot  B , 
cot^  sinr=:cos(?  cosA+  sinAcotB, 
cot  c  sin  â  =  cos  a  cos  B  +  sin  B  cotG  , 
cot  csin  b  =  cos  h  cos  A  +  sin  A  cot  G. 

78.  Le  principe  du  n°  75 ,  étant  appliqué  successive-^ 
ment  aux  trois  côtés  d'un  triangle  spbérique,  fournit  trois- 
équations  à  Taide  desquelles ,  trois  des  six  éléments  de  ce 
triangle  étant  connus,  on  peut  toujours  déterminer  les 
trois  autres.  Ce  principe  a  donc ,  par  rapport  aux  trian- 
gles sphérîques,  la  même  généralité  que  le  principe  du 
n^  51  par  rapport  aux  triangles  rectilignes,  et  il  doit, 
par  conséquent,  renfermer  tous  les  autres  principes  relatifs- 
aux  triangles  sphériques.  Nous  allons  voir  que  c'est ,  en 
effet ,  ce  qui  a  lieu. 
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L'équation  cosa  =  cos  b  cos  c + sin  b  sîn c cos  A  donn<^ 

ces  a  —  cos  b  cos  c 

cos  A  =    ; — ï — : • 

sm  0  sm  c 

En  substituant  cette  valeur  de  cos  A  dans  la  relation 
sîn*  A  =  I  —  cos*  A  (n°  7  ) ,  réduisant  i  en  fraction ,  puis 
remplaçant  sin*i  par  i  —  cos*  b  et  sin*  c  par  i  -^-cos*  c, 
on  trouve 

(i — cos*^)fi  —  cos*c)  —  (cosa  —  cosftcosc)' 
sin'A  = ^— .  ,/  .  , j 

ou ,  en  e'ifectuant  les  calculs  et  réduisant , 

I  —  cos'fl  —  cos'  b  —  cos'c  -f-  2  cos«  cos  b  cosc 

sm' A  = .  .,    .  , ; 

sm'  b  sm'  c 

d'où  Ton  tire,  en. extrayant  la  racine  carrée  dé  chaque 
membre ,  et  divisant  tout  par  sin  a , 

sin  A ^i  —  cos'flf  —  cos' b  —  cos'c-f-  2cosacosé  cosc 

sin  a  sin  û  sin  b  sin  c 

Comme  le  second  membre  de  cette  égalité  demeure 
constant  quand  on  change  A  et  a  en  H  et  b  et  récipro- 
quement ,  ou  bien  en  C  et  c  et  réciproquement ,  on  con- 

1  111     sin  B       j    sin  G    ,  .  .        -, 

dut  que  les  valeurs  de  -: — =•  et  de  —, —  doivent  être  les 
^  sm  b  sin  c 

mêmes  que  celles  de  -. .  On   a,  par  conséquent ,  les 

trois  relations 

sin  A sin  B       sin  A sin  C       sin  B sin  C 

sin  a      sin  ^       sin  a       sin  c        sin  b       sine  ' 

c'est-à-dire  que  Ton  retrouve  le  principe  du  n*^  74.  Ce 
principe  n'est  donc  qu'une  conséquence  de  celui  du  n^  78. 

Il  est  aisé  de  voir  qu'il  en  est  de  même  des  principes  des 
n°*  76  et  77,  qui  en  ont  été  déduits  directement. 

Quant  aux  principes  relatifs  aux  triangles  sphériques 
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^ertangle^,  on  les  retrouve,  ainsi  qu'il  est  facile  de  s'en 
assurer,  en  supposant  A  égal  à  90  degrés  dans  celles  des 
relations  relatives  aux  triangles  sphériques  quelconques 
qui  contiennent  cet  angle. 

79.  Les  principes  des  n***  70  et  72  mettent  en  évidence 
deux  propriétés  remarquables  des  triangles  sphéri(j[ues 
rectangles. 

i*'.  La  relation  cos  a  =  cos  h  cos  c ,  donnée  par  le  prin- 
cipe du  n*^  70 ,  exige  que  cos  a  soit  de  même  signe  que  le 
produit  cos  h  cos  c.  Or  il  faut,  pour  cela ,  que  les  quan- 
tités cos  a,  cosi,  cosc,  soient  toutes  les  trois  positives, 
ou  bien  qu'une  seule  soît  positive  et  les  deux  autres  néga- 
tives. Donc ,  dans  iin  triangle  sphérique  rectangle,  cha- 
cun des  côtés  est  moindre  que  90  degrés,  ou  bien  deux 
des  côtés  sont  plus  grands  et  le  trx>isiènie  est  plus  petit 
4j/ue  90  degrés, 

2*^.  Le  principe  du  n**  Î2  fournit  les  deux  relations 

tang  b  z=  sine tang B ,         tang c  =  sin  &  tang C. 

Or,  chacun  des  côtés  d'un  triangle  sphérique  étant 
moindre  que  180  degrés,  sîn  b  et  sin  c  sont  toujours  po- 
sitifs ;  par  conséquent ,  tang  ft  a  le  même  signe  que  tang  B, 
et  tang  c  le  même  signe  que  tang  C.  Donc,  dans  un  tri^ 
angle  sphérique  rectangle,  un  angle  oblique  et  le  côté 
qui  lui  est  opposé  sont  toujours  de  même  espèce;  c'est-à- 
dire  qu'ils  sont  en  même  temps  plus  petits  ou  plus  grands 
que   90  degrés. 

§  IL  —  Analogies  de  Néper. 

80.  A^ant  d'appliquer  les  principes  qui  précèdent  à  la 
résolution  des  triangles  sphériques,  nous  allons  démon- 
trer les  propositions  connues  sous  le  nom  à' analogies  de 
Néper,  que  l'on  peut  employer  pour  simplifier  plusieurs 
eas  de  lîf  résolution  des  triangles  sphériques  quelconques. 

35 
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Le  principe  du  n?  75  conduit  aux  deux  égalités 
C06  a  ^-^  C08  b  cos  r  =  sin  ^  sin  c  cos  A , 
cos  6  —  cos  a  cos  r  =  sin  a  sîn  e  cos  B. 

En  divisant  la  seconde  par  la  première ,  et  en  ayant 

,       «  .  1        I     .       sin  âr       slii  A  .  ^ . ,  v  , 

ésard  a  la  relation  -t— r  =  -: — x  (n*^  74  ),  on  trouve  la  pro- 

^  siB^       sin  B  ^  ^'  ^ 

portion 

cos  b  —  cos  a  cos  c        sin  A  cos  B 


cos 


a  —  cos  b  cos  <r        sin  B  cos  A 


et ,  en  comparant  la  somme  des  deux  termes  de  chaque 
rapport  avec  leur  différence ,  on  obtient 

(cos  b  -4-  cos  fl)  (i  —  cos  c) . sin  A  cos  B  -h  sinB  cos  A 

(cos  b  —  cos  ûf)  (i  4-  cos  c)       sin  A  cos  B  —  sin  B  cos  A 

ou 

cos  b  H-  cos  a        i  —  cos  c        sin  (  A  -f-  B) 

cos  b  —  cos  a        1  H-  cos  c        sin  (A  —  B) 

Or,  par  des  formules  connues  (n°*  16 ,  28 ,  32) ,  on  a , 
le  rayon  étant  pris  pour  unité, 

sin(AH-B)  =  2sinl(A-t-B)cos|(A-hB), 
sin  (  A  —  B)  =  2  sin  H  A  —  B)  cos|(  A  —  B), 

1  —  cos  c  .  , 

=  lang'  y  c , 

1  H-  cos  c  ©    »     ' 

cos  b  -f-  cos  a  cot  7  («  -f-  ^) 

cos  b  —  cos  a         tang  y  (a  —  b) 

Substituant  donc  ces  valeurs ,  il  viendra 

coti(^  +  ^)  ,  sini(A  +  B)cosi(A  +  B). 

tangi(«~<î^)^^     ^   '  sini.(A-^B)cosj(A  — B)' 

d'où  Ton  déduit 

^  ^     cot|(a  +6)  -  '*"^  '''sini(A  +  B)cosi(A+B)' 

»/ff  •     j»  -4/1  •      sin  ûf      sîn  A  ,   „  w  « 

Mais,  a  un  autre  coté,  la  proportion  -: — r  =  -r-zr  (n*"  74 

^      ^     *  sin  o       fimB-  ^ 
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donne 

sin  a  -{^  smb      sin  A  H-  sin  B 

sin  a  —  sin  ^      sin  A  —  sin  B 

et ,  au  moyen  des  formules  des  n°*  30  et  32 ,  cette  dernière 
proportion  peut  se  transformer  en 

(a\  tang|(g-+-  b) __ sinl(A  •+■  B) cos^(A  —  B) 

^P^  tàng |(fl  —  ^)""cos|(A  +  B)  sin|(A  — B)' 

Multipliant  et  divisant  successivement  Fiégalité  (a)  par 
Tégalité  ((3),  et  observant  que,  à  cause  de  la  relation  (8) 

du  n°  9,  l'expression  — ^r 7{revientàtang*^(a+i)^ 

et  que  l'expression  tang^  (a  +  ft)  X  cot^(a  +  b)   est 
égale  à  I ,  on  trouvera 


ces* 


tang>X(«4-6)=tang^|c-||^^g. 

(A-B). 


sm' 


tanr|(«  -  6)=  tang' le  ^  ^^  _^^, 

d'où  il  résulte ,  en  extrayant  les  racines  carrées, 

tv  1     cos4-(A  —  B) 

tangl(«  +  *)  =  tans^c_|^^^-^j, 

.  /         T.\  ,     sin |(A  — -  B) 

tangK«- 6)  =  tangue  ^jj^^l^. 

Si  l'on  veut  appliquer  ces  deux  formules  au  triangle 
polaire  du  triangle sphérique  ABC,  il  faudra  y  remplacera, 
ft,  c,A,B,pari8o°— A,  i8o°— B,  i8o°— C,  i8o°— a, 
1 8o^ — ft,  et  il  en  résultera  les  deux  nouvelles  formules 

ces  7  (a  —  b) 


tang|(A4-B)=:cot|C 
tang|(A— -B)  =  cotiC 


ces  ^{a  -^  b) 
sin  -f  («  —  b) 


sin  |(fl  -4-  ^) 

Les  quatre  formules  que  nous  venons  de  déterminer 
sont ,  sous  forme  d'égalités ,  les  proportions  ou  analogies 

35. 
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dëcouTertes  par  Néper.  Dans  la  résolution  des  trianglcfs 
sphériques  quelconques,  on  se  sert  des  deux  premières 
lorsqu^on  connaît  un  côté  avec  les  deux  angles  qui  lui 
sont  adjacents ,  et  des  deux  dernières  lorsqu'on  connaît 
deux  côtés  avec  l'angle  qu'ils  c<Hnpi^nnent. 

§  m.  —  EiameB  des  ditTérents  cas  de  la  résolitioi  des  triagles 

sphériqies  rectangles. 

8i .  Un  triangle  sphérique  peut  être  rectangle,  ou  birec- 
tangle,  ou  même  trîrectangle  {Géom. ,  n°  421,  scoL), 
Dans  le  dernier  cas ,  les  trois  côtés  sont  de  90  degrés ^  Dans 
le  second ,  les  côtés  opposés  aux  angles  droits  sont  aussi 
de  90  degrés,  et  le. troisième  angle,  étant  mesuré  parle 
troisième  côté  {Géom. ,  n"  ^lO),  a  pour  mesure  le  même 
nombre  de  degrés  que  ce  côté.  Ainsi,  les  triangles  sphé- 
riques  birectangles  et  trirectaitigtes  ne  devant  donner  lieu 
k  aucune  question ,  nous  avons  seulement  à  examiner  les 
différents  cas  qui  peuvent  se  présenter  dans  la  résolution 
des  triangles  sphériques  qui  ne  renferment  qu'un  angle 
droit.  Ces  cas  sont  au  nombre  de  six. 

82.  PREJfiEB.  CAS.  —  Connaissant  Vhjpoténusey  a,  et 
un  côté,  i,  de  F  angle  droit  y  tromper  rautœ  côté,  c,  et  les 
deux  angles  obliques,  B^  C. 

On  a  pour  cela  les  trois  relations  (n*^68, 69  et  10) 

b  =  sin  a  sin  B , 

tabgT^^Sïîç^os  C , 

cos  a  =  CCS  b  cosc, 
desquelles  on  tire 

Les  angles  et  les  côtés  d'un  triangle  sphërique 
passant  jamais  i8o  d^iés ,  l'angle  C  et  le  côté  c 
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termines  sans  ambiguïté.  Quant  à  l'angle  B,  il  est  de  même 
espèce  que  le  côté  donné  b  (n?  79). 

83.  Deuxième  cas.  —  Connaissant  les  deux  côtés  y  b, 
c,  de  T angle  droite  trouver  Vkypoténusey  a,  et  les  deux 
angles  obUques,  B,  C. 

On  a  d'abord  (n*^  70) 

cos  a  =  cos  b  ces  c. 

Ensuite,  des  deux  relations  (n^  72) 

tang  6  =  sin  c  tang  B , 
tang  c  =  sio  6  tang  C, 


on  tire 


„        tanc  b  ^       tanc  c 

tangB=-r-2-.        iaiigC  = -T-^T-. 
^  sm  c  '         ^^  sm  b 


Il  n'y  a  dans  ce  cas  aucune  ambiguïté ,  puisqu'il  n*existe 
qu'un  seul  arc,  au-dessous  de  1 8o^,  qui  réponde  à  un  cosinus 
donné  ou  à  une  tangente  donnée. 

84.  Troisième  cas.  —  Connaissant  F  hypoténuse  y  a, 
et  un  angle  oblique,  B,  troui^erTaiftre  angle  oblique ,  C , 
et  les  deux  côtés,  i,  c,  de  V angle  droit, ^ 

On  détermine  les  deux  ç^tés  i  çt  c  à  l'aide  des  deux 
relations  (n«»  68  et  69) 

sin  6  =r  sin  a  sin  B-, 
tang  c  =  tang  a  cos  B , 

et  l'angle  C  au  moyen  de  la  relation  (n**  73) 

cos«  ==  cotB  cot  C, 
qui  donne 

ces  a 

cote  = =-• 

cotB 

Les  éléments  c  et  C  sont  déterminés  sans  ambiguïté ,  et , 
d'après  une  propriété  connue  des  triangles  sphériques  rec- 
tangles (n*^  79) ,  le  côté  b  est  de  même  espèce  que  l'angle 
donné  B. 

85.  Quatrième  CAS.  —  Connaissant  un  côté,  i,  de  Van- 


I 

i  ou  tire 
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gle  droit,  et  l'angle  opposé,  B ,  trouver  rhypoténuse,  a  { 
le  second  angle  oblique,  C,  et  le  second  côté,  c,  de  V angle 
droit» 

Des  trois  relations  (i^"*  68 ,  71  et  72) 

siii  h  z=z  ûna  sin  B , 
cosB  =  sinC  cos  b , 
tang  ^  =  sin  c  taag  B  y 


sm^  .    ^,        cosB  tang^ 

sin«  =     -r-^î         smC  =1  79       sine  =  - — ^. 

sin  B  cos  b  tangB 

Ces  trois  éléments  étant  déterminés  par  des  sinus ,  la 
question  est,  en  général,  susceptible  de  deux  solutions. 
En  effet ,  en  supposant  que  Tare  AC  soit  perpendiculaire 
surl'arc  BAB',les  deux  triangles  ABC  et  AB'C(^g.  îi7)sont 
rectangles  en  A  5  le  côté  AC  leur  est  commun ,  et  l'angle  B' 
du  second  est  égal  à  Tangle  B  du  premier:  par  conséquent, 
si  le  côté  AC  et  Tanglc  B  sont  égaux  au  côté  et  à  l'angle 
donnés,  ces  deux  triangles  répondent  à  la  question.  On 
peut  donc  prendre  à  volonté  a  plus  petit  ou  plus  grand 
que  90^;  mais ,  quand  le  choix  sera  fait ,  l'espèce  de  c  sera 
donnée  par  la  relation  cos  a  =  cos  6  cosc(n**  79),  et  cette 
espèce  sera  aussi  celle  de  C. 

Lorsque  l'on  a  &  =  B  ,  il  n'y  a  plus  qu'un  seul  trian- 
gle ,  qui  est  birectangle  -,  et ,  si  l'on  a  sin  i  >  sin  B , 
il  n'y  a  pas  de  solution  possible. 

86.  Cinquième  cas.  —  Connaissant  un  côté ,  i,  de 
r  angle  droit,  ai^ec  Van  gle  oblique  adjacent,  C,  trousser 
l'hypoténuse,  a,  le  second  angle  oblique,  B,  eiC/e  second 
côté,  c ,  de  l'angle  droit. 

De  la  relation  (n°  69) 

tang  b  z=z  tang  a  cos  C 

on  déduit 

tan^  b 
Ungrt  =  — 2^: 
^  cosC 
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et,  pour  déterminer  B  et  c,   ou  a  Içs  deux  reldlions 

(n«^  71  et  72) 

cosB  =  sîdGcos^, 

tang  c=zs\nb  tang  G. 

Comme  il  n'y  a  qu  un  seul  arc,  au-dessous  de  180^,  qui 
réponde  k  une  tangente  donnée  ou  à  un  cosinus  donné , 
ce  cas  ne  peut  donner  lieu  à  aucune  ambiguïté, 

87.  Sixième  cas*  —  Connaîsscmt  les  deux  angles  obli- 
ques, B,  C,  trouver  V  hypoténuse,  a,  et  les  deux  côtés  y 
h  y  C9  de  V angle  droit. 

On  détermine  Thypoténuse  a  au  moyen  de  la  relation 

(n°  73) 

cosâf  =  cet  B  cote  y 

et  les  deux  cotés  i  et  c  à  Taide  des  deux  relations  (n®  71) 

cos  B  =  sin  G  ces  b , 

ces  G  =  sin  B  cos  c  , 
qui  donnent 

,        cos  B  cos  G 

cos  6  =   -r-^'i  COSC=:    -: — -• 

Sin  G  sm  B 

Ces  valeurs  ne  donnent  lieu  à  aucune  ambiguïté,  et,  si 
le  triangle  est  impossible,  elles  en  avertissent. 

§  IV.  —  EuneB  des  éiiTéreits  cas  de  ta  résolulion  des  triangles  sphéri^oes 

qodenqaes. 

88.  Plusieurs  cas  de  la  résolution  des  triangles  sphéri- 
ques  obliquangles  peuvent  se  ramener  à  la  résolution  des 
triangles  sphériques  rectangles. 

i*^.  Si  Ton  donne,  dans  un  triangle  sphérique  quelcon- 
que, trois  éléments  parmi  lesquels  il  y  ait  un  côté  égal  à 
90^,  l'angle  opposé  à  ce  côté,  dans  le  triangle  polaire,  sera 
droit  (Geom.,  n*^  418).  On  connaîtra  de  plus,  par  les 
données  de  la  question ,  deux  des  cinq  autres  éléments  de 
ce  dernier  triangle.  On  pourra  donc  le  résoudre  en  cm- 
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ployant  les  principes  qiii  UDt  été  établis  pour  les  iriao- 
gles  sphériques  rectangles,  et,  en  retranchant  de  180° 
cliacun  des  élémeuls  ainsi  déterminés  ,  on  aura  la  solu- 
tion du  triangle  spliérîque  proposé. 

2".  Quaud  un  triangle  sphérique  est  isocèle  ,  les  deux 
côtés  égaux  ne  sont  coniptés  que  pour  un  seul  élément ,  et 
il  en  est  de  même  des  deux  angles  opposés  à  ces  côtés.  Par 
conséquent ,  il  suffit  alors  de  deux  éléments  pour  détermi- 
ner le  triangle.  Or,  en  menant  un  arc  de  grand  cercle  du 
somme  t  au  milieu  de  la  base ,  on  le  décompose  eu  deux  tri  an- 
gles sphériques  rectangles  (^Géom.,  n"  437),  ^aux  dans 
toutes  leurs  parties,  et  dans  cbacuu  desquels  on  connaît 
deux  éléments  ,  outre  l'angle  droit ,  quels  que  soient  les 
éléments  donnés  dans  le  triangle  proposé.  Donc  la  résoIu-< 
tion  des  triangles  sphériques  isocèles  se  ramène  à  celle  des 
triangles  sphériques  rectangles. 

3".  Soit  ABC  (Jig-  28)  un  triangle  sphérique  dans  le- 
quel on  a  a  4-  A  ^  180°.  Si  l'on  prolonge  a  et  c  jus- 
qu'à leur  rencontre  en  D ,  on  aura  aussi  a  -f-  CD  =  1 80° 
(Géom.,  n"  402,  scoi.  lU).  On  a  donc  CD  =  b,  et, 
par  conséquent,  le  triangle  ÂCD  est  isocèle.  Or  il  est  visi- 
ble que  chaque  élément  connu,  du  triangle  ABC  en  fait 
connaître  un  dans  le  triangle  ACD ,  et  réciproquement. 
Donc  la  résolution  d'un  triangle  sphérique  dans  lequel 
deux  côtés  sont  supplcments  l'un  de  l'autre  se  ramène  à 
celle  d'un  triangle  sphérique  isocèle,  el,  par  suite,  à  celle 
d'un  triangle  sphérique  rectangle. 

4".   Soit  ABC  (Jîg-   28)  un  triangle  sphérique  dans 

lequel  on  a  A  +  B  ^=   180".   Si  l'on  prolonge  les  côtés 

jusqu'à  leur    rencontre   en    D,  on  aura   aussi 

M  +  CAD  =   180".    On    a  donc   CAD  =  B  =  D; 

-.j-(liie  que  le   triangle  ACD  est  isocèle  (Géom. , 

cipr.).  Par  cousé<iucut5  comme  chaque  élément 

iriairgle  ABC  va  fait  coiinaitri-  un  dans  le  trian- 


CHAPITRE    QUATRIÈME.  563 

gle  ÂCD,  et  réciproquement,  la  résolution  d'un  triangle 
sphérique  dans  lequel  deux  angles  sont  suppléments  Tun 
de  l'autre  se  ramène  aussi  à  celle  d'un  triangle  sphérique 
isocèle ,  et ,  par  suite ,  à  celle  d'un  triangle  sphérique 
l'ectangle. 

On  voit,  d'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  que  la  réso- 
lution des  triangles  sphériques  rectangles  comprend  : 
i"  celle  des  triangles  sphériques  quelconques  qui  ont  un 
côté  égal  à  un  quadrant  ;  2?  celle  des  triangles  sphériques 
isocèles*,  3^  celle  des  triangles  sphériques  dans  lesquels 
la  somme  de  deux  côtés  est  égale  à  180  degrés;  4^  celle 
des  triangles  sphériques  dans  lesquels  la  somme  de  deux 
angles  est  égale  à  180  degrés. 

Cela  posé ,  nous  allons  passer  à  l'examen  des  autres  cas 
de  la  résolution  des  triangles  sphériques  quelconques, 
qui  se  réduisent  a  six  essentiellement  différents. 

89.  Premier  cas.  —  Connaissant  deux  côtés  y  «,  i, 
ai^ec  l'angle,  A ,  opposé  à  l'un  d'eux,  trouuer  les  deux 
autœs  angles,  B,  C ,  ef  le  troisième  côté,  c. 

Cette  question  peut  être  résolue  de  deux  manières. 

Première  méthode,  —  On  obtiendra  d'abord  l'angle  B, 
opposé  au  côté  t,  par  la  proportion  (p?  74) 

sinA  f  sinB  ::  sin^r  :  sin^, 
qui  donne 

.   ^         sinAsiû^ 

smB  =  : • 

sma 

Pour  trouverl'angleC ,  on  se  servira  de  la  formule (11**  77) 
cet  A' sin  C  +  cosC  cos  6  =  sin  6  cet  A. 

Mais,  comme  cette  formule  n^est  pas  appropriée  au  calcul 
logarithmique,  il  faudra  réduire  son  premier  membre  à 
un  seul  terme,  au  moyen  d'un  angle  auxiliaire.  *A  cet 
effet ,  on  posera 

cos^  cos<y 

cotA  =  - — r^ -» 

sintp 
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d'où 

cotA 
^         cosb 

puis,  dans  la  relation  cotAsinC +etc.,  on  substituera 
cette  expression  de  cotA,  ce  qui  donnera,  en  multipliant 
tout  par  sinf, 

ces  b  (sinC  cos  ^  -+-  sin  ^  cos  C) = sin  b  sin  (fcota, 

et  y  en  observant  que  la  quantité  placée  entre  parenthèses 
est  égale  à  sîn(C  +  9),  on  tirera  de  là 

.    ,_       .        sin ^sino cota       iamabsinf 

sin(C-h<p)  = \ — -  :=r  -^H J. 

^        ^'  cos^  tanga 

On  connaîtra  de  cette  manière  Tangle  C  *4^  f ,  et,  par 
conséquent,  si  Ton  en  retranche  l'angle  f ,  qui  sera  donné 

parla  relation  cot®  ==  — r?  on  aura  l'angle  cherché  C. 
*^  '        cosô 

Pour  déterminer  le  côté  c ,  on  emploiera  la  formule 

(n«75) 

cosb  cosc  -h  sin  6  sine  cos  A  =  cosa. 

Mais ,  pour  l'approprier  au  calcul  logarithmique ,  il  fau- 
dra avoir  recours  à  un  arc  auxiliaire.   A  cet  effet,  on 

posera 

.    ,         ,        cosb  cosflp 
sm  b  cos  A  =  —7 '  7 

d'où 

sin  6  cos  A  , 

cotq»  =  ; —  =r  tango  cosA, 

^  cos  b  ^ 

et  alors  la  formule  ci-dessus  deviendra,  en  multipliant 
les  deux  membres  par  sin(p, 

cos 6  (sin  (p  cosc  +  sine  cosf)  =  sin^  cosa  ; 

d'où  il  résultera 

,       sin  «p  cos  a 

sinfc  -f-  v)  = i— r-  • 

^         *'  coso 

On  connaîtra  donc  ainsi  l'arc  c  +-  y,  et,  en  en  retranchant 
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l'arc  (f^  qui  sera  donné  par  la  relation  cotf  =  tang&cosA, 
on  aura  le  côté  cherché  c. 

Seconde  méthode,  — Après  avoir  calculé  l'angle  B  à 
Taide  de  la  proportion  (n°  74) 

sinA  :  sinB  ::  sina  :  sin^, 

on  déterminera  c  et  C  par  les  analogies  de  Néper  (n®  80), 
desquelles  on  déduit 

sini(A-hB) 


tang|c  =:  tang^(a  —  b) 
cot-JC  =  tang^(A--B) 


sin|(A  — B) 
sin^ia  -f-  b) 


sin^{a  —  b) 

L'angle  B^  étant  déterminé  par  son  sinus,  peut  être 
aigu  ou  obtus,  et  par  conséquent  la  question  est ,  en  géné- 
ral, susceptible  de  deux  solutions.  Cependant,  pour  cer- 
taines valeurs  des  données  a ,  è  et  A ,  il  n'existe  qu'un 
seul  triangle.  Nous  reviendrons  sur  cette  discussion  dans 
un  article  à  part  (n°  96),  et  nous  rechercherons  à  quels 
symptômes  on  reconnaît  qu'il  y  a  deux  solutions  ou  quMl 
n'y  en  a  qu'une. 

90  Deuxième  cas.  —  ConnaissanL  dtiix  côtés ^  a,  b, 
auec  l'angle  compris ,  C ,  trouver  les  deux  autres  angles, 
A ,  B,  et  le  troisième  câtéj  c. 

Il  y  a  deux  manières  de  résoudre  cette  question. 

Première  méthode,  —  Pour  déterminer  les  angles  A 
et  B,  on  se  servira  des  deux  relations  (n^  77) 

cota  sin^  =  cos^  cosC  -f-  sinC  col  A , 
cotb  sina  =  cosfl  cosC  -|-  sinC  cotB, 

qui  donnent 

cota  sinb  —  cos^  cosC 

cot  A  =  :-— î 

sinC 

cot^  sin<7  —  cosa  cosC 

lOtB  = r-^ ^ 

sinC 
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Mais ,  les  logarithmes  ne  pouvant  pas  s'appliquer  à  ces 

formules,  on  emploiera  des  angles  auxiliaires.  A  cet  effet, 

cosCcosf  ,       cosGcos^l     ,,   «   ., 

on  posera  cot  a  =  — -. 1,  cot  b  = : — r-^ ,  d  ou  il 

*^  sm  y  sm  -tj;      ' 

résultera 

cota  .        cot  6 

et  alors  les  deux  formules  ci-dessus  deviendront 

cotCsinf^  —  •} 

cot  A  = r-^ ^9 

sm^ 

^       cotCsinfâ — ^) 
cot  B  = r-^ ^  • 

Sln^|l 

Après  avcdr  calculé  les  angles  (f  et  ^ ,  on  obtiendra  donc 
facilement  les  deux  angles  A  et  B. 

Pour  trouver  le  côté  c,  on  se  servira  de  la  formule 
(n«  75) 

cos  c  =  cos  a  cos  b  -hsiaa  sin  b  cos  G. 

Mais ,  pour  rendre  cette  expression  calculable  par  loga- 
rithmes ,  il  faudra  poser  sin  b  cos  C  =-  — : ,  d  où 

'  *  sin  ^     ' 

sin^cosG  ,        ^ 

cot  ©  = ; —  =  tane  b  cos  C, 

^  cos  b  ^ 

et  alors  la  formule  ci-dessus  deviendra 

cos  b  sin  (a  -+-  9) 

cos  c  =  r-^ =-• 

sin  7 

Après  avoir  calculé  ^,  on  aura  donc  facilement  le  côté  c. 

Seconde  méthode,  —  On  déterminera  les  angles  A  et  B 
au  moyen  des  analogies  de  Néper  (n°  80), 

tang  H  A  4- B)  =  cot  i  G  ^-^^Jl^^ . 

.  /  .        ^x  I  ^  sin  Y  («  —  b) 

tangl  A  —  B  =  cot  j  G  -^-^4 — --r.  ' 
®  '  ^  '  '      sin|(«  -f  b) 
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^ui  font  connaître  leur  demi-somme  et  leur  demi-difie- 
rence. 

Une  fois  ces  angles  trouvés ,  on  obtiendra  le  côté  c  par  la 
proportion  (n®  74) 

sin  A  :  sin  C  :  :  sin  a  :  sin  r , 
qui  donne 

sin  a  sin  C 


sin  c  =z 


sin  A 


Ce  cas  ne  donne  lieu  à  aucune  ambiguïté  dans  Tinter^ 
prétation  des  valeurs  des  inconnues. 

9i.  Troisième  cas.  —  Connaissant  les  trois  côtés ^  a, 
b,c,  trouy^erles  trois  angles  y  A,  B,  C. 

On  se  servira,  pour  résoudre  cette  question,  des  trois 
relations  du  n°  75 ,  desquelles  on  tire 

cosa  —  cos^cosc 

cos  A  =  .    ,    . ) 

sm  b  sia  c 

_        cos^  —  cosacosc 

cos  B    =     ; ; » 


cos  C  = 


sm  a  sm  c 

cosc  —  cos«  cos  à 

sin  a  sin  b 


Mais ,  ces  expressions  n'étant  pas  calculables  par  loga- 
rithmes ,  nous  allons  les  transformer  en  d'autres  formules 
qui  remplissent  cette  condition. 

Si  l'on  considère  en  particulier  la  première ,  on  en  dé- 
duira facilement  les  deux  relations 

cos  a — cos  6  cosc     cos^cosc+sin^sinc — cos  a 

1 C0SA=I :— 7-; = ;— =— ; , 

sin  6  sine  sm^smc 

cosa-^cos^cose cosa — cos^cosc+sin^sinr 

sin  b  sin  c  sin  b  sin  c 


i-hcosA=i-f- 


ou ,  en  observant  que  cos  b  cos  c  +  sin  b  sin  c  est  égal  h 
cos  (i  —  ç),    et  que  cos  b  cos  c  -^  sin  h  sin  c  est  égal  à 
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ro8(A4-^)i 

.        cos  (b  —  c)  —  cos  a 

1  cos  A  =  ; =— ; i 

sio  0  8m  c 

cos  a  —  cos(^  -h  c) 

1  -h  cos  A  = .    ,    . ' 

sm  osmc 

Or,  en  vertu  de  la  formule  (4)  du  n°  30,  on  a 
cos  (6  —  c)  —  cosa  =  2sin|(fl  -h  ^  —  c)sin\{a  —  b-{-  c), 
cosa  —  cos  (6  -t-^)  =  2sin|(6  +  c  -h a)  sin |(^ -f- c  —  «). 

Nous  aurons  donc ,  en  substituant , 

2  sin  7 («  -4-  è  —  c)  sinj-ffl  —  b  -hc) 

i  —  cos  A  = ^^ .  ■  ,    . — *^— ^ » 

sin  b  sin  c 

2%in-^[a'h  b  ■^c)sin\{b -h  c  —  a) 

]  -4-  cos  A  =  -^ ; — ï — 7— 9 

Sin  b  sm  c 

et,  en  remplaçant  i — cos  A  et  i  +  cosA  par  ces  valeurs, 

/ 1  ~~"  cos  A 
dans  les  deux  formules    sin  ^  A  ==  i/ et 


cos 


i  A  =  i  / -(n^  18),  il  nous  viendra 

.     ,   ^         ,  /sin|(flr  -H  b-^c) sinUa  —  ^  -h c) 

sm  I  A  =  4  / ^ .    ,    .      

y  sm  p  sm  c 


,.A  =  i/^£j:(l 


^  ô -f- c)  sm -r  (  ^ 'H  <? -— flf  ) 

COSt  A  =:   \  /  — .      ;     .         ■  9 

sm  0  siQ  c 


formules  logarithmiques,  qui  feront  connaître  Tangle  A 
par  le  sinus  ou  par  le  cosinus  de  sa  moitié. 

On  pourrait  également  déterminer  l'angle  A  par  la  tan-* 
gente  de  sa  moitié;  car,  si  Ton  divise  sin 7  A  par  cos 7  A , 
on  obtient  (n**  8),  le  rayon  étant  égal  à  i, 


tangJ-A  =  ./^H^-^à  —  c)sm^(a^b^c) 
^  V  »ini{«'+-^-H<?)sin-i'(6-4^rr-^«) 

Ces  trois  formulas  peuvent  encore  être  simplifiées.  Si 
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l'on  pose ,  en  effet ,  «  +  i  ■+•  c  =  ap ,  d'où  il  résulte 

a  -^  b  —  c=z2(/?  —  c), 
a  —  b  -i-  c  =  2  (p  —  b), 
b  H-c  —  a  =  !i(p  —  «), 

elles  deviennent 


.inH=i/- 


SIP  7  A  —   \  /  .■■,;■■■■■      ■   1 

sm  0  sin  c 


,  ,  /sin/?  sinfp  —  a) 

y         smosinc 


:i-=\/'^ 


„„ (;,-»)  sln(,  _  c) 


sin/?  sin  (/?  —  a) 

il.n  considérant  les  relations  cos  d  :=?  ^-.•— ; — n^ et 

sm  ^  sm  c 

^        cosr — cosacos^  -i    •      j     •    i      /»  i 

cos  Cl  = ; ; — T 9  on  obtiendrau  des  formules  sem- 

smasm^ 

blables  pour  déterminer  les  angles  6  et  C. 

Lorsque   Ton  veut  calculer   successivement  les  trois  ' 
angles  d'un  triangle  sphérique ,  la  troisième  formule ,  qui 
exige  la  recherche  des  logarithmes  de  quatre  quantités  seu- 
lement ,  est  préférable  aux  deux  premières ,  qui  exigent, 
en  outre,  la  recherche  des  logarithmes  de  sini  et  de  sine. 

Ce  cas  ne  présente  d'ailleurs  aucune  ambiguïté  relati- 
vement aux  valeurs  des  inconnues. 

92r  Quatrième  cas.  -^  Connaissant  deux  angles.  A, 
B,  a^ec  le  côté,  a,  opposé  à  l'un  d'eux ^  trou\^er  les 
deux  autres  côtés  y  b^c^etle  troisième  angle,  C. 

On  peut  résoudre  cette  question  de  deux  manières. 

Première  méthode.  —  Le  côté  b  s'obtiendra  par  la  pro-* 
portion  (n**  74) 

sinA  :  sinB  :;  wn«  :  sint, 
qui  donne 

.    ,  sin  a  sin  B 

sm^  =  — -: — i — • 
sm  A 
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On  calculera  ensuite  le  côté  c  au  moyen  de  la  relation 

(n«  77) 

cota  sine  =  cosc  cosB  +  sinB  cotA, 

de  laquelle  on  déduit 

cota  sine  —  cosc  cosB  =  sinB  cotA. 

.           ^                                       cosBcoso        ,, 
A  cet  effet,  on  posera  cot^  = -, -^  etl  onsera  ailisi 

'        '^  sm  f 

conduit  aux  deux  formules 

cota         ,   ,  ,         tangBsino» 

cotf  =  — =r?      sinfc  —  •)  =   — 2 -— L, 

^         cosB  ^        ^^  tangA 

qui  feront  connaître  l'arc  auxiliaire  f,  et,  par  suite,  le 
côté  Cé 

Enfin ,  pour  trouver  Tangle  C ,  on  se  servira  de  la  for- 
mule (n«  76) 

sinBsinCcosa  —  cosBcosC  =r'cosA, 
dont  on  réduira  d'abord  le  premier  membre  à  un  monôme, 

en  posant  sinB  cosa  =  — ; :  d'où  il  résultera 

^  sm^ 

«  .   ,^        .       siocpcosA 

coty  =  tangB  cosa ,     sin(C  —  ^)  =  — ^—-^ — 

Seconde  méthode,  —  Après  avoir  déterminé  le  côté  b 
au  moyen  de  la  proportion  (n°74)sîn  A  ZsinB  :  :  sina  Tsini, 
on  déterminera  le  côté  c  et  l'angle  G  à  l'aide  des  analogies 
de  Néper  (n**  80) ,  desquelles  on  tire 

tangue  =  tang|(«- A)  ^.^.j^_^;, 

cotiC=:tan6XfA-B)"°f  ;"  +  ;;. 

sm-f(a  —  b) 

Ce  cas  est  tout  à  fait  analogue  à  celui  du  n®  89,  et  il 
présente  les  mêmes  ambiguïtés. 

93.  Cinquième  cas.  — Connaissant  deux  angles  y   A, 
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B,  ai^ec  le  coté  adjacent,  c ,  tromper  les  deux  autres  côtés, 
a,  i>  et  le  troisième  angle,  C. 

Cette  question  peut  se  résoudre  de  deux  manières. 

Première  méthode,  —  On  déterminera  les  côtés  a  et  i 
au  moyen  des  deux  relations  (n°  77) 

cota  sine  =  cosc  cosB  +  sinB  cot  A, 
cot^sinc  =  cosccosA-l- sinAcotB, 

desquelles  on  déduit 

sinB  cot  A  +  cosc  cosB 


cota  =: 


cot^  = 


sine 

sin  A  cotB  +  cos  c  ces  A 
sine 


Mais,  ces  expressions  ne  se  prêtant  pas  au  calcul  logarith- 
mique, il  faudra  employer  des  angles  auxiliaires.  A  cet 

«,  *  cosccosç  ^        COSCCOSt)/ 

effet,  on  posera  cot  A  =  — : et  cotB=  — ; — 7— ^> 

'^  sintp  sin^p 

d'où 

cot  A  .        cotB 

cot®  = 9  cot+  = , 

cosc  cosc 

et  alors  les  deux  formules  ci-dessus  deviendront 

cote  sinfB  -j-  cp) 

cota  =    r^ ^5 

sin^ 

cote  sin  (A -4- 4*) 
sin^]; 

^insi,  après  avoir  calculé  f  et  ip,  on  obtiendra  facilement 
les  deux  côtés  aelb. 

Pour  avoir  l'angle  C ,  on  se  servira  de  la  relation  (n°  76) 
çosG  =  sin  A  sinB  cosc  —  cosAcosB, 

T^our  approprier  cette  expression  au  calcul  logarithmique, 

il  faudra  poser  sinB  cosc  =  — ; ^,  d'où  il  résultera 

^  sm^ 

sinB  cos e 


cot©  =  — —   =  tangBcose. 

'  cosB  ^ 


36 
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et  alors  la  formule  qui  donne  la  valeur  de  cosC  deviendra 

cosBsinfA  —  9) 
cosC  =  H ^• 

Au  moyen  de  cette  dernière ,  on  obtiendra  l'angle  C  après 
avoir  calculé  l'angle  auxiliaire  (f. 

Seconde  méthode.  —  On  déterminera  les  côtés  a  eib 
par  l'emploi  des  analogies  de  Néper  (n°  80) 

tangH«+^)  =  taDgic  — ^^-^^, 

■  sini(A  — B) 

lang|(a~^)==tangir^-j^^^^— g^, 

qui  feront  connaître  leur  demi -somme  et  leur  demi- 
différence. 

Une  fois  les  côtés  a  et  b  déterminés ,  on  trouvera  l'an- 
gle C  par  la  proportion  (n°  74) 

sînA  :  sinG  ::  sina  :  sine, 

qui  donne 

.    ^        sin  A  sin  c 

sm  G  := 7- • 

sma 

Ce  cas ,  qui  est  analogue  à  celui  du  n^  90 ,  ne  donne 
lieu  à  aucune  ambiguïté. 

94.  Sixième  cas.  —  Connaissant  les  trois  angles, 
A ,  B  5  C ,  troui^er  les  trois  côtés,  a ,  è ,  c. 

Pour  résoudre  cette  question,  on  emploiera  les  trois 

relations  du  n^  76,  qui  donnent 

ces  A  -f-  cos  B  ces  C 
cos«  --= .    p    .    ^, f 

,       cos  B -4- cos  A  cos  G 
sm  A  sin  G 

cos  G  -h  cos  A  cos  B 

cos  c  rr — ;- ; 

sm  A  sm  B 

Mais ,  comme  ces  expressions  ne  sont  pas  appropriées 
au  calcul  logarithmique ,   nous  allons  leur  faire   subir 
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une  transformation  analogue  à  celle  déjà  employée  dans 
len«91. 

En  considérant  en  particulier  la  première ,  il  sera  facile 
d'en  déduire 

—  ces  A  -^  cosfB-f'  C) 

I   —  ces  fl  ==  ry  n ' 

sm  B  sin  C 

CCS  A  -h  CCS  (B  —  C) 

I  -f-  ces  fl  = .    -    .    ^ 9 

sin  B  sm  G  i, 

ou ,  en  vertu  de  la  formule  (3)  du  n°  30, 

—  2cos^(A-f-B-f.C)cos4-(B-|-C  — A) 

I  —  COS«  = ^ .     -^     .      -^        ■    ' — î 

sm  B  sm  G 

2 ces ^  (A  -h  B  — ■  G)  cos |(A  -H C  —  B) 

I  +  cosa  = .   J  ,     '  ^ ; 

smB  smG 

et  5  en  substituant  ces  valeurs  de  i  —  cosa  et  de  i  +  cosa 
dans  les  formules  qui  expriment  sin  j  a  et  cos  j  a  (n°  18), 
on  obtiendra 


'— cos|(A-4-B-HC)cos|{B-hC— A) 

sm  T  «  =  \  / .    ^   . — -p, = ? 

sm  B  sm  G 


«n^«=  i/- 


/cos|(AH-B^G)cosi(A^C.^Bj 

Sin  B  sm  G 

formules  logarithmiques ,  qui  feront  connaître  le  côté  a 
par  le  sinus  ou  par  le  cosinus  de  sa  moitié. 

On  pourrait  encore  déterminer  le  côté  a  par  la  tangente 
de  sa  moitié  \  car ,  si  Ton  divise  Texpression  de  sin  \  a 
par  celle  de  cos  {  a ,  on  trouvera 

,     ___      j—  cos|(A  -f-  B  -H  C)  cos ^ (B  -f-  C -^ 
tangTfl—  y      cost(A4-B  — C)cos|(A+G— B) 

Pour  simplifier  ces  formules,  on  posera  A  +  B  +  C 
=  i8o°  +  aP,  aP  étant  moindre  que  36o  degrés  {Géom.y 
vP  421)  ;  il  en  résultera 

cos|(A-+-B+C)=~sinP,         co$|(B-4rG— A)=sin(A— P) , 
cos-^  (A4-C— B)=sin(B— P),..    cos|(A-trB— C)=:sin(C— P), 

36. 


V 
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et  elles  deviendront  alors 


.    ,  /sin  P  sin  (  A  —  P) 

V        sm  B  smC 


.  -  —    .  /sin(B— P)sin(C— P) 


sîn  B  sin  C 


^  /~TinPsin(A— P) 
**"«'^  =  Vsm(B-^P)sin(C~P)' 

On  obtiendrait  des  formules  tout  à  fait  semblables  pour 
la  détermination  des  côtés  b  et  c. 

Ce  cas,  qui  est  analogue  à  celui  du  n?  91 ,  ne  présente 
pas  d^ambiguïté. 

^  V.  —  Gts  douteux  des  trilogies  sphériqies. 

95.  Dans  les  deuxième,  troisième,  cinquième  et  sixième 
cas  de  la  résolution  des  triangles  sphériqucs  quelconques , 
les  éléments  inconnus  étant  déterminés,  en  fonction  des 
données,  par  leurs  cosinus ,  ou  par  leurs  tangentes,  ou  par 
leurs  cotangentes  ,  il  ne  peut  pas  y  avoir  incertitude  sur 
la  nature  de  ces  éléments  ;  mais  il  n*en  est  pas  de  même 
dans  le  premier  cas  et  dans  le  quatrième,  où  les  inconnues 
sont  déterminées  par  leurs  sinus.  Il  est  donc  nécessaire  de 
rechercher  quels  sont,  dans  ces  deux  cas ,  les  symptômes 
auxquels  on  reconnaît  qu'il  doit  y  avoir  deux  solutions  ou 
une  seule  solution»  C^est  ce  que  nous  nous  proposons  de 
faire  dans  ce  paragraphe ,  et ,  pour  cela ,  nous  allons 
d'abord  établir  une  proposition  sur  laquelle  nous  aurons 
besoin  de  nous  appuyer. 

Si  Ton  considère  sur  une  sphère  un  demi-grand  cer- 
cle ACA'  (Jig*  ap) ,  perpendiculaire  à  un  grand  cercle 
entier  ADA',  que  Ton  prenne  AC  plus  petit  que  90  de- 
grés, et  que  Ton  mène,  du  point  C  à  la  circonférence  ADA', 
différents  arcs  de  grands  cercles ,  CB,  CB'  CD, . . . ,  i^ïarc 
CA  sera  le  plus  petit  quon  puisse  mener  du  point  Cà  la 
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circonférence  ADA',  et ,  par  suite ,  Varc  CA'  sera  le  plus 
grand ^  2?  dmix  arcs  obliques  y  CB,  CB',  également  éloi- 
gnés de  CA  ou  de  CA',  seront  égaux  ^  3**  les  arcs  obli- 
ques seront  d'autant  plus  grands  quils  s'écarteront 
plus  de  CA,  ou  quils  se  rapprocheront  plus  de  CA'. 

En  effet,  1°.  prolongeons  CA  d*une  quantité  AC  égale  à 
AC,  et  menons  l'are  de  grand  cercle  CB.  Nous  aurons  alors 
deux  triangles  sphériques,  ABC ,  ABC,  qui  seront  égaux 
dans  toutes  leurs  parties  ,  comme  ayant  un  angle  droit 
compris  entre  deux  côtés  égaux  chacun  à  chacun  \  d'où  il 
résulte  que  CB  est  égal  à  CB.  Or,  en  observant  que  l'arc 
ce  est  égal  à  CA  +  CA,  on  a  (Géom,,  n^  ^19) j  dans 
le  triangle  sphérique  CBC, 

CA  -f-  C'A  <  CB  -h  CB. 

Donc  CA ,  qtii  est  la  moitié  de  CA  +CA ,  est  moindre 
que  CB,  qui  est  la  moitié  de  CB  +  CB. 

2".  L'arc  AB' étant  égal  à  l'arc  AB,  les  deux  triangles 
ABC  et  AB'C  auront  aussi  un  angle  égal  compris  entre 
deux  côtés  égaux  chacun  à  chacun ,  et  seront  par  consé- 
quent égaux  dans  toutes  leurs  parties.  Donc  Tare  CB'  est 
égal  à  l'arc  CB. 

3°.  Soit  AB<CAD.  Prolongeons  CA  d'une  quantité 
AC  égale  à  AC ,  menons  les  arcs  de  grands  cercles  CD, 
CD,  CB  ,  prolongeons  ce  dernier  jusqu'à  ce  qu'il  ren- 
contre CD,  et  soit  H  le  point  d'intersection.  L'arc  CC, 
étant  moindre  qu'une  demi-circonférence  ,  doit  être  ren- 
contré par  le  prolongement  de  CB  au  delà  du  point  C  : 
par  conséquent,  le  point  d'intersection  H  de  l'arc  CB  avec 
l'arc  CD  sera  situé  entre  le  point  C  et  le  point  D.  On 
aura  donc  les  deux  inégalités 

CB  4-  BH  <  CD  -f. DH,       CB  <  BH  -+-  HC'j 

d'où  il  résulte,  en  ajoutant  membre  à  membre  , 

CB  4-  CB  <  CD  4-  CD, 
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et,  par  suite, 

CB  <CD. 

Donc,  etc. 

96.  Ces  notions  établies  ,  cherchons  comment  on  peut 
distinguer ,  dans  le  premier  cas  de  la  résolution  des  trian- 
gles sphériques  quelconques ,  les  valeurs  particulières  des 
données,  n,  i,  A,  pour  lesquelles  on  a  deux  solutions  de 
la  question,  de  celles  qui  n'admettent  qu'une  seule  so- 
lution. 

Supposons  que  Tangle  donné  A  {fig^  3o)  soit  plus  petit 
que  90  degrés ,  et  soient  prolongés  les  deux  côtés  AB  et  AC 
jusqu'à  ce  qu'ils  se  rencontrent  de  nouveau  en  A'  Xorsque 
le  côté  b  sera  moindre  qu'un  quadrant,  si  l'on  mène  Tare 
de  grand  cercle  CD  perpendiculairement  sur  AB ,  les  deux 
côtés  AD  et  CD  du  triangle  sphérique  rectangle  ACD  seront 
l'un  et  l'autre  moindres  que  90  degrés,  et,  par  conséquent, 
l'arc  CD  sera  le  plus  petit  arc  que  l'on  puisse  mener 
du  point  C  à  l'arc  AB.  D'un  autre  côté,  en  prenant  DB' 
égal  à  DB,  et  joignant  le  point  C  au  point  B'  par  un  arc  de 
grand  cercle,  les  deux  arcs  obliques  CB  et  CB'  seront  égaux 
entre  eux,  et  d'autant  plus  longs  qu'ils  s'écarteront  plus  de 
l'arc  perpendiculaire  CD.  Donc ,  si  le  côté  donné  a ,  qui 
n'est  autre  chose  que  l'arc  CB ,  est  plus  petit  que  le  côté 
donné  i,  qui  n'est  autre  chose  que  Tare  AC ,  il  y  aura 
deux  solutions ,  ACB,  ACB'^  mais ,  si  le  côté  donné  a  est 
plus  grand  quele^côté  donné  i,  il  n'y  en  aura  plus  qu'une, 
ACB,  parce  qu'alors  le  point  B'  passera  au  delà  du  sommet 
A.  En  prenant  pour  le  côté  b  l'arc  A'C ,  plus  grand  qu'un 
quadrant,  on  trouvera ,  par  les  mêmes  constructions  et  les 
mêmes  raisonnenients,  qu'il  y  aura  deux  solutions,  A'CB, 
A'CB',  lorsque  la  somme  des  deux  côtés  donnés  a  et  h  sei^a 
plus  petite  que  180  degrés,  et  qu'il  n'y  eu  aura  qu'une  , 
A'CB ,  lorsque  cette  somme  sera  plus  grande  que  1 80  degrés . 

Si  l'on  discute  de  la  mémo  manière  le  cas  où  l'angle  A 
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est  plus  grand  que  90  degrés ,  on  pourra  former,  avec  les 
conclusions  obtenues  dans  les  deux  cas,  le  tableau  suivant: 

*     .•  ^    l  a  "^  b une  solution. 

<.9®>         <.9    '|^<^^ deux  solutions. 

A^^       o      A^-^      o(^~^^^  180®. .     une  solution. 
<.  9®  >         ^  9°  '  (  «  -I-  ô  <  180*».  .  deux  solutions. 

,   ^  Jtf-4-^]>  180°..   deux  solutions. 

A  >  90-,     b  <  900,  I  ^  ^  ^  ^  jg^o.  .     une  solution. 

.    ^  ,   ^  {  a  '^  b deux  solutions. 

A  >  qo«,     b  >  90*»,  i        O-   IL  1   »• 

'^    ^  ^    ^       \  a  <C^  b une  solution. 

Il  n'y  aura  d'ailleurs  qu'une  solution  si  l'on  a  A  =  90^, 
ou  a  =  b,  ou  a  +  b  =  180°.  Il  y  aui^a  deux  solutions  si 
Ton  a  £  =  90^. 

En  appliquant,  par  la  voie  du  triangle  polaire,  les  ré- 
sultats qui  viennent  d'être  obtenus  au  quatrième  cas  de 
la  résolution  des  triangles  sphériques  quelconques ,  on 
distinguera  les  valeurs  particulières  des  données,  A ,  B,  a, 
pour  lesquelles  il  y  aura  deux  solutions  de  la  question,  de 
celles  qui  n'en  admettront  qu'une.  Seulement,  il  faudra 
avoir  soin  de  changer  partout  A,  ^,  è,  en  «,  A,  B,  le 
signe  >  en  <  ,  et  le  signe  <^  en  >'.  On  pourra  de  cette 
manière  former  le  tableau  ci-dessous  : 

^      T>-*s^  (A.<^B une  solution. 

'^  >  90"'     ^  >  9«*'  j  A  >  B deux  solutions. 

o      n  ^^       o(^~^^*^  180". .     une  solution. 
n  >  90%     B  <  90",  I  ^  _j_  B  >   ,8o«.  .   deux  solutions. 

!A  -h  B  <1  180"..   deux  solutions. 
A  4-  B  >  i8o«..     une  solution. 

i  A  •<'  B deux  solutions. 

«<90",     B<90'',  Ja>b «ne  solution. 

Il  n'y  aura  d'ailleurs  qu'une  solution  si  l'on  a  a  =  90°, 
ou-  A  =  B,  ou  A  4-  B  =  180^.  Il  y  aura  deux  solutions  si 
Ton  a  B  =  9o«. 
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Dans  tous  les  cas,  pour  écarter  les  solutions  inutiles 
cm  fausses,  il  faudra,  i^  se  rappeler  que,  dans  un  triangle 
sphérique  quelconque,  chaque  angle  ou  chaque  côté  est 
moindre  que  1 80  degrés ,  et  que  les  plus  grands  côtés  sont 
opposés  aux  plus  grands  angles,  et  réciproquement  ;  2" con- 
sulter les  circonstances  du  problème  proposé ,  qui  feront 
le  plus  souvent  connaître  quelle  sera  celle  des  deux  solu- 
tions à  laquelle  on  devra  s'arrêter. 

§  VI.  —  Applications  de  la  résoivtioH  des  triangles  sphérifoes. 

97.  Réduire  à  l* horizon  un  angle  donné,  AOB,  situé 
dans  un  plan  incliné  (fig.  3i). 

Soit  OC  la  verticale  qui  passe  au  sommet  O.  Si  l'on 
mène  on  plan  horizontal  quelconque,  qui  rencontre  les 
droites  OA ,  OB ,  OC ,  en  D,  E ,  F,  et  que  l'on  joigne  le 
point  F  AUX  deux  points  D  et  E ,  l'angle  DFE  sera  la  pro- 
jection horizontale  de  l'angle  AOB ,  ou ,  en  d'autres  ter- 
mes, sera  Tangle  AOB  réduit  à  l'horizon.  C'est  donc  cet 
angle  qu'il  s'agit  de  calculer,  en  supposant  que  Ton  ait 
mesuré  les  trois  angles  AOB,  AOC  et  BOC. 

Pour  cela ,  du  point  O  comme  centre ,  et  d'un  rayon 
quelconque,  décrivons  une  surface  sphérique.  I^es  plans 
AOB,  AOC,  BOC,  détermineront,  par  leur  intersection 
avec  cette  surface,  un  triangle  sphérique  ABC,  dont  les 
côtés  seront  connus ,  comme  étant  égaux  aux  trois  angles 
donnés ,  et  dans  lequel  l'angle  ACB  ne  sera  autre  chose 
que  l'angle  cherché  DFE.  La  question  proposée  sera  donc 
résolue  par  le  troisième  cas  de  la  résolution  des  triangles 
sphériques  quelconques  (n®  91),  à  l'aide  de  la  formule 


sin  [p  —  a)  sin  (p  —  h) 


sin^C==\/^î ; r-7 , 

y  sin  «  sin  b 

d'où 

^        '  '  I  H- compl.log sin rt H- conipl.  log sine)  1 


CHAPITRE    QUATRIÈME.  56*9 

Soient  les  données 

«  =  BOC=38«49'35^ 
b  =  AOC  =  75«2'8'49'', 

c  =:AOB  =  64*57' i4". 
On  aura 

2;;  =  1 790 1 5'  38",  p  =  89»  37'  49", 

p  —  az=z  5o*>48'24",        /;  —  ^^  =  i4»  9'  10". 

Calcul  par  logarithmes^ 

log  sin  (/?  —  fl) 9,88931 18 

log  sin  {/?  —  b)   9,3882936 

compl.  log  sin  rt     0,2027845 

coinpl.  log  sin  b 0,0141026 

2  logsinj  C       19,4944925 

*  log  sin  y  C       9,7472462 

|C  =  33«58'i9", 
C=67«56'38''. 

98.  Étant  données  les  longitudes  et  les  latitudes  de 
deux  points  du  globe ,  A  et  B ,  déterminer  Varc  de  grand 
cercle,  AB,  qui  va  de  Vun  à  l'autre  de  ces  deux  points 
(fig.  32). 

Supposons  ,  pour  fixer  les  idées ,  que  EF  soit  Féqua- 
teur,  C  le  pôle  boréal ,  D  le  pôle  austral,  CGD  et  CHD  les 
méridiens  des  deux  points  A  et  B ,  et  que  les  longitudes  se 
comptent  à  partir  du  point  L ,  dans  le  sens  LGH. 

Cela  posé,  on  connaîtra  d'abord  l'angle  C,  égal  à  la 
différence  GH  des  longitudes  des  deux  points  A  et  B.  En- 
suite ,  au  moyen  des  latitudes  des  mêmes  points ,  qui  sont 
données ,  il  sera  facile  d'avoir  les  grandeurs  des  deux  arcs 
CA  et  CB.  Connaissant  ainsi,  dans  le  triangle  sphérique 
ABC,  Fangle  C  et  les  deux  côtés  qui  le  comprennent,  la 
détermination  de  AB  rentrera  dans  le  second  cas  de  la 
résolution  des  triangles  sphériques  quelconques  (n**  90); 
<:; 'est-à-dire  que  Ton  devra  faire  usage  des  deux  formules 

,         ^                                 ces  b  sin  (a  -f-  ?) 
cet  9  =  taniç  b  ces  C ,  ces  c  =  ^ • 

^  ^  sm  'f 
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Soient  les  données 

long.  A  =  i8°49'54">  ^^^-  ^^r-     A  =  42»    7' 24", 

long.  B  =  84«  i5'  28",  /«^  «f/^/r.  B  =    6"  38'  29". 

On  en  déduira 

C  =  65«25'34% 

^  =  90»  -4-   6»  38'  29"  =  g6«  38'  29", 
Z,  =  9o»  — 47»   7'24"=:47«52'36". 

Calcul  de  F  auxiliaire  ç. 

log  cos  G    9,6189538 

logtang^   io,c43683o 

log  cot  ^ 9,6626368 

y  =  62*' 37' 16". 

Calcul  dur  côté  c. 

logcos  b 9,8265469 

logsin  («  -i-  ^)    9f^49^  ^00 

conipl.  logsin f    o,o5i4475 

log  cos  c     9i4^7  ^  ^44 

^^=  74^29' 32". 

Ainsi ,  l'arc  de  grand  cercle  qui  mesure  la  distance  du 
point  A  au  point  B  est  de  74°  29' 3  2".  Si  l'on  veut  avoir  sa 
longueur  en  myriamètres,  il  faudra  se  rappeler  que  les 
go  degrés  du  quart  du  méridien  terrestre  valent  1000  miy- 
riamètres ,  et  alors  on  posera  la  proportion 

90°  :  7z["29'32"  ::  1000  :  x\ 

d'où  Ton  tirera 

œ  =1  827"*y^,69. 

Cette  valeur  de  x  sera  la  distance  du  point  A  au  pointB, 
évaluée  en  myriamèlres. 
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